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Chapitre II1 — Equations différentielles ordinaires

Sommaire. Nous étudions les équations différentielles ordinaire sous forme normale, c’est-a-dire les équations
de la forme

y/ = f(tv y)
ouy=y(t) : I - R" I C R un intervalle, est application cherchée, et f: U — R™, U C R x R™ un ouvert,
est donnée.

Au § 2 nous établissons des théoremes d’existence et unicité pour de telles équations, qui consacrent
leur caractére déterministe : les conditions initiales déterminent entiérement une solution (maximale); par
contraste, on montre au § 1 un exemple tres simple d’équation qui n’est pas sous forme normale, et qui
possede une infinité de solutions ayant une condition initiale donnée.

Au § 3 nous étudions les équations linéaires. Dans le cas des équations & coefficients constants, une
généralisation de la fonction exponentielle e : R — R permet de trouver une expression explicite des
solutions.

Au § 4, nous verrons que, dans certains cas, le comportement local des solutions d’une équation de la
forme y' = f(y) au voisinage d’un point yo ot f(yo) = 0 est déterminé par la dérivée de f en yp.

1. Introduction, exemples
Une équation différentielle ordinaire d’ordre k est une expression de la forme:

(1-1) ftyy, ..., y®™) =0, ou f: U — RP, U ouvert de R x (R")*+1

une solution est une application ¢ : I — R™, ot I C R est un intervalle, ¢ est de classe C*, vérifiant :
o (t,p(t),d'(t),..., 6 () eU,Vtel
o f(t,p(t),d'(t),..., oW () =0,VteT.

On parle d’équations différentielles ordinaires parce qu’elles ne font intervenir que les dérivées par
rapport a une seule variable, généralement notée ¢, par opposition aux équations qui font intervenir des
dérivées par rapport a plusieurs variables, comme 1’équation de Laplace : ‘327“2’ + gQTﬁ =0, qui se traitent par
des méthodes différentes.

On dit qu'une équation est sous forme normale si elle s’écrit:

y=fty , f:U—=R" , UCRxR" | ¢ =(...,u,).

C’est ce type d’équation que l'on va traiter par la suite. Montrons comment on peut essayer d’y ramener
des équations de type général (1-1). Tout d’abord, on peut se ramener & 'ordre 1 en augmentant le nombre
de variables; on pose:

To =Y, T1 :y/a"'axk—l :y(k_l)
et alors (1-1) est équivalente au systeéme d’équations d’ordre 1:
Tr1 — (330)/ =0
xro — (331)/ =0

Tp_1— (zK—2) =0
ft,zo, 1, .., 2k_1, (T_1)") = 0.
Si ’on pose
F(t,z,2) = (z1 — 2., Tho1 — Tp_g, [t T0, .., The1, T_1))

on est ramené a étudier I’équation d’ordre un F'(t,z,2") = 0, que l'on peut essayer de mettre sous forme
normale, par exemple en utilisant le théoreme des fonctions implicites.

— Analyse II (partie réelle), par Felice Ronga — Version du 23 mai 2002, & 12h. 08
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1.1 Définition. Soit y = f(t,y), f : U — R™, U ouvert de R x R™ une équation sous forme normale et
soit (to,y0) € U. Une solution de 1’équation ¢y = f(t,y) avec condition initiale (¢o,yo) est une application
@ : I — R" de classe C', ol I est un intervalle de R, telle que
e I>tget (t,p(t) eUVtel
o p(to) =yo et VeI, ¢'(t) = f(t, p(t)) .
On dit que ¢ est une solution maximale (ou non prolongeable) si on ne peut pas l’étendre; c’est a dire
que si ¥ : J — R"™ est aussi une solution, avec J D T et ¥|I = ¢, alors ¢» = ¢ (et en particulier J = I)

L’exemple élémentaire d’équation différentielle: y' = f(t), ou f :]a, b[— R est continue, admet comme unique
solution avec conditions initiales (¢o,y0) €]a, b[xR la fonction ¢ :]a, b[— R:

o(t) = yo + / f(s)ds

(ici on peut poser U =la, b[xR puisque f ne dépend que de t). Cela nous pousse & espérer qu’en général
une équation différentielle admet une unique solution maximale ayant une condition initiale donnée; c’est
précisément ce qu’affirme le théoreme 2.12, dans le cas ou f vérifie certaines conditions.

Le cas le plus simple d’équation différentielle est celui des équations de la forme :

y = f(t) - g9(y)

ou f :Ja,b[— R et g :]e,d[:— R sont des fonctions continues. Si g(yo) = 0, alors la fonction constante
©(t) = yo est solution. Sinon, par continuité g(y) # 0 pour y proche de yo et alors on peut mettre 1’équation
sous le forme :

(1-2) = ()

d’oli le nom de ”variable séparées” (y d’un coté, ¢ de 'autre). Si ¢(t) est une solution, avec condition initiale
©(to) = yo, en remplagant dans (1-2) et en intégrant de tg & ¢, il vient :

[ ey [ = [ o

ou la premiere égalité utilise la substitution n = ¢(¢). Si on pose

= yﬂ = ' S S
G@)_/yo iR F(t)—/tgf( )

Posons encore ®(y,t) = G(y) — F(¢). On a alors que ¢(t) est solution de notre équation si et seulement
si ®(p(t),t) = 0. Notons que P(tg,y0) = 0 et que %—;I;(to,yo) = g(ﬁ # 0. Il suit alors du théoréme des
fonctions implicite qu’il existe une fonction ¢(t), définie pour ¢ proche de tg, avec ¢(to) = yo, et qui vérifie
D(p(t),t) =0, c’est-a-dire que ¢(¢) est bien solution de notre équation différentielle.

1.2 Exemples.

(1) Considérons I’équation
y/ — 2ty2

On en tire que si y(t) est une solution, y(t) # 0, 5_; = 2t et de 13, en intégrant des deux cotés de 1’équation,
que —1/y(t) + C = t? ot C est une constante, et donc :

(1-3) yo(t) =
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et si 'on veut que y(to) = yo, alors C = 1/yo + t3; c’est & dire, en remplacant dans (1-2) :

Yo

(1-4) y(t) = TF 0@ =)
Esquissons l’allure de ces solutions. La forme (1-2) est plus maniable, sauf que la solution y = 0 n’y apparait
pas. En tous les cas, yo(t) — 0 si t — Fo0 (i.e. Vaxe Ox est une asymptote horizontale) et yo(t) = yo(—t).

Si C <0, yo(t) est définie pour tout t € R, et yo(0) =1/C < 0.

Si C = 0, yo(t) est définie pour t < 0 et pour t > 0. L’axe Oy est une asymptote verticale, et
yo(t) = —cosit — 0

SiC > 0,t=+Cett=—/C sont des asymptotes verticales. yc(t) est définie pour t < —/C,
—/C <t<+/Cett>+/C. On utilise la notation t — a—0 ou t — a+0 pour indiquer que ¢ tend vers a par

des valeurs inférieures & a, respectivement supérieures : si t — —vVC —0 ou t — v/C +0, alors yo(t) — —oo,
et sit— —/C 40 out— /C — 0, alors yc (t) — +oo (voir figure IIL.1).

7
C>0

C =

&

Figure III.1 — Allure des solutions de y’ = 2ty?

On constate sur cet exemple que pour toute condition initiale (¢, y9) € R? il existe une unique solution
maximale ayant cette condition initiale. On doit retenir aussi que, selon les conditions initiales, les intervalles
de définition des solutions maximales peuvent étre bornés, bornés a gauche ou a droite seulement, ou non
bornés.

(2) Considérons maintenant I’équation
o ﬁ
Yy =3Vy? .
On a comme solution y = 0. En supposant y(t) # 0, on a 3’ /(33/y2) = 1, d’ot1 'on tire que 3'/3 =t + C,
ou encore que y = (t + C)3.
‘ /N
|

Figure IT1.2 - Solutions de 3 = 332/3
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On voit que pour la condition initiale (to,0) on a deux solution possibles : y = 0 ou y = (t — ty)>. En
fait, il y a pire; en effet, on peut "recoller” des solutions du type y = (t + C)3, t < —C avec la solution zéro:
on vérifie que pour D > —C la fonction

(t+0)2 sit<-C
et)=20 si—-C<t<D
(t—D)® sit>D

ou D > —C, est une solution. Donc il y a une infinité de solutions maximales ayant une condition initiale
donnée (voir figure IT1.2). Si on se refere au théoréme 2.12 | le fait qu’il n’y ait pas unicité des solutions ayant
une condition initiale donnée tient au fait que le deuxieme membre de 1’équation i/y_2 n’est pas dérivable en
y = 0. Mais cette équation est équivalente & 1’équation (y')3 — 27y? = 0, dont le seul défaut est de ne pas
étre sous forme normale.

Dans le méme ordre d’idées, une équation relativement simple (qui n’est pas sous forme normale),
dont les solutions approchent n’importe quelle fonction C* a été trouvée par Lee-A. Rubeel (”A universal
differential equation”, Bulletin of the American Math. Society (New Series) 4 (1981), no 3, pages 345-349).

Dans le reste de ce paragraphe, nous allons encore examiner comment les équations de la forme 3y’ = f(y) se
comportent lorsqu’on les transporte par une application. Cela nous permettra ensuite d’étudier I’allure des
trajectoires de champs de vecteurs linéaires dans le plan.

1.1 TRANSPORT DE CHAMPS DE VECTEURS

Un champ de vecteurs sur un ouvert U de R™ est une application continue £ : U — R™. 1l lui est associé
l’équation différentielle: 3’ = £(y). Pour retrouver les notations des paragraphes précédents, il faut poser
U =RxU et f(t,y) = £(y); les solutions maximales seront de la forme ¢ : I — U, I C R intervalle ouvert.
Ce type d’équation, ou le second membre ne dépend pas de ¢, est appelé équation autonome. La proposition
ci-dessous explique pourquoi : I’évolution d’un point yg ne dépend pas de I’heure du départ.

1.3 Proposition. Soit £ : U — R™, U C R™ ouvert, un champ de vecteurs. Si ¢ : I — U est une solution
de y' = £(y) avec o(to) = yo, alors v1(t) = @(t+to—t1) est aussi solution, et satisfait les conditions initiales
¢1(t1) = yo-

Preuve:

1(t) = @' (t+to —t1) = &E(p(t +to — 1)) = E(pr(t)) et er(t1) = @(t1 +to — t1) = Yo

q.e.d.

Les solutions de I’équation 3’ = £(y) associées & un champ de vecteurs s’appellent orbites du champ, ou
encore trajectoires du champ. On les représente généralement par leur image dans U sur laquelle on indique
le sens de parcours (voir figure IT1.3).

Par exemple, I'équation associée au champ de vecteurs &(x,y) = (z,y) :

et les trajectoires sont de la forme z(t) = zge!, y(t) = yoe!, c’est-a-dire des demi droites issues de 1'origine,
plus la constante égale a ’origine (0, 0).

Soient U, V C R™ des ouverts et h: U — V une application C'. Soient encore { : U — R" et : V — R"”
des champs de vecteurs et supposons que ’on ait:

n(h(x)) = dh.(§(x))
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On dit alors que h transporte le champ £ sur le champ 7, ou encore que 7 est le transformé du champ £ par
h. Remarquons que si ¢ : I — U est une solution de 3’ = £(y), alors

W) = dho () = dhow (E(o(t)) = n(h(p(t)))

ce qui fait que la composée h oy : I — V est solution de y' = n(y). En d’autre termes, h transporte les
trajectoires de £ sur des trajectoires de 7.
Dans le cas ou h : U — V est un difffomorphisme, pour tout champ n : V. — R™ on peut définir
&:U — R" par
€(2) = dhyly (n(h(z)

ce qui fait que 7 est toujours le transformé par A d’un champ de vecteurs sur U.
1.4 Exemples.

(1) Lorsque n = 2, appelons x = (x1, z2) les coordonnées & la source et y = (y1,y2) les coordonnées au but
de h. Si n est le transformé de & par h, on a :

Oh Oh
m(h(z)) = 8—331(96)51(33) + 8—33;(96)52(%)

Oh Oh
n2(h(x)) = 8—;(90)51 (w) + 8—xz(r)§2($)

et ’équation différentielle associée a n s’écrit :

ohy ohy ohy ohy
== x —(x = —(x ' —(x d
Yy = 8%1< Y1 (x) + 8@( )€a(x) 8%1< )y + 8@( ) X
Ohs Ohs Ohs Ohs
/o z “(z = —(z ' —(x :
Yo = 8%1< yi(x) + 8@( )€a(x) 8%1< )y + 8@( ) T

Par abus de notation, on identifie n & (y},v5) et £ & (2}, z5); les équations ci-dessus expriment donc 7 en
termes de &.

(2) Considérons les coordonnées polaires h : R? — R2, (p, ) — (pcos(0), psin(f)), le champ n(z, y) = (—y, v)
et I’équation associée
¥ =—y
y =z
Pour trouver un champ de vecteurs (p’,6’) dont le transformé par h donne 7, il faut résoudre les équations
suivantes, linéaires en £ :
2’ = p' cos(0) — psin(6)0’
y' = p'sin(0) + pcos(0)d’

c’est-a-dire, puisque &’ = —y = —psin(d) et ¥’ =z = pcos(d) :

(D P cos(0) — psin(0)8’ = —psin(6)
(I1) p'sin(f) + pcos(0)0’ = pcos(f)

cos(6) ‘ —sin(6)
sin(f) | cos(6)

En calculant (I)cos(6)+(IT)sin(6) et (I)(—sin(#))+(IT)cos(#) comme indiqué, on obtient les deux équations :

pr=0 , pff=p
que ’on resout aisément:
pt)y=R , 0(t)=t+c

ol R et ¢ sont des constantes arbitraires (si R = 0, 0 est indéterminé). On en tire la solution générale de
I’équation de départ:
z(t) = Reos(t+¢) , y(t) = Rsin(t + ¢)
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Les solutions sont donc des cercles centrés en 0, parcourus a vitesse angulaire constante dans le sens contraire
des aiguilles d’une montre.

(3) Considérons le champ de vecteurs &(z, y) = (% — 32, 2xy) sur R?; il s’agit en fait de application z s 22

de C dans C, écrite en termes de © = Re(z) et y = Im(z)). On voit déja qu’il admet comme solution la
constante (0,0); on peut donc se borner & considérer £ sur R? \ {0}. On va étudier ce champ en utilisant
les nombres complexes: & : C\ {0} — C, £(z) = 22. Considerons le difféomorphisme h : C\ {0} — C\ {0},
h(z) = 1/z, qui est d’ailleurs son propre inverse. On a que h'(z) = —1/z2, et donc le champ 7, transformé
de £ par h est :

n(h(2)) = W' (2)2% = =1 = n(z) = -1 ;
c’est donc le champ constant égal & (—1,0), dont les orbites sont des droites horizontales ¢(t) = (—t,b). Si
on les compose avec h, on trouve les solutions de 1’équation de départ:

(_ta _b)
2 4 b2

(@(t),y(t)) =

puisque h(z) = 1/2z =%/2Z = (x, —y)/(2? + y?); on en tire que si b # 0

$2_|_ _|_i Z—L
Y79 ) T w2

qui sont les équations de cercles passant par 1’origine, centrés en (0, —1/(2b)). En fait, (x(t), y(t)) # 0Vt € R,
ce qui fait que les orbites sont les cercles ci-dessus privés de (0,0), le point (0,0) et les 2 demi-droites
constituées par I'axe Ox privé de Dorigine (qui correspondent au cas b = 0 : z(t) = —1/t,y(t) = 0, pour
t>0out<0) (voir figure IT1.3).

Figure I11.3 — Solutions de (x,y) = (2% — y2, 2zy)
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1.2 CLASSIFICATION DES SYSTEMES LINEAIRES DANS LE PLAN

Nous allons étudier les trajectoires des équations différentielles sur R? de la forme :

= ax+by
Yy = cx+dy

c’est-a-dire les trajectoires de champs de vecteurs de la forme :
§(z,y) = (az + by, cx + dy)

qui peut encore s’écrire sous forme matricielle :

T N a b
u(g) (1)

Tout d’abord, on va faire de I'algebre linéaire : on va trouver une transformation linéaire pour mettre la
matrice M sous forme de Jordan (proposition 1.5), puis on va résoudre explicitement les équations dans les
différents cas.

Si S : R? — R? est un isomorphisme linéaire, le transformé n = N (;) d’un champ linéaire £ = M (j)
s’écrit :

n (S (;)) = S(¢(z,y)) = SM (;) = n(z,y) = SMS™! (;) = M=S"NS

En termes de changement de base, si v; vy est une nouvelle base de R?, et S la matrice de changement de
base, c’est-a-dire la matrice ayant v; comme premier vecteur colonne et vy comme deuxiéme vecteur colonne,
la matrice ST'NS est la matrice de I’application linéaire 7, écrite dans la base v1, v3. Donc, la formule
ci-dessus nous dit que si S transporte & sur 7, € est le champ linéaire ayant pour matrice S™! NS, soit la
matrice de 'application associée a 7 écrite dans la nouvelle base v1, vo. Les trajectoires de n seront de la
forme S(p(t)), ol p(t) est une trajectoire de &.

1.5 Proposition. Soit A = (CCL 2

v () G (63)

Preuve: Soit pa(A) = dét(A — AI), ou I est la matrice identité, le polyndéme caractéristique de A, qui est
de degré 2. Appelons A1 et Ay les racines de pa()\), qui peuvent étre réelles, ou imaginaires conjuguées,
distinctes ou non.

>. Il existe une matrice inversible S € GE(2,R) telle que S™LAS soit
de l'un des 3 types :

(1) A1 et Az sont réelles distinctes
Dans ce cas, il existe deux vecteurs propres v; et ve linéairement indépendants : A(v1) = Aqvy, A(vg) =
A2v9 et donc si on prend vy et vo comme base de R?, la matrice de ’application associée & A s’écrit :

A0
0 A

On écrit v; et v9 comme vecteurs colonne :



III.1 Introduction, exemples 93

1,1
. vy v . . .
Sis = ( 5 %) est la 2 X 2 matrice dont vy est la premiere colonne et v, la deuxiéme colonne, alors :
U1 V3

1,1 1 1
v v )\1’U )\Q'U )\1 0 1 )\1 0
AS=A("L 3 )= 5 3 )=8 = STAS =
S (’U% ’U% )\1’()% )\Q'U% 0 )\2 0 )\2
Si A1 = Ay = Ag, deux cas peuvent se produire : 1’espace propre correspondant peut étre de dimension deux,
auquel cas on peut prendre pour v; et vy n’importe quelle paire de vecteurs linéairement indépendants et

procéder comme ci-dessus. Ou bien ’espace propre correspondant est de dimension 1; ce cas est traité au
numéro 3 ci-dessous.

(2) Si A\; € C, mais \; ¢ R, alors Ay = A\; # A\;. On a donc 2 vecteurs propres linéairement indépendants
sur C, de la forme v et U. On prend alors comme base de R? les parties réelles et imaginaires de v :

+7 —v N
v1=U2U , UQ:UZiU , oui=+v—-1€C

Posons A1 = p —ia (a # 0), de sorte que Ao = p + ia. Alors

2 2 2

v=7\ (p—ic)v—(up+ia)v v -7 O[v—|—v_ o — o
2i ) 2i BT g Mrmanm

+ —ia)v + (j+ ia)v + v —
A(’Ul)ZA(U2U>=('u i) + (p za)U:'uv Uil UZ,MU1+OZUQ

Avy) = A (

La matrice de changement de base S est obtenue, comme d’habitude, en mettant v, en premiere colonne, vy

en deuxiéme colonne. On a donc : S™1AS = (Z _,ua >

(3) Reste le cas ott \; = A2 = )¢ et I'espace propre correspondant est de dimension 1. Soit v € R?\ {0} le
vecteur propre correspondant & A, et w € R? un vecteur linéairement indépendant de v. Alors :

Alw)=xv , Aw)=av+ Nw
et la matrice de 'application associée & A s’écrit dans cette nouvelle base :
(v %)
0o X
d’olt on déduit que pa(A) = (A — Xg)(A —X), et donc X = Ag, sans quoi on est dans le cas (1). D’autre part

on a aussi que a # 0, sans quoi on est dans le cas ot I’espace propre associé & A\ est R? tout entier, cas déja
traité sous (1). Finalement, la matrice s’écrit :

)\0 a
(0 )\0> , avec a#0

Faisons encore le changement de base de la forme w’ = 1/aw; alors A(w’) = 1/a A(w) = 1/a(av + Aow) =
v + Aow’, et donc la matrice de Iapplication associée & A, dans la base v, w’ s’écrit :

A 1
0 Xo

Notons que si on fait plutdt le changement de base w’ = (b/a)w, b # 0, alors la matrice devient :

Ao b
(% 0) .« veo

q.e.d.
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Remarquons que les 3 cas correspondent a :
1) A diagonalisable sur R
2) A diagonalisable sur C
3) A non diagonalisable

On est donc ramené, par la transformation S, a étudier les champs de vecteurs de la forme £ = A (z >,

ot A est de la forme 1), 2) ou 3) de ’énoncé de la proposition précédente. On va passer a ’étude des divers
cas; remarquons que (0,0) € R? est une trajectoire, dans tous les cas.

(1) A= (Aol N ) L’équation différentielle s'écrit :
2

{ = Mz
Y= Ay
et la solution ayant pour conditions initiales top = 0 et (xq,yo)) s’écrit :

w(t) = zoe™t  y(t) = yoe'

Si xg # 0, on peut écrire :

y(t) = o (@) A2/ M

Lo

z(t)
o

))\2/)\1

ce qui montre que z(t) doit avoir le méme signe que z( (sans quoi I’exponentielle ( n’a pas de

sens), et que y(t) a le méme signe que yq : les trajectoires restent donc toujours dans le méme cadran.
L’allure varie selon les valeurs de A1 et \o. Lorsque A\ = A\ = 0, les trajectoires sont les points du plan.
Lorsque A1 = Ag, les trajectoires sont les demi-droites issues de 1’origine.

AM=X>0
AL > A >0
noeuds //

)\2:0, A >0
)\1>0, Ay <0
T}

Figure II1.4 — A diagonalisable sur R
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2) A= (1 ¢
@a-("
Ici il convient de passer en coordonnées polaires :

= pr—ay N p cos(0) — psin(0)¢ = p(pcos(d) — asin(6))
Y = ar+py P sin(f) + pcos(0)0 = p(acos(f) + psin(6))

d’oli on déduit, comme dans 'exemple 1.4 (2), le systeme d’équations :

p=up
p = pa

Les solutions s’écrivent sous la forme p = 0, et 6 indéterminé, ou bien p = pgett, § = at + 6y, ol on a pris les
conditions initiales tg = 0 et (po,00). Ce sont des spirales qui s’enroulent autour de 'origine, sauf si u = 0,
auquel cas on trouve les cercles centrés a l’origine.

En coordonnées cartesiennes :

x = pcos(f) = poet cos(at +0y) ; y = psin(h) = poe” sin(at + bp)

p=0 a>0

spirales
p<0, a>0 w>0, >0
Figure II1.5 — A diagonalisable sur C
Al
Ici le systeme s’écrit :
= dr+y
Y= Ny

On vérifie que x(t) = eM(yot + ), y(t) = yoe ! est effectivement solution, avec condition initiale ¢y = 0 et
(z0,y0). Les trajectoires coupent I’axe OY pour t = —xg/yo.

Dans le cas d’'une matrice A quelconque, les trajectoires sont les images par l’isomorphisme S des
trajectoires précédentes.
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A>0

noeuds

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
*
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Figure II1.6 — A non diagonalisable

Figure II1.7 — Exemples d’allure dans une base quelconque

2. Théoréemes d’existence et unicité

Dans ce paragraphe nous allons aborder quelques résultats théoriques sur les équations différentielles
ordinaires : existence et unicité des solutions, dépendance continue par rapport a des parametres. Nous
basons notre approche sur la méthode des approximations successives, qui est a la source des procédés de
résolutions numériques.

2.1 Remarque. Dire que ¢ : I — R" est solution de I’équation différentielle 3y’ = f(t,y), avec condition
initiale (¢, yo), équivaut & dire que

o(t) = vo +/t f(s,0(8))ds Vtel

ce qui se vérifie immédiatement. La résolution d’une équation différentielle avec condition initiale donnée est
ainsi ramené a la résolution d’une équation intégrale, en fait la recherche d’un point fixe de la transformation

T(e)) = o + / £(s,0(5))ds

En particulier, sous cette forme, il n’est pas nécessaire de supposer que @ est dérivable, cela suit automa-
tiquement si ¢ est un point fixe, puisque I’expression yg + f:ﬂ f(s,0(8))ds est dérivable par rapport a t.
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2.2 Définition. Soit f: A — R™ ou A C RxR"”, une application continue. On dit que f est lipschitzienne
en y, de constante de Lipschitz k, si pout tout (¢,y1), (t,y2) € Aon a :

£t y1) = f(Ey)ll < K llyr — w2l

2.3 Exemples.

1V)Ssif:U—-R,U ouvert de R x R", est de classe C!, alors pour tout sous-ensemble A C U de la forme
A = [to — a, to + a] x B(yo,b), la restriction f|A est lipschitzienne, en prenant :

0
o[

, (t,y) EA} ;

cela résulte du théoreme des accroissements finis I1.2.6.
(2) La fonction f(t,y) = f(y) = y*/3 n’est pas lipschitzienne, méme en restriction & des intervalles, lorsque
ceux-ci contiennent 0; en effet une inégalité de la forme :

() = FO)] =y** < Kyl

entrainerait que \y\_l/ 3 <k, ce qui est absurde.

(3) Si A:R™ — R™ est une application linéaire, alors

[AGy1) = Aly2) | < [ All llyr — w2l

et alors A est lipschitzienne, avec constante de Lipschitz || A]|.

(4) Plus généralement, si A : I — L(R™ R™), out I C R est un intervalle, est une application continue, pour
tout intervalle fermé borné [a,b] C I on peut poser k = sup {||A(t)| , t € [a,b]}, et on aura :

[A(E y1) = At y2) || < Ellyr — g

L’application A(t,y) est donc lipschitzienne en y sur tout ensemble de la forme [a,b] x R™ contenu dans
I xR"™.

Pour la construction de solutions approchées, nous utiliserons des applications linéaires par moceaux,
de la maniére suivante. Soit f : U — R"™ continue, U C R x R", et soit (to,y0) € U une condition initiale;
soit N > 0 un entier, choisissons une quantité At € R, suffisamment petite, et définissons par récurrence sur
m, pour m < N, une suite de points y,, € R" :

Y1 =yo + f(to, Yo)At ..., Ymi1 = Ym + f(to +mAL, ym)

ce qui a un sens pour autant que At soit suffisamment petite pour que (tg + mAt, y,) € U, m < N. On
définit alors la solution approchée, pour tg < t <ty + NAt, par interpolation linéaire des points y,,; posons
tm = to + mAL :

t—t
pour tp, <t <ty,y1 onpose: on(t) =ym + %(ymﬂ — Ym)

Cette application est continue, car les définitions de ¢y aux extrémités des intervalles [, tmt1]
coincident; mais elles sont seulement dérivables a gauche et a droite aux points ¢,,. On dira que de telles
applications sont C! par morceaux : ce sont des applications continues d’un intervalle I, & valeur dans R",
continues, continiment dérivables, sauf éventuellement en des points tg,t1,...,tny € I, ou elles admettent
tout de méme des dérivées a gauche et a droite, limites des dérivées a gauche ou a droite des ;.
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Y =yo+ M(t —to)

YN

\

to o+ At

!

t
to+ 24t Tt +mAL tg+ (m+ 1)At >
Y =1yo— M(t—to)

Figure IIL.8 —

2.4 Définition. Soit f : U — R™ continue, U C R x R™ un ouvert, et soit € > 0. Une e-solution
de V’équation différentielle ¢y’ = f(¢,y) est une application dérivable par morceaux ¢ : I — R, telle que
YVt eI, (t,o(t)) € U et vérifiant :

' (t) = ft el <e Viel

ol aux points de discontinuité de ¢’(t), 'inégalité doit étre valable autant avec la dérivée a gauche qu’avec
la dérivée a droite.

Le lemme suivant resout une inégalité intégrale.

2.5 Lemme de Gronwall. Soit g : [0,c¢] — R une application continue, g(t) > 0, et supposons qu’il existe
des constantes k, B,C > 0 telles que :

g(t) < B et g(t)SC’—!—k’/tg(s)ds , Vtelo,d]
0

Alors, pour tout entier n on :

(t) <C |1+ kt+ +—@:%“1+wa
W = (n—1)! n!
et donc, en faisant tendre n vers l’oo :

g(t) < Cekt

Preuve: On procede par récurrence sur n. Pour n = 0, g(t) < B par hypothese. Si 'inégalité est vraie pour
n—1:
k.n—l Sn—l

g(S)SC[l—FkS—F"'—F m

k.n—2 "o
7@ —9) S ] + B

on remplace cette inégalité dans 'intégrale de 1’énoncé :

t t kn—Q ) kn—l Sn—l
< < P T [ - -
g(t)_C—Fk/O g(s)ds_C’—!—k/O (C[1+k5—|— +(n—2)!5 ]—FB (n—l)!)ds

tn_l

t2
_ 2 n—1
—C[l—Fkt—Fk —2—|- +k 7(n—1)!

] + Bk"t—
n!
g.e.d.

Le prochain théoréme donne une estimation de 1’évolution de I’écart de solutions approchées.
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2.6 Théoréme (I’inégalité fondamentale). Soit f : U — R™ continue, U C R x R™ un ouvert.
Supposons que f satisfasse la condition de Lipschitz sur U, avec constante k. Soient £1,€2,5 > 0, ¢;(t) :
I — R"™ des €; solutions de ’équation y' = f(t,y), i=1,2 :

ler(t) = ft ol <er  llea(t) = ft (W) <e2 VEeT

Soit tg € I et supposons que
1 (to) — w2(to)l <0

Alors, pour tout t € I on a :
lio1(8) = a(t)]| < deMt =l 4 = (eHle=rol —1)

ol € = &1 + &9.

Preuve: Pour simplifier la notation, on va supposer que tg = 0 et t > 0; on ramene le cas général au cas
particulier par le changement de variable ' =t — g si t > tg, ou ' = tg — t sinon.
Notons que

(/W%%J@w@ﬁﬁ=w@—w®—/f@w@ws
0 0

et donc .
o0 =00~ [ stssputonas] <
d’ott on déduit que
t
(2-1) 106 = 20 = (21(0) = 200) = [ (i16) = Flosalon) s <t
0
Posons w(t) = ||¢1(t) — p2(t)]|; alors :
I1f(s,1(5)) = f(s,02(5))|| < kw(s) ;
notons que d’une égalité de la forme ||a — b|| < ¢ il suit que |ja|]| = |jJa — b+ b|| < ||la —b]| + [|b]] < ||b]] + ¢ et

alors il suit de (2-1) que

< w(0)+€-t—|—k-/0tw(s)ds = w(0)+k~/0t (w(s) + %) ds

w(t) Sw(0)+6t+‘ /0 (f(s,01(5)) = f(s,p2(s))) ds

ou encore :

w(t) + % < (w(0)+ %) —|—k/0t (w(s) + %) ds

g.e.d.

2.7 Corollaire. Si f : U — R" est continue, U C R x R™ un ouvert, et f satisfait une condition de
Lipschitz sur U, alors, si ¢1(t), p2(t) : I — R™ sont deuz solutions de 'équation y' = f(t,y), et qu’il existe
to € I avec p1(tg) = pa(to), on a que 1 = @

En effet, il suffit d’appliquer I’inégalité fondamentale, avec § = ¢ = 0.
Nous allons construire maintenant des e-solutions pour tout € > 0.
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2.8 Proposition. Soit f: U — R" continue, U C R x R" un ouvert. Soit (to,yo) € U et supposons que
A =[to — a,to + a] x B(yo,b) C U. Soit :

M = sup {[|f(t, y)ll , (,y) € A}

Alors, s10 < ¢ <inf{a,b/M}, pour tout e > 0 l’équation y’ = f(t,y) admet une e-solution ¢ : [to—c, to+c] —
R™.

Preuve: On va définir ¢(t) pour to <t <tg+c, le cas tg —c < t < g se traitant de maniere semblable. Soit
N > 0 un entier et posons At = ¢/N et t,, = to + mAt; alors on peut définir par récurrence sur m > 0 :

Ym+1 = Ym + f(tm; ym)At , m<N

car

c b b b
[Ymr1 = Ymll < [ f(tm, ym) At < M5 < Mo = et done [Jym —yoll s m <b
ce qui fait que yy, est bien défini pour m < N. Définissons comme tout-a-1’heure pn : [to — ¢, to + ¢] — R”
par
(t B tm)

Az (Ym+1 — Ym) pour tp, <t<tpmy1 m=0,....,.N—1

ON(t) = Ym +

AlOI‘S, site [tm, tm+1] :

O o®) ~ St o (Ol = [ (g (0t 22222

At

= Hf(tmaym) - f(taym =+ (t - tm)w) H
=y’

Or A est compact, donc f|A est uniformément continue. Il existe donc d1,d2 > 0 tel que si [t — t,,] < 67 et
lym — 'l < 82, alors |[f(tm, ym) — f(£,4)]| <& Or [t —tm| < c/N et

c b

Ym+1 — Ym Ym+1 — Ym £ <2
N — N

L I (e v EY R R TSIV
On peut donc choisir N assez grand pour que ¢/N < 01 et b/N < 2, et alors il suit de © que

e () — fton @)l <€

et donc N est une e-solution.
g.e.d.

2.9 Théoréme (existence et unicité locales). Soit f : U — R" continue, U C R x R" un ouvert.
Supposons que [to — a,to+a] x B(yo,b) C U et que f | [to — a,to+ a] x B(yo, b) soit lipschitzienne en y. Soit

M = sup {|[f(t.y)ll | (t,y) € [to — a,to + a] x B(yo, b)}

Alors, si0 < ¢ < inf{a,b/M}, équation y’ = f(t,y) posséde une et une seule solution ¢ : [to—c, to+c] — R™
avec condition initiale ¢(to) = yo.

Preuve: Soit N > 0 un entier; d’apres 2.7, il existe une %—solution oN : [to—c, to+c] — R™. On va appliquer
I'inégalité fondamentale 2.5 pour estimer |[¢as(t) — @y (t)]| : on prend &1 = 77, 2 = x et § =0 :

leart) o0 < (3745 ) § (¢ =1) < (745 ) § €1
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11 en suit que {pn} est une suite de Cauchy dans C([tg — ¢, to + ¢], R™), qui est complet, et elle possede donc
une limite . On a :

c

(22) (6 = F(ton)] < 5 = ot = ontt) = [ ftsontoae] <

et puisque || f(s, on(8)) — f(s,0(s))|| < k|lpn(s) — ()], la suite f(s, pn(s)) converge uniformément vers
f(s,0(5)), s € [to—c¢, to+¢]. On peut donc passer & la limite sous le signe intégrale dans (2-2), ce qui donne :

Hw(t)—yo—/t:f(saw(S))dS —0 Viclt-cttd

et donc ¢(t) est bien solution de 1’équation y' = f(t, y), avec conditon initiale (¢g, yo)-
L’unicité suit de 2.7.
q.e.d.

2.10 Définition. Soit f:U — R™, U C R x R™ un ouvert. On dit que f est localement lipschitzienne en
y si f est continue et si pour tout (tg,yo) € U il existe a,r > 0 tels que
o [to—a,tg+a] x B(yo,r) CU
o f|[to—a,to+a] x B(yo,r) C U est lipschitzienne en y.
En d’autres termes, il existe k tel que || f(t,y1) — f(t, v2)| < kllyr — y2l|, YVt € [to — a,to + al, y1,y2 €
B(yo, ).

Par exemple, si f est de classe C!, on a vu dans I’exemple 2.3(1) qu’elle est localement lipschitzienne
en y.

2.11 Proposition. Soit f : U — R™, U C R x R" localement lipschitzienne. Soient v : I; — R™
et po : Iy — R™ deux solutions de 'équation y' = f(t,y). Supposons qu’il existe to € Iy N Iy tel que
p1(to) = wa(to). Alors

(pl |Ilﬂ12=(p2|11ﬂ12

et on peut donc recoller 1 et wo en une solution ¢ : I U Is — R™ en posant :

p1(t) sitelh
LU - '
tehul, , ) {m(t) sitely

Preuve: L’ensemble
X ={te NIy | p1][to,t] = ¢|[to, t]}

est non vide, car X 3 tq.

Soit done 74 = sup(X) < +o0; si 74 est strictement inférieur aux extrémités droites de I et de Io, alors
T4 < 00 et p1(T+) = w2(74+); on peut alors appliquer 2.7 sur un petit intervalle [74, 74 4] pour conclure que
1 et g coincident sur cet intervalle, ce qui implique que 74 + ¢ € X, contradiction. Méme raisonnement a

gauche de tg; il en suit que 1 et @9 coincident effectivement sur I; N Is. p
g.e.d.

2.12 Théoréme (existence et unicité globales). f:U — R", U C R x R" localement lipschitzienne.
Alors, pour tout (to,yo) € U, I’équation différentielle y' = f(t,y) posséde une et une seule solution mazimale
p: I —R™ ayant (to,yo) comme condition initiale. L’intervalle I est ouvert.

Preuve: Soit 9 : I, — R™ une solution; supposons que I soit fermé, borné a droite, et notons par t5 € I cette
borne. On peut appliquer le théoreme d’existence et unicité locales 2.9 pour inférer I’existence d’une solution
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P11 [t2 — e, t2 + €] — R™, avec condition initiale (¢2,1(t2)); on peut alors prolonger ¢ & I U [tz —&,t2 + €] en
posant :
o JUt)  sit <ty
Vit = {wl(t) sit >ty
De méme, si I est fermé, borné a gauche par ¢1, on peut prolonger ¢ & un intervalle de la forme Jt; —e, t1]UI.
Il en suit que si ¢ : I — R™ est une solution maximale, ou non prolongeable, I doit étre un intervalle ouvert.
Posons

S ={¢: 1, - R" | I est ouvert et 9 est solution avec conditions initiales (to, yo)}

On sait par le théoreme d’existence de solutions locales que S est non vide. On pose alors Imax = Uyesly,

et on définit ¢ : Imax — R™ ainsi: si ¢ € Imax, il existe 9 tel que z € Iy; on pose ¢(z) = ¥ (x). Il suit de la

proposition 2.11 que cette définition est cohérente, et il est immédiat que ¢ est 'unique solutiondmaximale.
g.e.d.

Le résultat suivant nous fournit un renseignement sur le comportement des solutions maximales.

2.13 Théoréme. Soit f: U — R"™, U C RxR"™ ouwvert, localement lipschitzienne en y, et soit ¢ :]a, bj— R™
une solution maximale de équation y' = f(t,y). Alors, pour tout compact K C U il existe ax, bx avec
a<ag <bg <btels que (t,p(t)) ¢ K, Vt tel que a <t < ag oubgx <t <b.

Ce que nous dit ce théoreme en particulier, c’est que si U = R x R™ et b < oo, alors si t — b, (t,(t))
doit sortir de tout compact de R x R™, et donc nécessairement ||p(t)|| — co. C’est ce qui se produit dans
I’exemple 1.2(1) lorsque C > 0.
Preuve:

ler cas: b = 400 (ou a = —00). Dans ce cas, laffirmation n’apporte rien d’essentiel. En effet, K est
borné et donc il existe R > 0 tel que K C [-R,+R] x R", et alors si t > R, (t,¢(t) ¢ K.

2¢me cas: b < oo (ou a > —o0). On procede par 'absurde. Sile bx de I'énoncé n’existe pas, alors
Vn, 3t, € [b—1/n,b] tel que (tn,p(tn)) € K. Puisque K est compact, on peut extraire une suite ¢y,
telle que (ty,, ¢(ts,)) converge vers (b,y9) € K C U. On peut choisir un ¢ > 0 tel que les conclusions
du théoreme d’existence et unicité locales 2.9 soient vraie pout tous les points d’un ouvert V contenant
(b,y0). En particulier, si k est assez grand, (t,,,¢(tn,)) € V, et donc il existe une unique solution () :
[tn, — ¢, tn, +c] — R™ avec condition initiale (t,, , ¢(tn,)), €t par unicité on doit avoir que ¢ (t) = ¢(t) pour
t € [tn, — ¢ tn, + ¢]. Or silon choisit k assez grand pour qu’en plus |b — ¢, | < ¢/2, on pourra prolonger ¢

au dela de b, ce qui contredit sa maximalité. p
g.e.d.

2.14 Complément au théoréme d’existence et unicité globales. Soient U =]t1,t2[xR" et f: U —
R"™ continue telle que pour tout 71, T2 , t1 < 71 < T2 <ty il existe k., ;, tel que

1t y) = FEy2)ll < krpm lyn — g2l Vyn, 92 € R™ et £ € [0, 7]
Alors ¥ (to,yo) €]t1,t2[xR™ il existe une et une seule solution ¢ :)t1,t2[— R™ avec conditions initiales
(to, yo)-

Preuwve: Soit T' < ta et ¢ : [to, T[— R™ une solution de I'équation y' = f(t,y), et soit yo = ¢(tp). On va
appliquer I'inégalité fondamentale pour comparer ¢ avec la solution constante pg = yo; puisque ¢f, = 0, si
t e [to, T] :

o — f(tspo)ll < M =sup {|[f(t,y0)l , t € [to, T]}

et en appliquant 'inégalité fondamentale avec ¢ = M, § = 0, k = k¢, 7 il vient :

k(T—to) _ 1
o) — yoll < =)

ce qui implique que @(t) est bornée sur [to, T[, donc pas maximale, d’aprés 2.13. Avec un argument
symétrique & gauche de tg, on voit finalement que les solutions maximales doivent étre définies sur J¢1, ta].
q.e.d.

Vit e [tQ,T[

Ce complément sera utilisé au § 3.1 ci-dessous.
Le théoreme suivant est une conséquence facile de I'inégalité fondamentale et du théoreme 2.13.
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2.15 Théoréme (dépendance continue par rapport aux conditions initiales et aux paramétres).
Soit f : U — R™, U C R x R" encore et toujours un ouwvert, f localement lipschitzienne en y. Soit
(to,v0) € U, ©(to,yo) * Lito,yo) — R™ la solution mazximale ayant (to,yo) comme condition initiale. Alors,
pour tout intervalle fermé, borné I C I(,,y), I 3 to et pour tout € > 0, il existe 51,62 > 0 tels que si
[t1 — to] < 6L et |ly1 — woll < 82, si 1 : [T — R™ désigne la solution mazimale de conditions initiales (t1,y1),
on a :

Z) Il byi
it) [lo1(t) — ()] <e, Vtel.

Preuve: On note g la solution avec condition initiale (¢, yo), et I, 4, son intervalle (ouvert) de définition.
Soit I C I(y,,y,) fermé, borné et soit € > 0. Pour ¢’ < ¢, ¢ > 0, posons :

Ko ={(t,y) e IxR" | ly —o(t)| <€}

K./ est compact, et pour ¢ ssez petit, K., C U. Soient 01,2 > 0 suffisamment petits pour que

[tL —to| < 01, [|[y1 — woll < 92 = (t1,41) € U

Soit ¢ : I; — R™ la solution maximale de condition initiale (¢1,y1) et soit M = sup {|| f(¢, z)|| | (¢,y) € K. }.
Si d7 est assez petit, pour s entre to et t1 on aura (s, ¢1(s)) € K./ et alors :

||<P1(t1)—</)(t0)||=‘ < Mty —to] < M- 6,

/ F(s. 01 (5))ds

Il suit alors de 'inégalité fondamentale que
(2-3) lo1(t) — o(t)]| < (62 + May)ekt=1) | teTnD

ot b désigne 'extrémité droite de I. Choisissons 81, d; assez petits pour que (8; + d; M)eF(0—t0) < &’ 1l suit
alors de (2-3) que (¢, p1(t)) € Ko sit € I, t < b et il suit de 2.13 que I; D [to, b]; méme raisonnement pour
Pextrémité gauche de I. L’affirmation ii) suit aussi de (2-3).

g.e.d.

Définissons le flot & de I’équation par :
Q={(to,z0,t) €U x R|t € Iy} et P:Q—=R" | D(to,T0,t) = P(t0,20)(t)

® est la famille de toutes les solutions maximales. Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du
théoreme précédent.

2.16 Corollaire. €2 est un ouvert et ® est continue.
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3. Equations différentielles linéaires

3.1 RESULTATS GENERAUX

Un sytéme de n équations linéaires d’ordre 1 s’écrit

y/l = 0/1,1(091 + -+ a'l,n(t)yn + bl(t)

yil = an,l(t)yl +eee an,n(t)yn + b (1)

oules a;j,%,j5=1,...,net lesb;, i=1,...,n sont des applications continues d’'un intervalle I dans R. Si
I'on pose
Y1 bi(t)
y=1 : . A) =(a; ;) : I - M(n,nR) , b(t)= : I — R"

ou M(n,n,R) désigne I’ensemble des matrices n x n a coefficients dans R, alors on peut écrire le systeme de
fagon plus succinte:
y' = A(t)(y) +b(t)

Si b(t) est identiquement nulle on parle de systéme homogéne, sinon de systéme inhomogéne ou non homogéne.
Si [7’1,7’2] C I,

[ A®) (y1) + b(t) — (A1) (y2) +0®)) || < [ADO y2 — well < sup {JA@)I| ¢ € [11, 7]} [ly1 — w2

et donc il suit de 2.14 que les solutions maximales sont définies sur I tout entier. La structure de l’espace
des solutions maximales d’'une équation linéaire est tres simple, comme les deux résultats suivants nous le
montrent.

3.1 Théoréme. L’ensemble S des solutions mazimale du systéme linéaire homogéne y' = A(t)(y), ou
A: T — M(n,n,R) est continue, est un sous-espace vectoriel de dimension n de l’espace vectoriel de toutes
les applications de I dans R.

Preuve: Soit S 'epace des solutions de y' = A(t)(y). Si 1 et @2 sont des solutions maximales et A1, A2 € R,
on vérifie immédiatement que A1 + A2(p2 est aussi une solution, ce qui fait que S est bien un sous-espace
vectoriel de I’espace de toutes les applications de I dans R™. Choisissons tg € I et définissons ev : § — R"
par ev(p) = p(to), i.e. ev est Iévaluation en tg. Alors ev est une application linéaire et il suit de 2.12 que
ev est un isomorphisme:

e ev est injective parce que si ¢1(tg) = pa(to) = yo, alors p1 et po sont deux solutions maximales avec

mémes conditions initiales et donc coincident.
e cv est surjective parce que si yp € R™ il existe ¢ € S avec condition initiale (¢g,yo), c’est-a-dire que

ev(e) = o ;
g.e.d.

Une base ¢1(t), ..., ¢n(t) de S est appelée un systéme fondamental de solutions.

3.2 Proposition. Soit v/ = A(t)(y) + b(t) une équation linéaire non homogéne, A : I — M(n,n,R) et
b: I — R™ continues. Si 6 :1 — R"™ est une solution particuliére de cette équation, toute autre solution est
de la forme @(t) + 0(t), ot p(t) est une solution de l’équation linéaire homogéne associée: y' = A(t)(y).

Preuve: Si 61 (t) est une solution du systéme non homogene, alors en posant ¢(t) = 6(t) — 61(t) on a

/() = 0'(t) — 01(t) = A(t)(0(1)) + b(t) — (A(t)(01 ®) + b(t)) = A(t) (0(t) — 6:1(2)) = A(t)((1))
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ce qui montre que (t) est solution du systéme homogene, et §; = 6 + .
g.e.d.

Voyons comment trouver les solutions d’un systéme non homogene a partir d’'un systeme fondamental
©1, .-+, pn de solutions du systéeme homogene (méthode dite de la variation des constantes). Soit ®(¢) : I —
M (n,n,R) la matrice dont la j-éme colonne est le vecteur ¢;(t) :

5(t)
o) = (&(0),,,_,song®) = :
@y (t)
Alors on a:
1) ®'(t) = A(t) - (¢) (produit matriciel) parce que les ;(t) sont des solutions.
C1
2) ®(t) est inversible pour tout ¢t € I, car si ®(¢p)(C) = 0, ou C = : € R™, cela veut dire que
Cn

S cipi(to) = 0. Donc Y0t cipi(t) est la solution avec conditions initiales (¢9,0), tout comme la
solution identiquement nulle. Par unicité des solutions maximales, on a donc que Y., c;p;(t) = 0
Vit € I et puisque les p;(t) sont linéairement indépendantes, on doit avoir ¢; =0,i=1,...,n.

On cherche des solutions de la forme 6(t) = ®(¢t) - C(¢), ou C : I — R™. On a :

O't)=d(t)-Ct)+ (t)-C'(t) = A(t) - d(t) - C(t) + P(t) - C'(t)

et on aimerait que

0'(t) = A(t)(0(t)) + b(t)

c’est-a-dire:
A(t) - ®(t) - C(t) + ®(t) - C'(t) = A(t) - B(t) - C(t) + b(t) = C'(t) = d(t) ' - b(t)

Donc C(t) doit étre une primitive de 1’application ®(¢)~! - b(t) : I — R™. En refaisant le chemin & 'envers,
on voit réciproquement que pour toute primitive C(¢) de ®(t) ~1b(t), ®(t)C(t) est solution de I’équation non
homogene (ajouter une constante C' € R™ & une primitive C(t) équivaut a ajouter a 0(t) la solution ®(¢t) - C
du systéme homogene).
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3.2 COMPLEXIFICATION
Soit M (n,n,C) l'espace des n X n matrices a coefficients complexes. On a un isomorphisme d’espaces
vectoriels sur R :
P :C" = R*™ | (@ 4y, .. @ Fiyn) = (T, Ty YLy Un)
Si C': C" — C™ est une application C-linéaire, on en déduit une application R-linéaire Cr : R?" — R?" de
sorte que le diagramme suivant commute:
c

cr — C»
1 1
RQTL ﬂ) RQTL

c’est a dire: Cg = 1~ 1C%. En termes de matrices, si C' = (k¢ +iBk¢) et A= (axs), B = (Br¢) on vérifie

que:
A -B
= 7)

D’autre part, on a une inclusion naturelle
M(n,n,R) C M(n,n,C)

induite par I'inclusion R < C, z +— z + 4 -0 et donc si I’on a une application R-linéaire A : R™ — R"™, on en
déduit une application C-linéaire A¢ : C* — C".

Soit I C R un intervalle ouvert et soit C' : I — M (n,n,C) une application continue; on peut regarder
I’équation linéaire correspondante:

y =C(t)y

En passant a Cr on voit que 'on peut lui appliquer les résultats du § 3.1 : les solutions maximales sont
définies sur tout I, a valeurs dans C™, et forment un sous-espace vectoriel de dimension 2n sur R de 1’espace
de toutes les applications de I dans C™. Mais il suit immédiatement du fait que C(t) est C-linéaire que
I’espace des solutions est un espace vectoriel sur C, et il devra donc étre de dimension n sur C .

Si @ : I — C est une application, on définit sa conjuguée @ comme étant 'application qui envoit
t € I sur p(t), c'est-a-dire le complexe conjugué de p(t). On définit de méme Re(p) et Im(yp) en prenant
respectivement les parties réelles et imaginaires de o(t), t € I.

3.3 Proposition. Soit A: I — M(n,n,R) continue, I C R un intervalle ouvert et soient Sg lespace des
solutions de y' = A(t)y, Sc l’espace des solutions de y' = Ac(t)y. Alors
1) sip € Sc, alors g € Sc.

2) Sg ={p € Sc|p="70}
3) Sipi1,...,0n € Sc forment une C-base de Sc, alors les Re(vi), Im(p;), i =1,...,n engendrent Sg sur
R

La preuve de cette proposition est immédiate et elle est laissée au lecteur.

3.4 Exemple.
Reprenons ’équation de I’exemple 1.4(2):

/
Y= —Y2 .y N y1> (0 —1>
,s0it Yy = A(y) oy = , A=
= o Yy (y) oty (y2 1 0

)
1 > est un vecteur

Puisque dét(A — M) = A2 + 1, A admet +i comme valeurs propres. On vérifie que v = (
propre de valeur propre i : A(v) =i -v. Il en suit que ¢(t) = e’ - v est solution; en effet :
(e v)/ =ie't v = A(e - v)

—sin(t) it [ cos(t)
cos(t) et Im(c"v) = sin(t)
linéairement indépendantes; elles forment donc une base des solutions réelles de 1’équation.

Donc Re(e'tv) = > sont solutions réelles, et on vérifie qu’elles sont
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3.3 EQUATION LINEAIRE D’ORDRE 1 A COEFFICIENTS CONSTANTS

Il s’agit de I’équation:
(3-1) 2™ 42 4t ar=0 , a;€Roua; €C

On ramene cette équation d’ordre n & un systeme d’équations d’ordre 1 par la procédé général décrit au §1.
On pose:
p=a , p=2 , y=a"V

et on obtient le systeme équivalent:

Vi=y2 . Yh=UYs 5 s Yn1=Un
Yo = —Q1Yn — A2Yn—1 — "+ — QY1
soit, sous forme matricielle:
0 1 0 0
0 0 1 ... 0
(3-2) y=Ay , A= B .
0 0 1
—a, . —ay

Sip(t) = (p1(t), ..., on(t)) : R — R™ respectivement ¢ : R — C™, est une solution de (3-2) avec condition
initiales ¢(to) = yo = (Yo1, - - -, Yon ), alors la premieére composante 1 (t) de ¢(t) est solution de I’équation de
départ (3-1), et les conditions initiales peuvent s’écrire:

e1(to) = yo1, ©1(t0) = yo2,s -, @™V = yon

Les solutions forment donc encore un espace vectoriel de dimension n (respectivement sur R ou C). Aussi,
on peut parler de la complexifiée de ’équation (3-1) dans le cas ol a; € R, ce qui revient & regarder les a;
comme des complexes a partie imaginaire nulle.

A une équation du type (3-1) on associe le polynéme a coefficients réels (respectivement complexes):

p(N) = a1 A"+ a A" dap

que l'on appelle polynéme caractéristique de 1’équation. On voit facilement que p(\) = dét(A — AI), ot A
est la matrice de (3-2) et I denote la matrice de I'identité. Que ’on soit dans le cas a; € R ou a; € C, on
considere les racines complexes distinctes \; € C, i = 1,...,m et on dénote par «; la multiplicité de A;. On
aura alors:

pA)=A=A)* - A=) , NeC , o+ +an=n

Le théoréme suivant donne une description compleéte des solutions de 1’équation (3-1) (ou de sa complexifiée)
a partir des racines du polynéme caractéristique et de leur multiplicité.

3.5 Théoréme. Supposons que le polynome caractéristique p(A) de l’équation
2™ 4 gz 4 ... 4 q,x =0 s’écrive sous la forme

p()\)Z(A—Al)al"'()\—Am)am , NeC )\17&)\J pouri;ﬁj

Alors les n fonctions
tert | 0<j<oi—1 , i=1,...,m

forment une base du C-espace vectoriel des solutions de l’équation.
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Preuve: A tout polynome g(\) = ZIZ:o beA’ on peut associer une application linéaire ¢(D) de I'espace
C>*(R, C) des applications C* de R dans C, dans lui-méme, en posant:

k
a(D) () = bep!”
=0

Si I’on désigne encore par D : C*°(R, C) — C*° (R, C) l'opération de dérivation, on peut encore écrire q(D) =
by beDY, ot DO = I = identité. On voit que D - ¢(D) = ¢(D) - D, et de 1a on déduit que si 7(\) est un
autre polynéme, ¢(D)r(D) = r(D)g(D). En particulier, pour tout i = 1,...,m on peut écrire:

p(D) = ai(D)(D = X\D)™ , on g(N) = [[(A=x)>
J#i

Notre équation peut s’écrire:
p(D)(x) =0

Vérifions que les fonctions t/e*it, 0 < j < a; — 1 sont solutions de 1’équation. Du fait que
(D - )\J)(tje)‘it) = jtiteMit p I\t — Nt et = T leMt i > 1
et (D — M\I)(erit) = \erit — \jerit = 0 on déduit que
(D= NI (M) =0 sij<oa;—1

et donc _ _
p(D)(t' ) = qi(D)(D — N D) (t7e)t) =0 sij<a;—1

Reste & voir que les t/eMit, 0 < j < a; — 1,7 =1,...,m sont linéairement indépendantes, c’est-a-dire que s’il
i . o o 4 pNit — S — —
existe a;; € C tels que Do ;. 1<icm @it e’ =0, alors a; ; = 0V, j. Or

Z aiyjtje)‘it: Z Pi(t)e)\it

0<j<a;,1<i<m 1<i<m
o les Pi(t) = > g<ica, a; jt/ sont des polynomes. L’indépendance linéaire de ces solutions résultera donc
du lemme ci-dessous.

q.e.d.

3.6 Lemme. Soient A1,..., A, € C, \; # \; si i # j, et soient Pi(t) des polyndmes a coefficients dans C.
Si

alors P;(t) =0 pour tout i =1,..., k.
Preuve: Par induction sur k. Si k=1, I’égalité
Py(t)et =0

entraine P (t) = 0, parce I'exponentielle ne s’annulle jamais.
Supposons k£ > 1 et montrons que si le résultat est vrai pour k£ — 1 il ’est aussi pour k. Dans ’égalité
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divisons par e*?*. On obtient:

k
(3-3) Pi(t)+ Y Pi(t)e"' =0

=2

oup; =X —M,i=2,...,k. Onaque p; #0,i=2,..., ket u; —p; #0sii# j. En dérivant (3-3) on
obtient:

k
Pl(O)+ (P (1) + Pl(©)er =0

et en dérivant ¢-fois on obtient une égalité de la forme:

k

(3-4) PO+ S (1Pt + Qit))et =0

i=2

ot Q;(t) est un polynome de degré strictement inférieur au degré de P;(t) si P; # 0. Si 'on prend ¢ =

degré(Py) + 1 on aura que Py (t)®) = 0 et il suit alors de (3-4) et de ’hypothese d’induction que
piPi(t) + Qi) =0 , i=2,....k

Puisque @; doit étre de degré strictement inférieur au degré de P;, on a que P, = 0, ¢ = 2,...,k, et en
remplacant dans (3-4) on voit que P; = 0.
g.e.d.

3.7 Remarque. Le théoreme 3.5 nous donne en fait les solutions a valeurs dans C de I’équation, méme si
I'on est dans le cas ou les coefficients a; sont réels. Dans ce cas on peut trouver une base de ’espace vectoriel
Sk des solutions réelles de la maniére suivante; si les a; sont réels, les racines du polynome caractéristique
peuvent étre énumérées ainsi :

)\1, )\1,...,>\k, )\k; )\k+1;---,>\h

avec \j # \i, i =1, .. Lkyet A € Ryi=k+1,...,h. On pose encore a; = multiplicité de A;, et on remarque
que la multiplicité de A est égale a la multiplicité de A, de sorte que

n=2a;+-+ap) g+ +ap
On sait d’apres 3.3 que Sgr est engendré par

Re(tert) | Im(t?eli?)
I i=1,...,k , 0<j<a;—1

Re(tjexit) . Im(tPert) = —Im(t7 M)
et tleMt i=k+1,...,h
Il suffit donc de prendre les n fonctions

Re(t’e*t) | Im(tiet) | i=1,...k,0<j<a;—1
tert . i=k+1,...,h,0<j<a;—1

pour engendrer Sg; comme cet espace est de dimension n, cette derniere liste de fonctions est une base de
I’espace vectoriel Sg.
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3.8 Définition. Soit A € C. On appelle quasi-polynome de degré ¢ et d’exposant A toute fonction de la
forme P(t)e*, ot P(t) est un polynome de degré au plus ¢ & coefficients complexes. On denote par Q¥ le
C-espace vectoriel de ces fonctions.

On parle de quasi-polynome réel si A et les coeflicients de P(t) sont réels.

Notons que Qf admet comme base les /41 fonctions: e, tert, ... tfe*. Le théoreéme suivant permet de
ramener la construction d’une solution particuliere d’une équation linéaire d’ordre n dont le second membre
est un quasi-polynéme & la résolution d’une équation (algébrique) linéaire.

3.9 Théoreme. L’équation

(3-5) 2™ a4 panr = eMb(t)

ot b(t) est un polyndme de degré £ a pour solution particuliére un unique quasi-polynéme de la forme
te(t)eM

ot c(t) =co+cy-t4 -+ co-th est un polynéme de degré £ et v est la multiplicité de X en tant que racine
du polynéme caractéristique de I’équation (3-6): p(t) = t™ + art" L + .-+ a, (si A\ n'est pas une racine de
p(t), on pose v =0). Plus précisément, l’equation linéaire

p(D) (" e(t)e) = eMb(t)
dans laquelle les inconnues sont les £ + 1 coefficients co, . . ., ce de c(t), est de rang mazimum.
Ce theoreme est une conséquence immédiate du lemme suivant:

3.10 Lemme. L’application linéaire
p(D) : Qi—i—u - Qi

est surjective et son noyau est:

v—1
Ker(p(D)) = Z cjtieM
7=0

0<j<v—-1,¢eC

Preuve: Puisque

. tj_l At tj)\ At S 0
(3—6) D(tﬂe)\t) _ {)\eAte + e b;ifl;n

on a bien que p(D) envoit Qf dans lui-méme.
Supposons d’abord que p(A\) # 0 et essayons de décrire la matrice de p(D) : Q§ — Qf dans la base

e tert, . ther. Tl suit de (3-6) que la matrice de D s’écrit:
p=|° *
0 0. A
d’ott on voit que ,
Nk e ok

- O
*

)\1’

(e}
o -
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et donc
p(A) = *
p(D)=| © *
0 0 p(\)

Il s’en suit que dét(p(D)) # 0, et donc p(D) est un isomorphisme, ce qui démontre le lemme dans ce cas.

Si v > 0, on peut écrire p(D) = q(D)(D — AI)¥, ol ¢(t) est un polynoéme de degré n — v, avec q(A) # 0.
D’apres la premiere partie de cette preuve, (D) est un isomorphisme, et il suit de 3.5 que le noyau de
(D — M)? est engendré par les eM, 0 < j < v — 1. Puisque p(D) = ¢(D)(D — X)” et que g(D) est un
isomorphisme, le noyau de p(D) et celui de (D — AI)¥ coincident, et le lemme en suit aussitot.

g.e.d.

3.11 Exemple.
Considérons 1’équation

(3-7) y' —y=te
Ici A=1,p(t) =t2 —1et p(1) =0, avec v = 1. D’aprés 3.9 on a une solution particuliere ¢(t) de la forme:
o(t) = te'(co + c1t)

On a:
@' (t) = € (co +2c1t + cth) et ¢"(t) =e' (2(:0 +2c1 + (co + 4er)t + cth)

En remplacant dans (3-7) on obtient le systeme de 2 équations linéaires:
4y =1 , 2¢9+2c1=0

d’ot1 l'on tire que ¢ = 1/4, ¢; = —1/4 et donc ¢(t) = tet(t — 1)/4. Pour avoir le systéme complet des
solutions, il faut ajouter & ¢(t) une solution quelconque de ’équation homogene 3" —y = 0.
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3.4 SYSTEMES LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS

Considérons 1’équation
(3-8) y = Ay)

ot A € M(n,n,R ou M(n,n,C). Soit ¢ : R — R™ (resp. C™) une solution et supposons qu’elle soit
indéfiniment dérivable. En dérivant (3-8) et en substituant on obtient:

(1) = A(¢' (1) = A(A(p(t)) = A*(p(1))

P () = A*(p(1)

ot A¥ = A... A est le produit matriciel de A k-fois avec elleméme. La série de Taylor de o(t) en tq s’écrit

k—fois
donc, en posant ¢(tg) = yo:

1
k!

ce qui ressemble a la série de Taylor d’une exponentielle (c’est méme exactement le cas pour n = 1). Ceci
nous incite a généraliser la fonction exponentielle comme suit.

Yo + A(yo)(t —to) + %AQ(?JOW —to)? 4+ = A (yo)(t —to)" + -+

3.12 Proposition. Soit A € M(n,n,C). La suite
1, 1
sk(A):I—FA—FEA _|_..._|_EA

converge dans M (n,n,C), uniformément sur toute boule {A | ||A| < r}.

Preuve: Supposons que [|A]| < r. Puisque ||A*|| < | A|l", on a:

k44
1 +

L
o -

r
h!
h=k

(3-9) lskre = sell < = 1" +---+ 1A <

1
(k+0)!

Or la série de nombre réels >, %rh converge vers l’exponentielle ordinaire e”, donc elle satisfait la condition

de Cauchy:
k+£

1
Ve >0, 3K telque k> Ko = ) oo <e V020
h=k

et en remplagant dans (3-9) :
Ve >0, 3K, tel que k > K. = |[|sp4e(A) —sp(A)|| <e VL£>0

ce qui veut dire que sy (A) satisfait la condition d’étre une suite de Cauchy uniformément en A, pour || 4| < r.
Puisque M (n,n,C) est complet (comme tout espace vectoriel normé de dimension finie), le résultat en suit
aussitot.

q.e.d.

La proposition précédente nous autorise a poser:

1Ah
!

>

k—o00

e = lim s(A) = Z
h=0

et cela définit une application
e: M(n,n,C) — M(n,n,C) | Ars et

que 'on appelle exponentielle de matrices. Notons que si A € M (n, n,R), alors e € M(n,n,R).
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3.13 Exemples.

(1) Soient A € M(m,m,C) et B € M(n,n,C), et considérons la matrice de M (m+n,m+n,C): (61 g)
A 0\ (4 o
0 B “\ 0 B
A 0
(5 B):(eA )

On vérifie aisément que

et de la il suit que

0 e
On en déduit que si Aq,..., A\, € C, 'exponentielle de la matrice diagonale :
A0
0
) M
est égale a
eM 0 0
0
) 0
0 0 e
. 0 1 .. 9
(2) Soit A = L On vérifie que A° = 0, et donc

2
A (10 0 1 0 1 (11
——
=0

De méme, si N € M(n,n,C), et N¥ =0, alors

N=T+N+ -+

Dans l'exemple (1) on voit que I'exponentielle d’une matrice diagonale se rameéne & I’exponentielle ordinaire.
Dans l'exemple (2) il en va tout autrement : I’exponentielle d’une matrice nilpotente (i.e. dont une puissance
est nulle) se calcule par un nombre fini d’opérations d’addition et multiplication.

Une propriété importante de I’exponentielle ordinaire est de transformer la somme en produit: e*? =
e%e. Cela reste vrai si on remplace a et b par des matrices A et B qui commutent (mais ce n’est pas vrai
en général, voir plus loin I'exemple 3.18) :

3.14 Proposition. Soient A, B € M(n,n,C) et supposons que
AB = BA

Alors

L’essentiel de la preuve est contenu dans le lemme suivant, de nature plutot technique :
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3.15 Lemme. Soient {A;},_, et {Bj};_o. o0 Ai,Bj € M(n,n,C) deux suites de matrices. Alors si

Z [|A;]| < oo et ZHBJ'H < 00
1=0 =0
on a que ’
(zsz) S5 =3 3 4
i=0 §=0 k=0 \i+j=k

Preuve: Posons

Wo=> | S 4B | etw,= Y (14 B

=0 \i+j=k i+j=k
Puisque
dwe=>" > JAlIB;] < <Z|A¢|> DBl < (ZIAA) S IBI] < oo
k=0 k=0 i+j=k i=0 §=0 i=0 §=0

la suite W,, converge. D’autre part :

W2n—<ZAi> > B H: Y AB| < Yo AllB
i=0 j=0

i,j>n i,j>n
i+j<2n i+j<2n
< D0 MBI = Yo 1AlIB, ] = Wa, — Wy,
i+j<2n i+j<n

ou W/ = ZZ:O wg. Mais lim, . (W4,, — W) = 0 puisque W/, converge. Comme W,, converge, Ws,, et W,
ont méme limite lorsque n — oo, et on en déduit que lim, oo W,, = (30 A4i) (Z;io Bj).
g.e.d.
Preuve de 3.14. Pour commencer calculons (A + B)? :
(A+B)*=(A+B)(A+B) = A>+ AB+ BA + B?

et puisque AB = BA par hypothese, on a que (A+ B)? = A% +2AB + B?, (mais si AB # BA cette formule
est fausse! — voir exemple 3.18). En fait, la formule usuelle du binéme de Newton se généralise, en procédant
par induction sur k et en utilisant que AB = BA:

(A+B)f = i (k> APBFP

p=0 p
ot (];) = m. Or d’apres 3.15 :
0o AP 00 B4 o} AP BY 0o 1 AP Ba 0o .
A LYy AP BT 1 (AP BT 1 .
(S2)(S5)-S S22 S1 s wlB S Luy
p=0 q=0 k=0 p+q=Fk k=0 prq=Fk =0
et donc edef = eATE,

3.16 Corollaire. La matrice e* est inversible, VA € M(n,n,C).

En effet, A et —A commutent, donc:

e A=t A= =7

Par un changement linéaire de coordonnées on peut parfois ramener une matrice & une matrice dont
Pexponentielle est plus simple & calculer (par exemple une matrice diagonale), le lemme suivant nous sera
utile.
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3.17 Lemme. Si S € M(n,n,C) est inversible,

S(eA) Sl =¢5457" wAc M(n,n,C)

Preuve: En effet:

1
S(A) S = (T4 At 2 o) S = SIS~! 4 SAS~! 4ot 2 5AFG 1.
k! k!

et puisque (SAS™1)* = SAS1SAS~!...SAS! = 5AkS—!

1

(8457 4= et

S(e?)St=I+SAS +- 4
g.e.d.

3.18 Exemple.
11

On veut calculer I’exponentielle de la matrice A = 0 2

>. On voit tout de suite que 1 et 2 sont des

1 1
valeurs propres de A, et on calcule que les vecteurs propres correspondants sont ( 0) et (1> On pose

1 1
alors S = (0 1) et on a:

e (10
stas=(§ 9)

Aes )= (3 D)D)= )

et donc

Notons que
1 0) (0 1) (1 0) (0 1)
e 0 1 1 e e +
Lo2).(6 5 (50 =(5 o)l G
ce qui montre que ’hypothése AB = BA dans 3.14 est bien nécessaire.

Le prochain résultat généralise la formule de dérivation de I’exponentielle ordinaire: (e®) = ae.

3.19 Théoréme. Soit A€ M(n,n,C) ett,tg € R. On a:

(3-10) % (etA)t:tO = el0A 4 = AetoA

Preuve: Soit h € R, h # 0. Alors puisque toA et hA commutent, d’aprés 3.13 e(tothA = gtoAchA of done:

e(toth)A _ otoA tgA(ehA_I> toA <]_|_hA_|_g_TA2_|_..._]>
h - no )¢ h

2
zetoA(A+h(%+--->>—>et0AA si h—0
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toA

et enfin, puisque A et tgA commutent, e** et A commutent aussi.

g.e.d.

3.20 Corollaire. La solution maximale de Uequation y' = Ay ayant pour conditions initiales (to,yo) a
pPouUr expression:

(3-11) plt) = el (yo)

Preuve: En effet, si 'on dérive le membre de droite de (3-11) en utilisant (3-10) on obtient:
(1) = e (A(yo)) = AT (yo) = Ap(1))

et d’autre part ¢(to) = "4 (yo) = I(y0) = ¥o

La résolution de 3’ = A(y) se rameéne donc au calcul d’une exponentielle de matrice.

3.21 Exemple.
Considérons 1’équation

Les valeurs propres de la matrice A = ((1) ?) sont les racines du polynéme dét(A — \I) = A2 — X\ — 2,
c’est-a~-dire \; = —1 et Ay = 2. Les vecteurs propres correspondants sont (_21> et (i), donc si 'on
2 1 » 1 0\ o i1 -1 . <t—to>(‘01 2)
pose S = 11 ,on aura que S™TAS = 0 2 ,ou ST =3 1 9 . Puisque e =
e~ (t—to) 0 . . , . , .
0 (2(t—t0) la solution générale de 1’équation de départ aura pour expression
-1 0
Se(t_tg)( 0 2) S (yo) = -+ = 1 [ (2e7 (710 4 2Uto)yyf 4 9(—e=(1710) 4 2(t=to))yg
Yo 3\ (—e(t—t0) +€2(t—t0))y(1J + (e=(t—to) +2€2(t—t0))y8

Le théoreme d’algebre linéaire qui suit est utile pour calculer I’exponentielle d’une matrice; nous
I'admettrons, sans démonstration.

3.22 Théoréme de décomposition. Soit A € M(n,n,C) et soient \1,..., \p € C ses valeurs propres
distinctes, n; la multiplicité de \;, de sorte que le polynome caractéristique de A s’écrit :

pA(A) = dét(A — )\I) = (—1)" H ()\ _ Al)nm

etni+---+nr =n. Posons :
Vi=Ker(A—X\)" , i=1,...)k

Alors on a :
i) Les V; sont invariants par A : siv € V;, alors A(v) € V;.
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i) V; est de dimension n; et V; \'V; = {0}, pour i # j, de sorte que

i=1,..., k
|
Il en suit que si I’on choisit une base ei,...,e, de C* de sorte que ei,...,ey,, soit une base de V1,
€ni41, -« -5 Eni+ny Une base de Vs, et ainsi de suite, la matrice de 'application linéaire associée & A dans cette
base s’écrit :
A, 0 - 0
o . .0
. .0
0 --- 0 A

ol A; est la matrice de A|V; : V; — V;. Posons N; = A; — \;1, de sorte que A = NI+ N;, et N)' =0; on a:

elt=to)Ar ... 0
p(t—t0)A _ 0 0
: R 0

0 oo 0 et—to)Ak

et puisque A\;I et IN; commuttent :

TLi—l
e(t—to)Ai — p(t—to)i ([ LN, 4. 4 w]vi"i—l
(Tli — 1)'

Siv=w 4+ -+, €C" avec v; € V;, la solution de I'équation ¢y’ = A(y) avec condition initiale (¢g,v)
s’écrit donc sous la forme :

k k

, t—to) ! .

ot) = } :e(t—to)Al (] FEN; -+ %Nfl 1> (v;) = E e(t—to)AIPi(t)
i=1 ! i =1

ot P;(t) est un polyndéme en t de degré au plus n; — 1, a coefficients des vecteurs de V.
Plus précisément, on a démontré le résultat suivant :

3.23 Théoréme. Les solutions de Uéquation y' = A(y) sont de la forme :

k
p(t) =Y TN p()
i=1
ot P;(t) est un polynéme a coefficients des vecteurs de V; de degré exactement :
degré(Py(t)) = inf{éi > 1| Nf = o} 1

Ce degré est au plus égal a la multiplicité de \; moins 1.
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4. Equations non linéaires : stabilité

Soit £ : U — R™ un champ de vecteurs C*°. On dit que zg € U est un point d’équilibre, ou point
critique, si £(zp) = 0, auquel cas I'application constante ¢ : R — U, ¢(t) = xo est solution de I’équation
différentielle associé au champ & : ¢'(t) = 0 = £(p(t)).

4.1 Définition. On dit que le point d’équilibre xy du champ de vecteurs £ est stable si pour tout R > 0
tel que B(zg, R) C U il existe 7(R), avec 0 < 7(R) < R, tel que si ¢ : I — U est une solution maximale de
I’équation associée au champ £ telle que il existe tg € I avec ||p(to) — zo|| < r, alors ||p(t) — zo|| < R pour
tout ¢ > 1p.

Si c’est le cas, alors il suit du théoréme 2.13 que I D [tg, +00].

On dit que x( est un point d’équilibre asymptotiquement stable si de plus il existe rg, avec 0 < rg < R
tel que si ¢ : I — U est une solution maximale et il existe tg € I tel que ||¢(tg) — xo|| < ro, alors

lim (p(t)) = o

t——+oo

Dans le cas d’un champ de vecteurs linéaire () = A(x) sur C"*, A € M (n,n,C), Uorigine est toujours un
point d’équilibre : £(0) = A(0) = 0. On déduit immédiatement du théoréme 3.23 :

4.2 Théoréme. Soit A € M(n,n,C) et soient A\;, i = 1,..., k les valeurs propres ditinctes de A, n;,
i=1,..., k leur multiplicités. Alors :
i) le point critique 0 € C™ est asymptotiquement stable < Re(\;) <0,Vi=1,...,k
i1) le point critique 0 € C™ est stable & Re(\;) <0, Vi=1,...,k et si Re(\;) = 0, alors ’espace propre
associé a \; est de dimension n;.

Preuve: Rappelons que si z = x + iy, x,y € R et i = y/—1, alors |e*| = e*.
Soit ¢(t) la solution maximale de condition initiale (0,x¢), avec o = v1 + -+ v —k, v; € V; =
Ker(A — N\;I)™i. D’apres 4.3 :

=

lle(t) Z RGO |1Pi(t))]

Si Re(A;) < 0Vi = 1,...,k cette expression tend vers 0 pour ¢ — oo, car l'exponentielle domine tout
polynéme pour ¢ — oo; on a donc stabilité asymptotique. Si Re(\;) < 0, et Re(A;) = 0 = espace propre
associé & \; est de dimension égale & la multiplicité de \;, alors [; = 0 et P;(t) = v;, donc cette expression
est bornée par

k
> Nl
i=1

pour t assez grand et on en déduit que 0 est un point critique stable.
S’il existe j avec Re(A;) > 0, prenons v; € V;\ {0}, et soit ¢(¢) la solution maximale de condition initiale
(0,v;). Alors
o)) = R P > 1P, ¢>0

et comme v; # 0, P;(t) = vj+--- # 0, ce qui fait que ||, (t)|| ne tend pas vers 0 pour ¢ — oo, donc on ne peut
avoir stabilité asymptotique. Sil’espace propre de A; est de dimension strictement inférieur a la mutiplicité
de Aj, il existe v; € V; qui n’est pas vecteur propre, et dans ce cas P;(t) = v; +t (A — \I)(v;) +-- -, ce qui
—_————
#£0
fait que ||@(t)|| > || P;(t)]] — oo si t — oo, donc on n’a pas stabilité.
q.e.d.

Dans le cas n = 2, on a examiné au § I1.1.2 tous les comportements possibles de champs de vecteurs
linéaires, qui confirment le théoréeme ci-dessus.
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Un exemple non linéaire est fourni par 1’équation de Lotke-Volterra, ou équation prédateurs-proies,
qui décrit ’évolution de deux especes d’étres vivants en cohabitation, 'une (les proies — par exemple des
lapins) ayant & disposition autant de nourriture que nécessaire, l'autre (les prédateurs — par exemple des
renards) se nourrissant exclusivement de la premiére espece. Si x(t) et y(t) décrivent le nombre d’individus
de la premiere, respectivement la deuxieéme espece, une bonne approximation de I’évolution est décrite par
le systeme d’équations :

2’ = xz(a — by)
(4-1) {y’z—y(c—dx) , a,bc,d>0
En effet, en absence de lautre espéce, la premicre croitrait avec un taux positif : / = ax; mais ce taux est
diminué proportionellement au nombre de prédateurs, d’ott ' = z(a — by). D’autre part, si les prédateurs
sont seuls, il dépérissent avec un taux constant : y' = —cy; par contre, en présence des proies ce taux est
augmenté proportionellement & leur nombre, d’ott ' = y(—c + dz).

Les seules conditions initiales qui ont un sens sont dans le premier cadran. A part (0,0), le seul point
critique est P = (¢/d, a/b). L’équation (4-1) n’admet pas de solution explicite; par contre, elle admet une
intégrale premiere, ¢’est-a-dire une fonction qui est constante sur les trajectoire. En effet, si p(t = (z(t), y(¢))
est une solution, alors

a'(t) = z(t)(a = by(t)) . ¢'(t)=—y(t)(c—dx(t))

a'(t)  z(t) a—by(t) A B S /
o) ede® ) (w) d) ) (y@)*b)y(”

et en intégrant des deux cotes de la derniere égalité on obtient que :
c-log(xz(t) —d-xz(t) = —a-log(y(t)) + b-y(t) + C

ou C' est une constante qui dépend de la trajectoire. En d’autre termes, la fonction

F(z,y)=c-log(z) —d-z+a-logly) —b-y

est constante sur les trajectoire. D’autre part, on calcule que dFp = 0 et que la matrice des deuxiemes
dérivées partielles en P s’écrit : ,
d
- 9
( 0 —ﬁ>

a
On peut déduire de la que la fonction F' elle-méme, apres changement de coordonnées au voisinage de P
de la forme z'(x), ¥/ (y), s’écrit : —(z' — ¢/d)? — (¥ — a/b)?; on voit ainsi que les ensembles F = C sont
difféomorphes & des cercles concentriques.

0.8

0.8 1 12 14
X

Figure IIL.9 — Trajectoires de 1’équation prédateur-proie, aveca =b=c=d =1

V. Volterra, Lecons sur la théorie mathématique de la lutte pour la vie, Gauthier-Villars, Paris, 1931
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Dans les deux paragraphes suivants nous allons établir des méthodes pour examiner la stabilité de points
critiques de champs de vecteurs non nécessairement linéaires.

4.1 METHODE DIRECTE DE LIAPOUNOV (1892)

4.3 Définition. Soit zg € U, U C R™ un ouvert, f : U — R une fonction continue, avec f(xp) = 0. On
dit que :
i) f est définie positive (respectivement négative) si f(z) > 0 (respectivement f(z) < 0) Vo € U, x # xg
ii) f est semi-définie positive (respectivement négative) si f(z) > 0 Va € U (respectivement f(z) < 0).

Soit maintenant £ : U — R™ un champ de vecteurs, avec £(z9) = 0. Si L : U — R est une fonction de classe
C', on définit une nouvelle fonction L¢ : U — R, appelée dérivée de L dans la direction &, par :

Lé(x) = Z 88_ iz

4.4 Définition. On dit que L : U — R, de classe C!, est une fonction de Liapounov pour ¢ si L(xg) = 0
et :

i) L(x) est définie positive

ii) Le¢(z) est semi-définie négative.

Remarquons que si L est une fonction de Liapounov pour &, et () une trajectoire de &, alors :

(L(e(1))" = Le(p(t) <0

et donc L(p(t)) est décroissante. Si de plus Le¢(x) est définie négative, alors L(p(t)) est strictement
décroissante.

4.5 Théoréme de stabilité. Soit £ : U — R™ un champ de vecteurs, xg € U, £(x9) = 0, et soit L une
fonction de Liapounov pour &. Alors :

i) xo est un point d’équilibre stable de &

it) si de plus L¢(x) est défini négative, alors xo est asymptotiquement stable.

Preuve: Soit R > 0 tel que B(xo, R) C U et soit Cgp = {x € R | ||z — x¢|| = 0}. Posons :
m = inf{L(z) | z € Cr}
Puisque L est continue et L(xzg) = 0, il existe r(R) tel que
|z — zol]| < r(R) = L(z) <m

Si p(t) est une trajectoire de &, et ||¢(tg) — xo|| < 7(R), alors L(p(tg)) < m, et donc L(p(t)) < L(p(tg)) < m,
Vit > to. Donc ¢(t) ¢ Cr pour t > tg, et alors ||p(t) — zo|| < R pour t > tg, ce qui montre que g est stable.

Pour ii), montrons d’abord que L(¢(t)) — 0 pour ¢ — oo. Puisque L(p(t)) > 0 décroit, on peut
poser ¢ = limy_,oo L(p(t)). Si € > 0, soit v < r, ' > 0, tel que ||z — x| < v = L(z) < ¢; alors
r < l¢(t) — xo|| < R pour t > tg. Soit :

p=—sup {L¢(x) | r' < [lz — 20|l < R}

de sorte que Le(x) < —psir’ < |z — xo|| < R. Puisque L¢(x) est définie négative, 1 > 0. Alors pour ¢t > ¢ :

to

L(p(t)) = L(p(to)) + / e(p(s)) ds < L(p(to)) — p(t — to)
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mais L(p(to)) — u(t — to) < 0 pour t assez grand, ce qui contredit que L est définie positive. Montrons enfin
que :
Am L(p(t) =0 = lim o(t) = zo
Soit € > 0 et posons
me = inf{L(z) | e < |z —xzo|]| < R} ;

puisque lim; . (L(p(t)) = 0, il existe Tx > to tel que
t>Te = L(p(t)) < me

Or ¢(t) € {z |||z —wo| <R} et sit > Te, L(p(t)) < me = o(t) ¢ {z]ec < ||z —x0|| < R}, et donc
o(t) € {z | [lx — 2ol < e}
g.e.d.

Dans la méme veine, on a le

4.6 Théoreéme d’instabilité. Soit £ : U — R™ un champ de vecteurs, g € U, £(xg) = 0, et soit L une
fonction de calsse C*, avec L(xg) = 0. Supposons que :
i) pour tout R > 0 il existe xtp € U avec ||xgp — xo|| < R et L(x) >0
i) Le(x) est définie positive dans un voisinage de xg.
Alors le point d’équilibre xo n’est pas stable.

La démonstration est semblable a celle de 4.5.

4.7 Exemples.

(1) Soit &(z,y) = (—y — 2%, 2 — y?), 2o = (0,0). Posons L(z,y) = z? + y?; alors Le(z,y) = 2x(—y —
23) 4+ 2y(x — y3) = —2(2* + y*). Puisque L est définie positive et L¢ est définie négative, (0,0) est un point
d’équilibre asymptotiquement stable.

01 =(r+z°,—y— , xo = (0,0). Posons L(x,y) = x* —y~. ors

(2) Soit & = ( Sy —y°) (0,0). P L(z,y) = a® —y*. Al

Le(x,y) = 22(z + 23) — 2y(—y — y*) = 2(2? + y? + 2* + y*) est définie positive, et L(R,0) > 0 pour tout
R > 0, zg n’est donc pas stable.

(3) Si F désigne U'intégrale premiere de ’équation de Lotke-Volterra que ’on a trouvée a la fin du § précédent,
la fonction L(x,y) = —F(z,y) + F(P), ou P = (¢/d,a/b) est le point critique étudié, peut étre considérée
comme fonction de Liapounov. En effet, le calcul que I'on a fait des dérivées deuxiemes de F' montre que
F possede un maximum local strict en P, et il en résulte que L est définie positive sur un voisinage de P.
D’autre part, puisque F' est une intégrale premiere, on a que L¢ = 0.
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4.2 LINEARISATION DES CHAMPS DE VECTEURS DE R?

Si € :U — R? est un champ C* et xo un point d’équilibre, alors &(z) = d€., (z — x0) + r(x — x0), avec
limpo(r(h)/ ||R]]) = 0. d&, peut étre vu comme un champ linéaire, qui approche £ au voisinage de xo; on
I'appelle partie linéaire du champ £ en xy. Le prochain théoreme nous dit que dans certains cas la nature
d’un point d’équilibre zg d’un champ de vecteurs £ est la méme que celle de sa partie linéaire en x.

4.8 Théoreme. Soit ¢ : U — R? un champ de vecteurs C® et xg € U un point d’équilibre. Soit
A € M(2,2,R) la matrice de la partie linéaire d&,, de & en xg. Alors :

(1) si les parties réelles des valeurs propres de A sont strictement négatives xq est asymptotiquement stable
(2) s’il existe une valeur propre dont la partie réelle est stictement positive xy n’est pas stable.

Nous démontrerons seulement 1’affirmation (1) de ce théoréme; la preuve de (2) est semblable.

D’abord il nous faut établir 2 lemmes.

On notera par (z,y) = x1y1 + T2y2 le produit scalaire euclidien sur R? et par ||z| = /2% + y2 la norme
associée. Soit ¢ : R? — R une forme quadratique; on dit qu’elle est définie négative si g(x) < 0 Va # 0.

4.9 Lemme. Soit q: R? — R une forme quadratique définie négative. Alors il existe v < 0 tel que :

q(z1,2) <y(af +23) V(x1,22) €R?

Preuve: Puisque ¢ est une forme quadratique, q(a - z) = o2 - ¢(z), V2 € R%. On pose

v = sup {q(a1,22) | 2f + 23 =1}

et alors g(x) = || q(z/ |lz]))) < - [l
q.e.d.

4.10 Lemme. Soit A une matrice de l'une des formes suivantes :

(A0 (p —a (X a B
A_(O )\2>,)\1,)\2<0 ouA—(a Iu),,u<00uA_(0 A),)\<O,O<a< 2\

Alors la forme quadratique q(x) = (x, A(x)) est définie négative.

Preuve: Soit x € R?, z # 0. Dans le ler cas, (x, A(z)) = M\2? + X3 < 0.
Dans le 2¢me, g(z) = pu(z? + 23) < 0.
Dans le 3eme, q(z) = M(2? + 23) + ax17s. Sizy =0 ouxs =0, ¢(x) = M(2? + 23) < 0, sinon :
e si x1x9 <0, alors az1xo <0 et g(x) <0
o si z1x9 > 0, alors ax1wy < —2Ax179, donc q(z) < AN(z? + 23) — 2Az1202 = (21 — 22)% < 0.
g.e.d.

Preuve de 4.2
Quitte a faire une translation et un changement de base on peut supposer que zo = 0; d’apres 1.5, on peut
supposer que A est de I'une des trois formes du lemme 4.10. I existe donc v < 0 tel que

(z, A(z)) < (2] +23)

On a que &(z) = A(x) + r(z), avec ||r(z)| < e|lz| si ||z|| < .. Posons L(x) = (z,x). Alors L¢(X) =
Lu(xz) + L.(x) et d’apres 4.9

La(z) =2(x, A(x)) <2y |e|* , v<0

D’autre part : )
Ly (z)| = [2(z, r(z))] < 2|z [|r(@)]| < =y lz]]” pour [z|| <é_y/2 ;
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Donc si ||z]| < d_y/2, alors Le(x) = La(z) + Lr(z) < v |]|*; donc L¢(z) est définie négative et on peut
appliquer 4.5.
q.e.d.

4.11 Exemples.
(1) Soit & = (zy + y,x + xy). Les points critiques sont P = (0,0) et Q@ = (—1,1). D’autre part :

Puisque les valeurs propres de d{g sont négatives, ce point critique est stable. Par contre les valeurs proprres
de dép sont +1 et —1, donc P n’est pas stable.

(2) Soit &(z,y) = (—y + 23,2+ y3). Ici, le seul point critique est (0,0); la partie linéaire de & en ce

point est 0 et son polynome caractéristique A? + 1. Les partie réelles des valeurs propres sont donc
1 y

0
nulles, et le théoréme 4.3 ne permet pas de conclure. En fait, si on pose L(x,y) = 22 + y2, on voit que
Le(z,y) = 2(z* + y*); puisque L est définie positive, ainsi que Lg¢, le théoréme 4.6 permet de conclure que
(0,0) n’est pas un point critique stable.

11 faut remarquer que ce champ de vecteur a la méme partie linéaire en (0, 0) que le champ de I'exemple
4.7(1), dont on a montré que (0,0) est un point critique asymptotiquement stable. On voit bien que la
partie linéaire ne permet pas de conclure lorsque les parties réelles des valeurs propres sont nulles; par contre
la méthode directe de Liapounov permet de conclure (dans ce cas au moins).

4.3 STABILITE STRUCTURELLE

Une famille de champs de vecteurs sur R? est une application & : Q2 — R?, ot1 Q C R? x R¥ est un ouvert.
On note (z,v) € Q un point de Q, avec z € R? et v € R¥. v joue le role d’'un parametre : pour tout v fixé,
z — &(z,v) est un champ de vecteurs, que I'on notera &,, sur louvert QN (R? x {v}) de R?.

Une famille de champs de vecteurs peut-étre vue comme déformation du champ &,, obtenu en fixant
une valeur vy du parametre. En général, on parle de "stabilité structurelle” d’une propriétés d’un étre
mathématique lorsque cette propriété subsiste apres de petites déformations. Le prochain théoreme donne
une condition suffisante pour que le point d’équilibre d’un champ de vecteurs soit structurellement stable.

4.12 Théoréme (stabilité structurelle). Soit £ : Q@ — R% Q C R? x R¥ ouvert, une famille C*
de champs de vecteurs. Soit (xg,v9) € Q tel que £(xo,v0) = 0 et supposons que les valeurs propres de
A= %(Io,’uo) soient toutes a partie réelle strictement négative. Alors il existe ro > 0 et Rg > 0 tels que
B(zg, Ro) x B(vg,ro) C Q et une application continue x : B(vo,0) — B(xo, Ro) telle que :

(1) Va € B(xo, Ro),v € B(vg,10) on a :

§(z,v) =0 <= z=x(v)
(2) x(v) est un point d’équilibre asymptotiquement stable de &,, Yv € B(vg,r9).

Preuve: L’hypothese entraine en particulier que les valeurs propres de A ne peuvent pas étre nulles et
donc que A est inversible. On peut alors appliquer le théoréme des fonctions implicites I1.2.2 & 1’équation
&(x,v) = 0 au voisinage de (xg,vp). On en déduit Iexistence de rg, Rg et x vérifiant la propriété (1) de
I’énoncé. De plus, quitte a prendre rg et Ry suffisamment petits, les valeurs propres de g—fc-(x,v) vont encore
avoir des parties réelles strictement négatives, et donc y(v) sera un point d’équilibre asymptotiquement
stable de &, pour v € B(vg, 7).

g.e.d.

On termine par un exemple de famille de champs de vecteurs qui n’est pas structurellement stable.
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La bifurcation de Hopf
Considerons la famille de champ de vecteurs :

(4.2) v =—y+ae—a*—y?)
y =z +yle —2° —y?)

ou ¢ joue le role d’'un paramétre, que I’on prendra proche de 0.
Passons en coordonnées polaires; on cherche p’ et 6’ tels que :
(1) p' cos(0) — psin(0)0’ = — psin(0) + pcos(6)(e — p?)
(II) o sin(6) + pcos(0)0 =pcos(8) + psin(h)(e — p?)

et en calculant cos(9) (I) + sin(#) (IT) et sin(f) (I) — cos(d) (II) on obtient le systéme d’équations :
o' =ple = p?)
pb =p
Une premiere solution est la constante p = 0. Pour les autres solutions, on peut supposer p # 0, et donc
simplifier par p dans la deuxieme équation du systéeme précédent :

/ 2
P =p(e —p~)
4-3
(4-3) 0 =1
En prenant des conditions initiales avec tg = 0 on en tire que 6(t) =t + 6.
Pour déterminer p, on voit d’abord que si € > 0, p = /€ est une solution. Si py # /€, on peut résoudre
(4-2) en intégrant par rapport au temps de 0 & ¢. Si e =0 on trouve:

L | 1
Cdr=
/p0 73 " 272

1
t) = | ——
p() pi2+2t

0

p

Po

d’ou 'on tire que

Y 2p3

Si e # 0 il suit de (4-2) que :

P dr 1 P71 1 1 r2
- = —+——)dr¥) = =1 -
/p0 rie—r2?) 2 /p0 (7"2 + 5—r2> (") 2e 0g(|e—r2|>

d’ou 'on tire que
3
p(t) =
14+ et (5 - 1)
Po

Pour comprendre I'allure des solutions, il faut distinguer plusieurs cas.
e Si p? < e (et donc € > 0), p(t) est défini pour tout ¢ et

Po

t—4oo=p—+ve , t——-o00=p—0

e Sip? >e#0, on pose

de sorte que

g
p(t) = \ 1= e—2e(—t)
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et p(t) est défini pour ¢ > t_.
- Sie>0:
t—4oo=p—+e , t—t_ =p—+co

- Sie<0:
t—4oo=p—0 , t—=t_=p— 40

Alnsi, lorsque ¢ passe de valeurs négatives & des valeurs positives on voit apparaitre une trajectoire
périodique (le cercle de rayon /).

Il suit du fait que 8 = 8y + t que I'on obtient les autres solutions par rotation autour de ’origine de
celles qui ont été esquissées. Les droites en pointillé représentent des asymptotes obliques. Notons que pour
e # 0, lorsque t tend vers une des extrémités de son intervalle de définition (—oo, t_ ou +00), p(t) tend
exponentiellement vers sa limite (que ce soit 0, v/€ ou +00), alors que pour ¢ = 0, lorsque ¢ tend vers +oo,
p(t) tend vers 0 comme 1/+/%, ce qui est beaucoup plus lent. Cela se voit les figures.

e>0 e=0 e<0
Figure II1.10 — La bifurcation de Hopf

Puisque lorsque ¢ passe de valeurs négatives a des valeurs positives, on voit apparaitre une orbite
périodique, on n’a pas de stabilité structurelle au voisinage de € = 0 : on parle alors de bifurcation, parce
qu’il y a un changement qualitatif de I'allure des trajectoires.

Notons que si on pose & = (—y +z(e — 2% — y?),x + y(e — 2% — y?)), la partie lindaire de &, en 0 € R?

vaut :
o (e -1
Ox ©a=1{1 ¢

et son polynéme caractéristique est (A —¢e)2? + 1, ses valeurs propres sont donc € 4 +/—1; elles traversent 1’axe
imaginaire lorsque € passe de valeurs négatives a des valeurs positives.

Pour € = 0, les trajectoires de la partie linéaires sont les cercles centrés a ’origine, alors que pour le
champs lui-méme ce sont des spirales qui tendent lentement vers 1’origine.

Pour € < 0, les parties réelles des valeurs propres de la partie linéaire sont négatives, donc ’origine est
un attracteur, et les trajectoires tendent rapidement vers ’origine.

Pour € > 0, les parties réelles des valeurs propres de la partie linéaire sont positives, donc ’origine est un
répulseur. Mais le cercle de rayon /z est un cycle attracteur : le trajectoires de Pextérieur et de I'intérieur
du cercle s’approchent tres rapidement en spiralant vers ce cercle.

En conclusion, lorsqu’on passe de e < 0 a e > 0, I'origine est d’abord un attracteur, qui s’affaiblit lorsque
¢ = 0, puis engendre un cercle attracteur de rayon 4/ lorsque € > 0.

Ce type de phénomene, appelé bifurcation de Hopf, a été étudié par Eberhardt Hopf en 1942.1 Un
théoreme de E. Hopf affirme, en gros, que le phénomene de I'apparition d’un cycle attracteur proche d’un
cercle de rayon +/z se produit chaque fois que 1’on a une famille de champs de vecteurs Y. (z,y), telle que
Y:(z,y) = 0, Vorigine est un attracteur “faible” pour Yy, et que les parties réelles des valeurs propres de la
partie linéaire de Y; traversent ’axe imaginaire pour ¢ = 0.

1 L’article original de E. Hopf a paru dans une revue peu diffusée. On en trouve une traduction en anglais
dans le livre " The Hopf bifurcation and its applications”, J.E. Marsden and M. McCracken, Applied Math.
Sciences 19, Springer Verlag (1976).



