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Chapitre II — Dérivabilité, théoreme des fonctions implicites

et applications

Sommaire. Les dérivées d’une fonction en un point permettent de comprendre son comportement au voisinage
de ce point (formule de Taylor); dans la pratique ce sont souvent les dérivées d’ordre 1 ou 2 seulement qui
sont utilisées. Par exemple, il existe un critére bien connu pour qu’une fonction d’une variable f(z) admette
un extremum (maximum ou un minimum) local en un point a : il faut que la dérivée de f en a soit nulle,
ce qui s’interpréte géométriquement par le fait que la tangente au graphe de f au point (a, f(a)) doit étre
horizontale. C’est sur ce critere que se basent la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour la recherche
d’extrema liés, et les équations d’Euler-Lagrange pour la recherche d’extrema dans des espaces de dimension
non finie (calcul des variations).

1. Dérivabilité, différentiabilité

1.1 NORME D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Soit A : R™ — RP une application linéaire. Les coefficients de la matrice de A par rapport aux bases
naturellese;, j=1,...,n,ete;, i=1,...,p, de R" et R? respectivement sont définis par :

p
A(ej):Zawei N j:l,...,n
1=1

x1
et alors, si : est un vecteur de R, on a :

Tn

x1

n
Al ] = Z @i jT;
Ty, g=t i=1,...p
On déduit facilement de cette expression de A que c’est une application continue.

1.1 Définition — norme d’une application linéaire. La norme de ’application linéaire A : R" — R?
relative a des normes données sur R" et R? est définie par :

1Al = sup {1A@) g | 2l <1}

Puisque A est continue et que {z € R™ | ||| < 1} est compact, I'ensemble {A(z) | |z|| < 1} est borné et
donc cette définition a un sens. La valeur de ||A|| dépend des normes choisies sur R™ et R?, méme si cela
n’est pas noté explicitement.

1.2 Proposition.
i) Pour tout x € R™ on a :
[A(@) g < [IAI} 12 ]|gn

it) ||A|| définit une norme sur l’espace vectoriel L(R™,R?) des applications linéaires de R™ dans RP.
i) Al = inf{K | [[A(z)]| < K- |lz]| , V2 € R"}
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Preuve: 1) Si « = 0, 'inégalité affirmée est évidente. Sinon,

)

ii) Vérifions que || A|| est une norme sur £(R",RP) (cf. définition 1.2 du chap. I).
(1) Si||A|| =0, alors il suit de i) que A = 0.
(2) SiAeR, [|AA@)| = A\ [JA@)], Yo € R™ et il en suit que ||[AA| = |A]]|4].
(3) Si A, B € L(R™,RP) on a:

I(A+ B)(@)| = [|A(z) + B(z)|| < [[A(2)[| + [|B()[| < [|A[ + 1Bl V2 eR", |lz[| <1

et donc [|A + B| = sup {[|(A+ B)(z)[|, [lz[| <1} < Al + || B].
iii) D’aprés i), ||A]| € {K | ||A(x)]| < K - ||z|| , V& € R"} et donc
[A[l = nf{K | |A(z)[] < K- [lz]| , V& € R"}
Si K est tel que ||A(z)|| < K - ||z||, YV € R™, alors ||A|| = sup||A(z)]], ||z|| <1< K -1 et done
Al < nf{K | |A(z)[] < K- [l]| , V& € R"}

‘LH =1 et alors :
[z

[A()Il = llell < l|All ]

q.e.d.

Par exemple, si 'on munit R™ et R? de la norme || ||, on peut estimer la norme de A € L(R™,R?) a
laide des coefficients de la matrice (a; ;) i=1,...n de A:
j=1 P

n
> aiga| < (Xlassl) el - Vi=1p =A@ sy S il 2l
j=1 J J

et donc [|All <sup,—; {ZJ |az‘,j|} <n-sup{la;;|l,i=1,...p,j=1,...,n}.

1.2 L’INEGALITE FONDAMENTALE DE L'INTEGRALE

Rappelons que si ¢ : [a, b] — R est une fonction continue, on définit son intégrale comme étant le nombre
réel qui est limite de sommes sur les partages de [a, b]:

b
(1-1) / ba)da = lim i_lg(P)¢<xi>Axi

oun P={a=1x9p<x; <--- <z =b} est un partage de [a,b], {(P) =k, Ax; =x; —x;i—1,i=1,...,0(P) et
§(P)=sup{Ax;|i=1,...,4(P)}

Dans le cas d’une application continue f : [a,b] — RP, l'intégrale de f sur [a,b] est le vecteur de RP
obtenu en intégrant les composantes f;, i=1,...,p, de f:

/abf(x)dx = (/ab fi(x)dz, .. ~a/abfp(x)dx>

et en appliquant (1-1) aux f; on voit que:
b
dov = i i)Az;
/af(w)w shm | > fla)dw
i=1,...L(P)
Puisque
Do f@)dml < Y | fw)] Az
i=1,..L(P) i=1,...6(P)

en faisant tendre §(P) vers 0, on obtient I'inégalité suivant, appelée inégalité fondamentale de I'intégrale:

b b
(1-2) / f()da|| < / ()] da
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1.3 DERIVABILITE, DIFFERENTIABILITE
Soient Q2 C R™ un ouvert et f : 2 — RP une application.
1.3 Définition - dérivabilité. Soit a € Q. On dit que f est dérivable (ou différentiable) au point a s’il

existe une application linéaire A € L(R™, RP) telle que, pour ||h|| assez petit :

fla+h) = fla) + A(h) +r(h) . avec lim % B

Autrement dit :

H fla+h) — f(a) = A(h)

—0 si h—0
([ H

ou encore :

[Pl < éc = [[f(a+h) = fla) — AR)|| < e- Al

Si I'on pose ¢(h) = W, cela veut encore dire que :

fla+h)= f(a)+ A(h) + ¢(h) - ||h]| ,avec ¢(h) = 0sih—0

En d’autres termes, application linéaire h — A(h) est une approximation de h — f(a+h) — f(a), avec une

erreur r(h) qui est trés petite par rapport h, puisque % tend vers 0 si h — 0.

1.4 Remarques.

(1) Si f est dérivable au point a, elle est continue en ce point, car :
lim f(a +h) = lim(f(a) + A(h) + ¢(h) - [|2]]) = f(a)

(2) Si f est dérivable au point a € et v € R™, v # 0, la limite suivante, dans laquelle ¢ € R, existe :

o flat+t-v) = f(a)
F0@ = ¢

et elle est égale & A(v). En effet :

f(a+tv)_f(a):A(t'v)"i_(b(t'v)"t"nvn:A(ﬁ'v)i(b(t.v)."v”_)A(v) si t—0

t t t

On appelle %(a) la dérivée de f dans la direction du vecteur v au point a. Puisque %(a) = A(v), cela
montre que A est entierement déterminée par f; on I’appelle la dérivée de f au point a, et on la note df, ou
encore f'(a). En particulier, si f : R"™ — RP est linéaire, en tout point a € R™ elle coincide avec sa propre
dérivée en ce point : df, = f, Va € R".

Notons que si v = 0, alors % = 0.
(3) Si f=(f1,..-,fp) : © — RP est dérivable au point a € Q, sa dérivée df, = f'(a) : R® — RP peut étre
représentée par une matrice, qu’on appelle matrice jacobienne (inventée par Carl Jacobi, 1804-1851); elle

sent o1 o1 fila+t-e) = fila) _ of
i i . fila+t-e5)— fila i
a ) a) — 1 J - a
<8xj()> » ou axj() 5% t aej()
oue; =(0,...,0,1,0,...,0) dénote le j-éme vecteur de la base naturelle de R™. Par abus de langage, on
———

J
écrit souvent df, = ( Sij, (a) ) Les g£ L(a) sont appelées dérivées partielles de f au point a. Nous verrons un
J

peu plus loin (1.10) le théoréme suivant, qui permet de passer de 'existence des dérivées partielles de f &
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Ofi
ox;
continues sur ce voisinage, alors f est dérivable au point a.

Par exemple, soit f : R? — R3, f(x1,22) = (22, 2129, 73), alors :

la dérivée de f au sens de la définition 1.3 : si les (z) existent pour x dans un voisinage de a, et sont

21‘1 0
df(zl,zg) = T2 x1
0 3z3

(4) Dérivabilité et différentiabilité.

Autrefois on appelait différentielle d’une fonction f(z) (ou encore différentielle totale) 1’accroissement
des valeurs de f lorsqu’on donnait un accroissement ”infiniment petit” a la variable x; pour une fonction de
deux variables, on écrivait :

of of

le reste a disparu, parce que c’est un ”infiniment petit d’ordre supériewr” par rapport aux dz; (voir par
exemple Ed. Goursat, Cours d’analyse mathématique, Gauthier-Villars, Paris (1910), page 52.) Le terme
de dérivée était reservé aux dérivées partielles; dans les ouvrages contemporains, les notions de dérivabilité
et différentiabilité sont équivalentes, et correspondent & notre définition 1.3.

Dans le cas de fonctions d’une variable, on écrivait df = f'(x)dz, d’ot1 'on tire : %(z) = f'(x). Cen’est
pas treés rigoureux, mais la notation %(z) pour f'(z) peut étre utile, parce que 'on explicite le nom de la

variable par rapport a laquelle on dérive. Cette notation sera utilisée dans la formule d’Euler-Lagrange au
§ 4.

1.5 Proposition — Dérivation de fonctions composées. Soient Q C R™, Q' C R" des ouverts,
f:Q—>R" g:Q — RP, des applications, et supposons que f(2) C Q. Supposons que f soit dérivable au
point a € ), et que g soit dérivable au point b= f(a). Alors la composée go f est dérivable au point a et sa
dérivée en ce point est la composée de la dérivée de f en a avec la dérivée de g en b = f(a) :

d(gof)a = dgf(a) Odfa

Preuve:
g(f(a+ 1) = g(F(@) = g/ (F(@) (fla+R) = £(@)) + dg(Fla+h) = f(a) - | f(a+ h) = f(a)]| =
9 (@) (£ @) () + gy (9 0)) < Il + 8 (F(a+ R) = £(@)) - |y () + 05 (h) - 12

=p(h)

et
lo)IF < llg" @) - lesIRIDI - Al + lég(f(a+ h) — fla)ll - (1 (@)l + lles (B - |17l

d’ou on déduit que % — 0si h — 0, donc p(h) vérifie bien les conditions de terme de reste de la définition

1.3.
q.e.d.

On aimerait avoir une estimation explicite de 1’accroissement f(a + h) — f(a) en termes de ||h||; pour
des fonctions a une variable, a valeurs dans R, on connait le théoréme des accroissements finis, qui dit que
si f:[a,b] — R est dérivable, alors il existe & € [a, b] tel que
o f) = fla) = f(E)(b —a)

En général, on ne peut pas s’attendre a avoir des formules analogues; par exemple, si ’on prend 'application
p(t) = (12,8%), ¢'(t) = (2t,31%) ;

p(1) = 9(0) =" (A -0)=¢'(§) = (1,1) = (26,3¢*) = £ =1/2et £ = 1/3
il n’y a donc pas de solutions. Par contre, on déduit de # que, si |f/(€)| < M, € € [a, b], alors | f(b) — f(a)] <
M (b — a) et cette inégalité se généralise, comme nous allons voir maintenant (théoréme 1.8.)
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1.6 Définition - application de classe C!. Soit f:Q — RP dérivable en tout point a € ; en associant
a tout point a € Q la dérivée en ce point df, € L(R™, RP) on définit une application df : Q@ — L(R™,RP). On
dit que f est de classe C!, ou 1 fois contintiment dérivable, si 'application df : Q@ — L(R",RP) est continue,

c’est-a-dire si toutes les dérivées partielles gﬁ{? (@),i=1,...,p,j=1,...,n sont continues sur €.
J

1.7 Proposition. Soit f : Q@ — R?, QO C R"®, de classe C'; soit v € R" et supposons que le segment
{a+1tv |0 <t <1} soit contenu dans Q. Alors

1
f(a +U) - f((l) = /0 %(a-ﬁ-tv) dt

Preuve: On pose p(t) = f(a + tv), pour 0 < ¢t < 1, de sorte que (1) — ¢(0) = f(a+v) — f(a). Il suit de

1.4(2) que
(Bt e =00 _y, (Hotitrs)=flatu))_of

. = % (a+tv)

lim
s—0 s—0

et en particulier ¢ est aussi de classe C'. Donc

fla+v) — f(a) = p(1) — (0) = / o ()t = / O (e
q.e.d.

1.8 Théoréme des accroissements finis. Soit f: Q — RP, O C R™, Q ouvert; supposons que f soit de
classe Ct. Soient a,b € Q; supposons que le segment [a,b] = {a +t(b—a) |0 <t < 1} soit contenu dans €.
Alors :

1£(0) = f(a)ll < sup {||dfasreo—a)| [0 <t <1} [Ib—all

Preuve: Tout d’abord, du fait que f est C!, il suit que ’application ¢ — dfatt(b—a) est continue; comme [0, 1]
est compact, le sup {||dfa+t(b_a)|| | 0<t< 1} a un sens.
Posons v = b — a. 1l résulte de 1.7 et de I'inégalité fondamentale de I'intégrale que

1 9 1 P
150 - sl = | [ Leasonae < [ |

%(a-ﬁ—tv)

‘dt
< sup {[dfario(®)]| [0 < <1} < sup {||dfusenll [0 << 1} - [lo]
q.e.d.
Une conséquence immeédiate :

1.9 Corollaire. Soient_f Q—F,aeth comme dans le théoréme précédent; supposons que B(a,r) C Q
et que ||df.|| < M, Vx € B(a,r). Alors sib e B(a,r) on a :

1(0) = f(@)l] < M |[b— all

Soient  C R™ xR™, f: Q — RP, Q un ouvert; notons par (z,y) les éléments de R™ x R", avec 2 € R™,
y € R™. Si (a,b) € Q, on note par %(a,b) la dérivée au point v = 0 de I’application v — f(a + v,b), et par
g—g(a,b) la dérivée au point w = 0 de I'application w — f(a,b + w). La proposition suivante, qui est utile
pour le calcul de dérivées, généralise le théoréme mentionné sous 1.4(3).
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1.10 Propostition. Supposons que les dérivées g—g(a,b) et %(z,y), (x,y) dans un wvoisinage de (a,b),

existent, et que lapplication (x,y) — %(z,y) soit continue dans un voisinage du point (a,b). Alors f est
dérivable au point (a,b) et :

df(a,p) (v, w) = %(a,b) (v) + %(a,b) (w)
Preuve:
of of _
f((a’ b) + (’U, ’LU)) - f(a" b) - %(a,b) (U) - @(a,b) (w) -
fllat vbt w) = fl(ab+w) = 5o @)+ flab+w) - fab) - 5o
I II

Soit € > 05 il s’agit de montrer que ||[I41II|| < & ||(v, w)|| si ||(v, w)|| est assez petit.

Posons ¢(v) = f(a+v,b+w) — %(a,b) (v); alors p(v) — ¢(0) = I. Puisque dp, = %(a+v,b+w) - %(a,b),
dp, dépend continiiment de (v, w), et en particulier ¢ est de classe C*. On a que dipg = 0, et alors si ||(v, w)||
est assez petite, ||dp,|| < e. Il suit de 1.9 que ||]I|| < e||v|| pour ||(v, w)|| assez petite.

L’existence de g—g(a,b) implique directement que ||IT]| < e ||w|| si |Jw|| est assez petite.

q.e.d.

Cette proposition se généralise sans autre aux cas de plus de 2 facteurs : si f : Q — RP, Q ouvert de
R™ x ...x R, espace vectoriel normé, z = (z1,...,2) € , z; € R on pose

sz(é-j):f(xla"'axj—lagjaxj-ﬁ—l;"'axk) 3

qui est définie pour §; € ({z1} X ... X {zj_1} X R™ x {zj11} x ... x {z1}) N Q et si fT est dérivable en
&; = x;, on dénote sa dérivée par 9; f,. Il suit de 1.10, par induction sur k, que si 0 f, existe et que les 9; f,,
j=2,...,k, sont continues au voisinage de a, alors f est dérivable et

daf(hi,. .. hi) = 01fa(h1) + ... 4 O fa(hi)

Dans le cas d’une application f: Q — R, Q ouvert de R”, en utilisant la décomposition R* = R x ... X R,

n

on a que de 0; f(z) = §—£_<w>-

1.11 Corollaire. Soit f:Q —RP, f = (f1,...,[fp), a € Q, et supposons que toutes les dérivées partielles
aa_zfi(l) existent et soient continues pour x € ). Alors f est dérivable en tout point a € et la matrice de
df, est égale a

( gg’; (a) )i:l,...,p,j:l,...,n

Ofi
ox
condition que f soit dérivable demandée dans la définition 1.6 est automatiquement satisfaite.

En particulier, si f : 2 — RP et les dérivées (z) existent et sont continues sur €, f est C' : la
La proposition ci-dessous établit une propriété élémentaire, mais efficace, a laquelle nous aurons recours
pour des applications au § suivant.
Soit f : @ — R une application, @ C R™ ouvert et a € Q. On dit que a est un minimum (respectivement
maximum) local de f $’il existe un voisinage V' de a tel que f(x) > f(a) si © € V (respectivement f(z) <
f(a)). On dit que a est un extremum local si ¢’est un minimum ou un maximum local.
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1.12 Proposition. Soit f comme ci-dessus. Supposons que f soit dérivable au point a. Alors, si a est un
extremum local de f, on a df, = 0.

Preuve: Supposons qu’il s’agisse d’'un maximum local; soit v € R™ et ¢ > 0 assez petit. Alors on a :

fla+10) = fla) _ o _ fla=to) = [(a)
t - —t

et comme les 2 fractions ont pour limite %(a), on doit avoir %(a) = df,(v) = 0, ceci pout tout v € R™. Le

cas d'un minimum local est semblable. p
q.e.d.

1.4 DERIVEES D’ORDRE SUPERIEUR ET FORMULE DE TAYLOR

Nous allons définir la notion d’application f : Q@ — R? de classe C*, k € N, et ses dérivées d’ordre £ < k
par induction sur k :

1.13 Définition. On dit que f est de classe C¥ si f est continue, et dans ce cas il n’y a point de dérivées
a définir.

Au §1.2 on a introduit la notion d’application de classe C! (définition 1.6). Cela revient & supposer que
les dérivées partielles §—£<a> existent pour tout a € () et sont continues, ce qui entraine par le corollaire 1.11
que f est dérivable en tout point a € .

Supposons d’avoir défini la notion d’application de classe C* et les applications

12
o1 Q1 — RP

S , 1<ipn<n,h=1,...,¢0
oy, ... 0xs, ==

pour tout ¢ < k — 1. On dira que alors que f est de classe C* si les fonctions ci-dessus sont de classe C! et
on pose:
akf o ak—lf
VaeQ | a) = a
@ axilaxiZ .. axzk (@) 63:1-1 (83:i2 .. 8x1k> (@)

On dit encore que f : Q — RP est C® si f est de classe C* pour tout k > 0

Dans le cas d’une application g :]a, b[— R? de classe C*, il n’y a qu'une dérivée d’ordre ¢, 1 < ¢ < k,
dé
celle qui correspond & la suite 4; = --- =4, = 1. On la note g¥)(a), ou encore d—tg(a), si ¢t denote la variable

du domaine de définition de g. On note aussi ¢(*)(a) = g(a).
On peut généraliser aussi la notion de dérivée directionnelle; si v1, ..., v € R™, on définit par induction

sur k:
akf _ o ak—lf
vy ...0v () = Ovy \ Ovy ...0vy (a)
Il suit du fait que %(a) est linéaire en v que pour tout i =1,...,k, #M(a) est linéaire par rapport
a V;.

La définition suivante sera utile pour mieux comprendre les dérivées d’ordre supérieur.

1.14 Définition. Soit f : @ — RP une application (quelconque). Pour tout a € Q et v € R™ tels que
[a,a+ v] € Q on pose:

Ay f(a) = fla+v) - f(a)

On peut regarder A, f comme un opérateur dépendant du parametre v: a ’application f il associe une
nouvelle application, celle qui & a fait correspondre ’accroissement de f en a relatif a ’accroissement v de
la variable. La nouvelle application A, f ne sera pas toujours définie, mais puisque {2 est ouvert, pour tout
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a € Q il existe un r > 0 tel que a4+ v € Q si |jv|| < r, et donc A, f sera bien définie pour tout v assez petit.
Dans ce qui suit on supposera, sans le dire explicitement chaque fois, que les accroissements v; sont assez
petits pour que les opérateurs que 'on écrira soient bien définis.

Considérons 'expression

Ay Ay, fa) = Ay, (fla+v1) = f(a) = fla+vi +v2) = fla+v2) = (fla+v1) — fla))

= fla+v1+v2) = fla+ ) — fla+v2) + fla)
Elle représente l'accroissement (relatif & vy) de 'accroissement (relatif & v;) de f et nous sera utile pour
comprendre la 2-ieme dérivée comme ”taux d’accroissement du taux d’accroissement”; de méme, a ’aide de

Popérateur A itéré k fois on obtiendra une expression de la k-ieme dérivée (voir corollaire 1.16).
Notons que l’expression ci-dessus est symétrique en (vy,vz) :

Ay Ay, f(a) = Alevzf(a)

1.15 Proposition. Soit f: Q — RP de classe C*; on a

1 1 akf
Ay Dy oo Ay fla)= | ... 9T teontttion) dty ) iy
AR f(a) /O (/O avk...8v1(+t’“ kbt k> 1

Preuve: On procede par induction sur k. Si k = 1, cela résulte de la proposition 1.7.
Supposons que la formule soit vraie pour k — 1 et posons wi_1 = tk—10x—1 +--- +t1v1. On a:

Av- . v1f a) A'Uk—l T 'Ulf(a’ + Uk) - A'Uk 1 'Ulf( ) P in:duCtion

1 k—1 k—1
o f " f
a-+v wldt dt_ at+w 1dt dt
/ /avkl 81(+k+k)k1 1/ /avkl (+k)k1 1
a+v wl—iawl dt_dt
/ /<5Uk1 (+k+k) o1, av(+k)> k—1 1

ak
/ / (a+tkvk+ +t1v1)dtk d
6vk

A
ou la derniere égalité résulte du cas k = 1 appliqué a ﬁ(a-&—wk,l) .
q.e.d.

Le corollaire suivant exprime une dérivée d’ordre supérieur de f directement a partir de f, plutét que
de passer par des dérivations successives comme il est fait dans la définition 1.13:

1.16 Corollaire. Si f est de classe C*,

k
o f @= lim (Aswxc - -Aslvlf(a)>
Sk -

vy, . ..0v S150.85—0 S

Preuve: D’apres 1.15:

A AN
SkVk slvlf(a) = / / (a+sktrve+---+si1tiv) dtk . dtl
Sk ... 81 Sk ... 81 O(skvk) (slvl)

ok f
= ——(a+sgtrvp+--+s1t1v1 dty ...dt
/0 /0 avk...avl(+ktk khetoriin) Gk !
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k k
ou la dernieére égalité utilise le fait que W(z) =81 -- 'Sk%(z) (linéarité par rapport a v;,

i=1,...,k). Puisque vif.févl (x) est continue en x, il suffit de poser s; = 0 dans la derniére expression pour
calculer la limite cherchée.
q.e.d.
1.17 Corollaire. Si f est de classe C*, a € Q, alors %(a) est symétrique en v1,..., Vg, CE qui veut
dire que sio : {1,...,k} = {1,...,k} est une bijection, alors
ok f ok f

Ovy, . ..0v; (@ = Mg (k) - - - Vs (1) @

Preuve: On a déja remarqué que A,,A,, f(a) était symétrique en vy, va. Il en suit que A,, ... A, f(a) est
symétrique en vy, ..., v, et le corollaire suit alors de 1.16.
q.e.d.

La formule suivante, diie a Leibniz, exprime la f-iéme dérivée de 2 fonctions d’une variable en termes
des dérivées de chacune des fonctions :

1.18 Proposition. Soient a, 3 :|tg — 7, to +r[— R deuz fonctions de classe C*. Alors la £-iéme dérivée de
a(t) - B(t) a pour expression :

L
(o) 50) ()= X () Ja®(e)- 51

Preuve: Par induction sur ¢. Pour ¢ = 1, la formule se réduit a 1’expression bien connue :

(a(t) - B1) (1) = /(1) - B(t) + alt) - B'(1)
Supposons avoir montré que

{—1

(a(t) - 5(e) 7 () =3 (EZ 1>a(’” ()-8 M)

h=0
On dérive en appliquant la formule pour £ = 1 a chaque terme de la somme :

{—1

(a(t)-BMH) (=1t = (E;L 1> (a<h+1>(t) ORI OR A (t))

h=0
-y s (1) (3)

et on conclut en remarquant que :

(-1 -1\ (¢ —1)! (¢ —1)
(h—1>+< h >_(h—l)!(ﬁ—l—(h—l))!+h!(€—1—h)!

(L= (L= DWC—h) _ (L=l (DI —h _ <e>

TRE—R) T Re—R W= h)! h

Suivent des résultats préliminaires a la formule de Taylor.
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1.19 Proposition. Soit g :Ja,b[— R de classe C**1, t >0, [0,t] Cla,b[. Supposons que

90)=¢'(0)=---=¢"(0)=0
Alors
(1'3) g(t) — tk-i—l 'V(t)
(1-4) y(t) = %/0 g® D (¢ (1 — u)Fdu

et en particulier v(0) = ﬁg(lﬁl)(o)'

Preuve: Montrons Iaffirmation par induction sur k. Pour k=0, on a que g(0) =0 et donc :

t
g(t) = / g'(s)ds
0
On fait le changement de variable s = w - t dans 'intégrale :
1 1
g(t) = / g (t-u)-tdu = t/ g'(t-u)du
0 0

Supposons que g(0) = ¢'(0) = --- = g¥(0) = 0 et que (1-3) et (1-4) soient vraie pour k — 1:

k 1
ot) = !Agww-wu—m“wu

(k—1)

On inteégre par partie en remarquant que

o (L0

et compte tenu du fait que g(*)(0) = 0 on obtient:

(ktfl)! g®(t-u) - <_¥> ‘1 _/1g(k+1)(t.u),t,<_¥> du— %Alg(k+l)(t'“)(l_u)kd“

0 0

=0

Puisque fol(l —u)Fdu = fol uFdu = k%ﬂ, on a bien que v(0) = (kil)!g(’““)(O).

q.e.d.

1.20 Corollaire — formule de Taylor pour les fonctions d’une variable. Soit ¢ :Ja —r,a+r[— R
une fonction de classe Ck+1. Alors, pour |t| <r :

tk+1

1
o [t 0 (-
: 0

ko (a
<p(a+t):g0(a)+z(p g!( )té +
=1
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Preuve: On pose

é ¢! (a) ¢
g(t) = pla+1) —pla) = | Y 5t
=0
de sorte que ¢ (0) = 0, V¢ < k et g"*+1)(t) = ¢*+1(t), puis on applique 1.19 & g.
q.e.d.

Le cas de fonctions a plusieurs variables pourra se ramener au cas d’une variable grace au lemme suivant.
Tout d’abord on introduit une notation permettant de regrouper les dérivées supérieures qui ne different que

par Pordre des dérivations. Soit o = (a, ..., a,) € N™ un vecteur a coefficients entiers. On pose:
ol =14+ +a, , al=(a)) ... (an!)
et si h = (h1,...,h,) € R", on pose h® = hi* - ... - h&" € R.
Soit v € N™, || = k; on peut lui associer la suite de k entiers i(a) = (i(a)1, ..., i(«);) définie ainsi :

ay fois  ag fois a, fois
Si f:Q — RP est de classe C*, on pose :
ol olel
f(a) = ! (a)
o™ axi(a)k .. .axi(a)l

ce qui revient a dériver f «j-fois par rapport a x1, as-fois par rapport a s, et ainsi de suite, au point a.

1.21 Lemme. Soit f : Q — R? de classe C*, h € R™ tel que {a+th |0 <t <1} C Q. Posons p(t) =
fla+th),0<t<1. Alors, VL <k on a:

Z o'f o ots
(é) = P e 0 A s L . — ——(a o
P . 0x;, . ..0x; (atth) hiy hi E : ol aW( +th) h

1

Preuve: On montre d’abord la premiere égalité par induction sur /.
Pour ¢ =1, puisque h = Y. | h;e;, olt les e; dénotent les vecteurs de la base standard de R", il suit de
la définition de % et du fait qu’elle est linéaire en h que:

0
o'(t) = %(a +th) = Z i(a+th)hi
1<i<n
Supposons d’avoir démontré que
B aé—l
(P(é 1)(t) — Z 7f.(a+th) hil e hi[71

a$i171 .. .83311

Alors

0= 2 (2 ) 1
’ i=1 axi axi[71 ..0x; 2 10—1 i

. . K3
1<iy, . ig—1<n !

o' f
Z 8331-[...8331-1( k) ¢
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Dans la somme ci-dessus, la suite d’indices

(il,...,ig) = (1,...,1,2,...,2,...,7’L...,7’L)
ay-fois  aq-fois an—fois

0!
avec ay + - -+ a, = £ apparalt — fois a permutation pres; en effet, il faut diviser le nombre ¢! de toutes
o

les permutations de la suite (1, .. .,-1, 2,...,2,...,n...,n) par le nombre de celles qui la laissent invariante,
——— N — ——
ai-fois  ao-fois an-fois
qui est (a1!)-...-(an!) = al. La derniere égalité énoncée suit alors du corollaire 1.16 (symétrie des dérivées

d’ordre supérieure) .
q.e.d.

1.22 Formule de Taylor. Soit f = (f1,...,f,) : @ — R? de classe C**', a € Q et h € R™ tel que
{a+th|0<t <1} C Q. Alors:

k 1 lelf
f(a+h):f(a)+z Zaaxa (a)'ha +7°k(a,h)
=1 \Ja|=t

ot le terme ri(a, h), appelé terme de reste, s’écrit :

1 glal
(1-5) ri(a,h) = (k+1) Z éha (/0 a@xj (atuh) (1 — u)kdu>

|a|=k+1

Si R >0 est tel que B(a,R) C Q et ||h|| <R, on a:

(1-6) I (a, B)I| < Cr || *+
h
ou Cy est une constante, et en particulier limp_.q % =0

Preuve: On pose ¢(t) = (p1(t),...,0p(t)) = fla +th), 0 < t < 1. La formule (1-5) se déduit alors du
corollaire 1.20 appliqué aux composantes de ¢(t) et du lemme 1.21 appliqués aux composantes de f.
D’autre part, en reprenant (1-5), on a que

ak+1

1 1
= -y « -~  ~ _(aTu 1 - k; d
=g X w ([ e -t )

T 1<, ik 1<n

Il y a n*+! terme dans la somme sous I'intégrale, et fol(l —u)Fds = 1#1 On sait que la norme donnée sur
R™ est équivalente & la norme ||h||,, =sup{|h;| | i =1,...,n}, donc il existe K tel que ||h|,, < K -|h]. Or,
si|la|=k+1:
n k+1 k+1
[he] = [hg™ - bl < lRf o < K5 |||
Si on pose :
alozlf nk+1 kb1
Ck :sup{H 5 (a—i—uh)H ‘ la]=k+1,0<u< 1} . (k:—i—l)!K

I'inégalité (1-6) suit.
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1.23 Remarques.

(1) Considérons la fonction:

eV §it>0
[L‘:
/(@) {o sit<0

On montre que f est C* en 0, avec toutes ses dérivées nulles en ce point. Il en résulte que tous les termes

de la formule de Taylor sont nuls, sauf le terme de reste. On en déduit que |f(¢)| < |¢|*, ceci pour [t| assez
petit et pour tout k.
(2) Un théoreme di a E. Borel affirme que pour toute suite {ax},.y C R de nombres réels, il existe une
fonction f : [~1,1] — R de classe C* telle que f*)(0) = ay. Cela exprime I’extréme flexibilité des fonctions
différentiables.

On a un énoncé analogue pour les fonctions de plusieurs variables: si I’on se donne une famille
{aa}qenn C R, il existe f: U — R, U C R" ouvert, U > 0 telle que aa‘jaf 0) = aq.
(3) Si f est C™ et ses dérivées sont bornées sur une boule fermée de rayon fixe, on déduit de (1-5) que que
la série

converge uniformément sur cette méme boule vers f(a + h). Cela peut s’appliquer & des fonctions telles que
sin(z), cos(x), e*1Y.

Etude des extrema locaux de fonctions

1.24 Définition. Soit f: Q — R, Q@ C R” ouvert, a € Q. On dit que a est un minimum local strict
(respectivement un maximum local strict) 8'il existe un ouvert V-.C Q, V' 3 a, tel que :

xeV,x#a= f(z) > f(a) (respectivement f(z) < f(a))

Si I'on remplace les inégalités strictes ci-dessus par des inégalités non strictes on obtient les notions de
minimum local, resp. maximum local, non strict.

La formule de Taylor fournit un critére permettant parfois de décider si un point est un extremum local ou
non d’une fonction.

1.25 Proposition. Soit f : Q — R, Q C R™ ouvert, de classe C**, k> 2, a € U. Supposons que toutes
les dérivées de [ d’ordre au plus k — 1 s’annulent en a :

ol
f(a)ZO Vatel que 1 <|a| <k-1
or®
Posons o
1 0vf
h) = — a)h®
i (h) l;k al Jze @
Ona:

(1) Si or(h) >0V h #0, alors a est un minimum local.

(2) Si oi(h) <O0Vh#0, alors a est un mazimum local.

(8) S’il existe hy, ha € R™ tels que wr(h1) > 0, i (h2) < 0 alors a n’est ni un minimum ni un mazimum
local, méme non strict.

Preuve: Remarquons que ¢y (h) est homogeéne de degré k, ce qui veut dire que VA € R, o5 (Ah) = My (h).
Soit hg € R™ tel que ¢y (ho) # 0, avec ||ho|| = 1. Alors il suit de la formule de Taylor que

ri(a, tho) >

fla+the) — f(a) = ¢i(tho) + ri(a, the) = t* (@k(ho) R
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Posons & = |k (ho)]; il suit de 'inégalité (1-6) de 1.22 qu’il existe d. tel que si |t| < de,

|rk(a, tho)|
t# || ol *
~——

=1

<= |pk(ho)l

et donc f(a+thg) — f(a) a le méme signe que @y (hg). Cela entraine immédiatement affirmation (3). Pour
(1) et (2), il suffit de poser

e = inf {|or(ho)l | llholl =1} ;

puisque | (h)| est continue, non nulle sur ’ensemble compact {h | ||h|| = 1}, il suit que £ > 0. La condition
d’extremum local strict sera satisfaite avec V = {a + thg | t] < 65},
q.e.d.

1.26 Remarques.
(1) Du fait que px(—h) = (—=1)*px(h) on déduit que :
— si la condition (1) ou la condition (2) de 1.25 sont satisfaites, alors k est pair.
— si a est un extremum local et k est I’ordre de la premiere dérivée non nulle en a, alors k£ doit étre pair,
sinon on pourrait appliquer (3) de 1.25 avec hy un vecteur tel que g (h1) # 0 et ha = —hy.

(2) T se peut qu’une fonction f ait un minimum local en restriction & chaque droite passant par le point a,
sans que a soit un minimum local pour f (méme discours pour les maxima).
Cest le cas pour la fonction f(z,y) = (y — 22)(y — 22%). On voit que f admet un zéro isolé a I'origine
de toute droite ¢ passant par (0,0), et qu’elle est strictement positive sur un intervalle de ¢ contenant (0, 0).
Cependant, on ne peut pas trouver une longueur d’intervalle uniforme, qui fonctionne sur toute droite. Et
en fait il y a des points arbitrairement preés de l'origine en lesquels f est positive, d’autres en lesquels f est
négative.

(3) Sik=2et dét(%(a)) = 0, alors on peut décider si a est un minimum local strict, un maximum, ou

bien ni I'un ni 'autre en examinant la forme quadratique

1
q(h) = da(h) = > ol 5 @
|a|=2 ’

En effet, ¢ est soit définie positive, auquel cas a est un minimum local strict, soit définie négative, et alors
a est un maximum local strict, soit elle est indéfinie, et alors a n’est ni minimum, ni maximum local, méme
non strict. On peut décider en mettant ¢ sous forme diagonale.

Dans le cas de fonctions a 2 variables, si dét(%(a)) > 0 alors g est définie, si dét(%(a)) <0

T;0T4 T;O0T;
elle est indéfinie; si elle est définie, elle est définie positive si %(a) > 0 (ou %(a) > 0), elle est définie
1 2

négative sinon.

(4) La fonction z? + y* posséde visiblement un minimum absolu en (0,0), mais les criteres de 1.25 ne
s’appliquent pas.
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2. Le théoreme des fonctions implicites

Soit f(x,v), (z,y) € U C R?, une fonction de 2 variables. On peut lui associer une correspondance
entre x et y de la maniére suivante :

& tout x fizé on fait correspondre les valeurs de y qui sont solution de f(x,y) = 0.

On dira que cette correspondance entre x et y peut étre rendue explicite s’il existe une fonction y(z)

telle que :
flx,y) =0ey=y)

En général, il n’est pas possible de passer de la relation implicite f(z,y) = 0 & la relation explicite y = y(x).
Souvent c’est possible, mais seulement localement, au voisinage d’une solution particuliére de f(z,y) = 0.

2.1 Exemples.

(1) Soit f(z,y) = ax + by + ¢ = 0 I'équation d’une droite. Si b # 0, on peut en tirer I’équation explicite :

y=—%x — 3, et sia#0,onen tire que z = —gy — <. Le premier cas revient a supposer que 2—5 £ 0,

ou encore que la droite n’est pas verticale; dans le deuxiéme, % = 0, ou encore que la droite n’est pas
horizontale.

2) De I’équation implicite 22 + 3% — 1 = 0 on peut tirer 4 relations explicites :
p
y=+v1-22 |lz|<l,y>0 ; y=—v1—-22 ||z|/<1l,y<0
r=+y1-9y? Jly<l,z>0 ; xz=—y/1—-9y> ,|ly<l,2<0
(3) De la relation implicite 22 — y? = 0 on peut tirer les 2 relations explicites : y = = et y = —x. Ensemble,
elles décrivent toutes les solutions de #2 — y? = 0. Mais au voisinage de la solution (0,0), aucune des 2 ne

donne une solution explicite compleéte. En fait il n’y a pas de solution explicite au voisinage de (0,0) (voir
figure I1.1).

a=/ 1%

AV
1V

Figure I1.1 — Passage d’une relation implicite a une relation explicite

Le théoréme suivant nous donne une condition suffisante pour passer localement d’une relation implicite a
une relation explicite. Considérons la décomposition en produit R” = R™ P xR? et notons (z,y) € R" P xRP,

r=(21,.. ., Tn—p) Y= (Y1,---, Yp)-

2.2 Théoreme des fonctions implicites. Soit U C R™ un ouvert et f : U — RP continue, admettant
une dérivée partielle g—z(z,y) € L(RP,RP) dépendant continiment de (x,y) € U. Supposons que (zo,y0) € U
soit tel que :

i) f(x0,y0) =0

i) == (zo,y0) : RP — RP est bijective.

dy
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Alors il existe ro, Ry > 0 et une application continue g : B(xo,r9) — B(yo, Ro) tels que:
Z) B(.’L‘Q,TQ) X B(yO,RO) cU
i) f(z,g9(x)) =0 Vaz e B(xo,ro) et pour tout (x,y) € B(xo,70) X B(yo, Ro) on a :

flx,y) =0 <= y = g(x).

Pour comprendre intuitivement cet énoncé, supposons que f soit C'; alors, pour (x,y) proche de (zg,%o) :

15) 15)
f(xa y) = f(zo,yo) +_f(107y0) (x —x9) + —f(zO,yo) (y — yo) + reste
— - Oz dy

=0

et si on néglige le reste, on en déduit que :

B B B )
flz,y) =0= a—i(zo,yw (x — o) + %“07%’ (y—10) =y =2y — (a_i(lmyo)) (a—im,yo) (x — xo)>

N .- . A P . e . . .
a condition, bien str que 6—5(10,%) soit bijective. Cela nous donne une expression approximative de y en
fonction de x; on peut espérer que :

%) /o
Y=Y — (a_i(lmyo)) (a_i(lmyo) (r— -730)> + p(x — zg)

avec p(x—yo) trés petit si x est proche de zg. Nous verrons plus loin (voir 2.9) qu’en fait lim, % =0.
Preuve: Soient r, R > 0 tels que B(zo,r) X B(yo, R) C U et posons:

Xrr= {qb : B(xzo,r) — B(yo, R) ‘ ¢ continue } ;
¢’est un sous-ensemble fermé de 1’espace vectoriel complet (C (B (xo,7), RP) Al ||OO) et donc X, g est complet

pour la métrique induite par || ||, (voir 1.3.10). Pour ¢ € X, r posons:

T(6)w) = $(a) - (%m,yo))_ (@, 0(2))

T(¢) est une application continue de B(xg,r) dans RP. Remarquons que

T(p)=¢ < f(x,¢(x)) =0 Va e B(xg,r).

On a donc ramené la recherche d’une solution explicite a un probléme de point fixe. En fait, la définition de
T s’inspire de la lére variante de la méthode de Newton (voir I.4.2), que l'on retrouve lorsque p = 1 et si
I'on considére x comme un parametre. Le reste de la preuve consiste pour 'essentiel a montrer que si 7, R
sont assez petits, alors T' est une transformation contractante.

Définissons ’application auxiliaire

-1
U : B(zo,7) x B(yo, R) = R” | ‘I/(x,y)=y—<%<zo,yu>> (f(w,y))

de sorte que T'(¢)(x) = ¥(z, ¢(x)) et ¥(z0,yo0) = yo. On a que

o af “toof
a—y(ﬂuy) =1, - (@(Imyo)) (@(%Z}))
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ou [, : R? — R? dénote I’application identité.
Choisissons ¢ tel que 0 < ¢ < 1. 1l suit de I’hypothese que g—g(z,y) est continue que %—‘;’(z,y) lest aussi,

-1
et puisque %—‘;’(zo,yo) =1, - (g—g(zo,yo)) (g—g(zo,yo)) =0, il existe r;1 > 0 et Ry > 0 tel que:

o
lz —zoll <71, ly —woll < Ro = oy Y <q

ce qui entraine encore, par le théoréme des accroissements finis 1.9 que

[ = ol <71, llyr = ol 5 lly2 = yoll < Ro = [[¥(z,41) — U, yo)ll < ¢y — val -

Soit § > 0 tel que
[z = oll <6 = [|¥(x,y0) — ¥(zo,90)|| < Ro(1—q)

et posons rg = inf{ry,d}. Alors

lz — 2ol < 7o, |y —woll < Ro =
19 (z,y) —yoll < [|W(x,y) — ¥z, y0)l| + 19 (x,y0) — ¥(z0,y0)ll
< qlly — woll + Ro(1 — q) < qRo+ Ro(1 —¢q) = Ro.

Ainsi, si ¢ € Xy, Ry
1T(6) = yolloo = sup {[¥(z, p(2))| , [l[2 = @oll < 7o} < Ro

et s1 (251, ¢2 S XTo,Roa

17 (61) = T(62) |, = sup {[|¥(z, 1(2)) — ¥(, da(2))|| , & — o]l < 7o}
< q-sup{[|gr(x) — da()|| , [l2 — woll <70} = qlld1 — 2l -

Donc T est une transformation contractante de X,, r, et on peut lui appliquer le théoreme du point fixe

(chap. I, th. 5.1, page 16). L’unique point fixe de T sera une application continue g : B(zg,r0) — B(yo, Ro)
telle que

f(z,g(x)) =0.

L’unicité du point fixe de T nous dit que g est I'unique application avec la propriété ci-dessus, cependant
cela n’empéche pas a priori que pour un = € B(zo, 7o) il existe y € B(yo, Ro), y # g(x) avec f(z,y) = 0.
Mais si € B(zg,70) est fixé, on peut considérer la transformation

tz : B(yo, Ro) — B(yo, Ro) , tz(y) = ¥(z,y).

On déduit immédiatement des estimations qu’on a vues sur ¥ que ¢, est une transformation contractante,

donc elle admet un unique point fixe, qui ne peut étre que g(z).
q.e.d.

2.3 Remarques.

(1) Silon préfere travailler avec des boules ouvertes, on peut choisir ry < ro tel que g(B(xo, 7)) C B(yo, Ro),
et on aura encore:

pour (z,y) € B(xo,r9) X B(yo, Ro) , [f(z,y) =0 <= y = g(x)

(2) Soit f: U — RP, U C R", zp € U, f(zg) = 0 et supposons que df,, soit surjective. Alors, quitte &
renuméroter les vecteurs de la base naturelle de R™, on peut supposer que

ofi
dét (—f(zo)
X

O, > ,
J i=1,...,p,j=n—p+l,...,n

£0
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_—Z(f)

]V

N —

Figure I1.2 — Le théoreme des fonctions implicites

y=(z-1)Vx

Figure I1.3 — La courbe d’équation y? — x(z — 1)? =0

Si I’on prend la décomposition R” = R? x R™"? et l'on note (z/,z”) € R" P x RP, on aura que %(mo) est
bijective et on pourra appliquer le théoréme des fonctions implicites pour exprimer z” en fonction de z’ prés
de o = (zy, z)-

(3) Désignons par Z(f) = {(z,y) € R" | f(x,y) = 0} ensemble des zéros de f. L’application h : B(z(,ro) —
B(zy, Ro), ' — (2, g(z)), est une bijectin sur Z(f) N (B(xy,r0) X B(x{, Ro)); c’est une paramétrisation
locale de X au voisinage de xg.

2.4 Exemples.

(1) Courbes planes. Généralement, si x € R et y € R, I"équation f(x,y) = 0 définit une courbe plane, notée
Z(f). Si(zo,v0) € Z(f) et (%(mo,yo) , g—i(xo,yo)) # (0,0), on dit que (w0, yo) est un point régulier, sinon c’est
un point singulier. On appelle droite tangente & Z(f) en un point régulier (z¢, yo) la droite d’équation :

9 9
6_£(x°’y°) (@ —@0) + 3—£<x0,yo> (y—=5)=0 ;

elle est proche de Z(f) preés de (zg, yo), parce que f(z,y)— f(zo,y0) = f(x,y) est approché par %(mo,yo) (x—
xo) + g—gjj(apo,yo) (y — yo0). Si (zo,yo) est un point régulier, le théoreme des fonctions implicites nous dit qu’on



I1.2 Le théoreme des fonctions implicites 55

peut paramétrer Z(f) N B(xg) x B(yo, Ry) par une application de la forme z — (z, g(x)), « € B(xg, o), si
g—g(zo,yo) #0,0uy— (y,9(y)) si %(zo,yo) # 0. La condition g—g(zo,yo) # 0 signifie que la droite tangente
a Z(f) en (xo,y0) n'est pas verticale, et elle se projette donc bijectivement sur ’axe OX; le théoréme des
fonctions implicites nous dit qu’alors la courbe elle-méme, au voisinage de (zg, yo), se projette bijectivement
sur OX (voir figure I1.3).

Par exemple, considérons la fonction f: R* — R, f(x,y) =y*> —z(z —1)%. On a:

) )
—fu,y) =2y —f@,y) =322 +4z -1
dy

ox
et
of
f(z,y) =0, 3,0 = 0= (x,%) = (0,0) ou (1,0).
On pourra donc résoudre explicitement y en fonction de z, sauf aux 2 points (0,0) et (1,0). Puisque
%(0,0) = —1, au voisinage de ce point on pourra résoudre explicitement = en fonction de y. Par contre

(1,0) est un point singulier, et on se rend compte sur la figure I1.3 qu’il n’est pas possible de résoudre
explicitement, ni y en fonction de x, ni x en fonction de y.

(2) Surfaces de l’espace. Une équation de la forme F(z,y,z) = 0, z,y,z € R, définit généralement une
surface de lespace. Si P = (x0,¥0,20) € Z(F) et dFp = (g—i(P), %—Z(P),%—Z(P)) # (0,0,0), on dit que P
est un point régulier, sinon c’est un point singulier. On appelle plan tangent & Z(F') en un point régulier
P = (z0, Yo, 20) la plan d’équation :

o P (=0 + S ) (= o) + S (2= 20) =0
ax()x o ay()y Yo aZ()Z z0) = ;

il est proche de Z(F) prés de (zo, yo, 20), parce que F(x,y,z) — F(xo,yo0, 20) = F(2,y, 2) est approché par
g—i(lmymzo) (1' - -750) + %—Z(I07y0720) (y - yo) + %—Z(I07y0720) (Z - ZO)-

Au voisinage d’un point régulier P, si par exemple %—IZ(P) # 0, on peut paramétrer Z(F) par (z,y, z) —
(x,y,9(x,y)), pour (z,y) proche de (zg,yo), ot g(z,y) nous est fournie par le théoréme des fonctions im-
plicites.

Par exemple, considérons F(x,y,2) = 22 + y* — 22, dF(3.y,2) = (22, 2y, —2z). Donc (0,0,0) € Z(F') est

I'unique point singulier. Au voisinage de (0,1, 1) on peut paramétrer Z(F) par (z,y) — (z,y, /22 + y?),
(x,y) proche de (0,1).
(8) Courbes dans lespace. Si p = (1, ¢?) : R® — R2, généralement Z(p) est une courbe dans l’espace.
Un point P = (x0, Yo, 20) € Z(p) est dit régulier si dpp est de rang 2, sinon on dit qu’il est singulier. Si P
est régulier, cela signifie que dpl, et dp? sont linéairement indépendants; en particulier ils sont non nuls,
et donc P est un point régulier sur chacune des deux surfaces Z(p!) et Z(¢?). Dire que dpl, et dp% sont
linéairement indépendants signifie exactement que ces plans tangents sont distincts; leur intersection est la
droite tangente & Z(¢) en P. Au voisinage d’un point régulier, on peut paramétrer Z(¢) par projection sur
00X, OY ou0OZ.

Par exemple prenons ¢! (z,y, 2) = 22 + y* — 22, ©*(z,y,2) = y*> + 22 — 1; Z(y1) est un cone circulaire
d’axe OZ, Z(p2) est un cylindre circulaire de rayon 1, d’axe OX. En posant ¢ = (¢!, »?), on a :

(2 2y 2z
dp = ( 0 2 22 >
Les 2 X 2 mineurs de cette matrice valent 8yz, 4xy et 4xz. Pour que le rang de dyp soit inférieur a 2 il faut

donc que 2 des 3 coordonnées z, y, z s’annulent, et on vérifie que cela ne se produit en aucun point de Z(p);
donc tous les points de Z(¢) sont réguliers.

Au point (1,0,1), le mineur de dy correspondanta la premiére et derniére colonne est non nul; on peut
paramétrer Z(i) au voisinage de ce point par y — (1/1 — 2y2, /1 — y2).

Dans les exemples précédents, on a utilisé souvent 1’adverbe ” généralement” , parce qu’il est des équations
particulieres surprenantes; par exemple, si on prend F(z,y,z) = 22 + 4> + 22 = 0, alors Z(F) = {(0,0,0)}.
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2.1 DEPENDANCE DES RACINES SIMPLES D’UNE FAMILLE DE POLYNOMES PAR RAPPORT A DES PARAMETRES

D’abord un lemme qui nous donne une estimation des racines d’un polynéme & une variable en fonction
de la taille de ses coefficients. On va supposer que le polynome est distingué, ce qui veut dire que le coefficient
du terme du plus haut degré vaut 1.

2.5 Lemme. Soit f(z) = ¢ + Zle a;x?" a; € R et supposons que |a;| < M, i=1,...,d. Alors, si
ac€Ret fla)=0ona:
ol <1+ M

Preuve: Si |a| <1iln’y a rien & démontrer. Sinon :

d 0o
>t < T T
= el T e a1 =1/ ]af
et alors
d . d_
0=|a?| 1—1—2@&‘Z 2|a|d<1—MZ| |i>>
7 o

i=1

af? (1 _ %l ﬁ)) = |al” (1 —Mm'%l)

1
ol —

et donc |a| < 1+ M dans tous les cas.
q.e.d.

2.6 Théoréme. Soit F(x,)\) = z? +Zf;01 a;(N)zt une famille de polynémes de degré d, ot les coefficients
sont des fonctions continues a;(N\) : U — R, U C R™. Supposons que pour un \g € U [’équation

F(l‘, )\0) =0
posséde exactement v racines, toutes simples, a1, ...,q, € R :
OF

F(z,A0)=0=3itq z=a; , et (aisho) #0 , i=1,...,v

Oz
Alors il existe r > 0 et v fonctions continues v; : B(Ag,r) — R telles que :
i) vi(Ao) = o
i) F(z,A\)=0, X € B(XAo,7) < Jit.q. =N

Preuve: D’apres le théoreme des fonctions implicites 2.2 il existe r > 0, R; > 0,4 =1,...,v et des fonctions
continues v; : B(Ag,r) =]a; — Ri,a; + Ri[, i = 1,...,v, telles que

F(z,\) =0,z € B(awj, R;)), A€ B(Ao,7) <= 3Fit.q z=~(N

Il reste a voir que si r est choisi suffisamment petit il n’y a pas d’autres racines.

Soit 7/ < 7; alors, puisque { | |A — Ag|| < 7'} est compact et les a(A) continues, il existe M tel que
la(A)] < M pour ||A— Xo|| < 7/ Alors il suit du lemme qui précéde que F(xz,\) # 0 si A € B(Ag,7’) et
|z| > 1+ M. Posons

p=inf{|F(2,20)| | @ € [-1 = M, 1+ M\ Uir, ..o Blos, R) |

alors 1 > 0. Il existe " <1’ tel que |[F(z,\)| > u/2si |A = Xo|| <7,z € [-1-M,1+M]|\U;=1,.... B(oi, R;);
les racines de F'(z, \) ne peuvent donc étre que dans U;=1,... , B(a;, R).
q.e.d.

Remarquons que si ’on admet des racines non simples, le théoreme précedent est faux : x2 + X\ admet
une racine pour A = 0, qui disparait dés que A > 0. Aussi, le théoreme est en défaut pour la famille de
polynémes Ax? —x : pour A = 0, x = 0 est I'unique racine, et elle est simple, mais dés que A # 0 il y a 2
racines simples : x =0 et z = %

On peut néanmoins étendre un peu la validité de 2.6 :
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2.7 Corollaire. Soit F(z,\) = Zf:o a;(\)x" une famille de polynémes de degré d, ou les coefficients sont
des fonctions continues a;(A\) : U — R, U C R™. Soit \g € U tel que l'on ait :
Z) ad()\o) 75 0
i) ’équation
F(l‘, )\0) =0
posséde exactement v racines, toutes simples.
Alors la conclusion du théoréeme 2.6 reste valable.

Preuve: En posant F’(x,\) = 1/a4()\), pour A dans un voisinage de Ag, on est ramené a 2.6.
q.e.d.

On en déduit une méthode pour dessiner des courbes planes décrites par une équation polynomiale en
deux variable x et y, que nous allons esquisser.
Soit f(z,y) = ZZ]‘:O a; ;x'y? un polynéme en x et y et soit

X = {(z,y) eR*| f(x,y) =0}

la courbe plane qu’il définit. Posons f.(y) = f(z,vy) = ao(x) + a1(z)y + - - + aa(r)y?, que 'on considere
comme famille de polynémes en y dépendants du parametre . L’idée de cette méthode est de fixer x € R,
puis de chercher I’ensemble des y solutions de I’équation f,(y) = 0; ce sera un ensemble S, C R qui sera
soit fini, soit égal & R, si la courbe X contient la droite verticale {x} x R. Puis on essaie de comprendre
comment S, se comporte lorsque x varie. Des problémes vont surgir lorsque les racines de f, ne dépendent
pas contintiment de z. D’apres 2.7 cela ne peut arriver que dans les cas suivants :

— lorsque z annulle le coefficient de degré maximalen y : aqg(z) =0

— lorsque g—g(z,y) =0et f(z,y) =0

En ces points, qui sont généralement en nombre fini, il faut examiner de plus pres ’équation. On va

noter ¥ C R ’ensemble de ces points. Son complémentaire R \ ¥ est consitué d’un nombre fini d’intervalles

Ii,...,In. 1l suit de 2.7 que X N I}, se compose d’une réunion finie d’arcs disjoints, chacun se projetant
bijectivement sur I, pour h=1,..., N.
2.8 Exemple.

Considérons la courbe d’équation :
v’(1—2)—z(2z—1)*=0

On calcule que
0

P —1222 +8x —1 —f:2y—2xy
Ay

of _
or

Les solutions de f(z,y) = 0, 2_5 = 0 sont (0,0) et (1/2,0). Le coefficient du terme de degré maximum en y
est 1 —z, nul en x = 1. Donc
2 ={0,1/2,1}

On vérifie que ’équation f,.(y) = 0 possede 2 solutions symétrique par rapport a ’axe Ox lorsque 0 < z < 1/2
et 1/2 < 2 < 1. Le point (0,0) n’est pas singulier, alors que (1/2,0) l’est. Pour comprendre ce qui se passe
en (1/2,0) on regarde le développement de Taylor de f en ce point :

fla,y) =1/2y% = 2(x — 1/2) + r»

et il est donc probable que X ressemble & la paire de droites 1/2y* —2(z —1/2)? = 0 au voisinage de ce point.
Enfin, si # — 1, les deux solutions de f,(y) = 0 ne peuvent que tendre vers l'infini, car f(1,y) = —1 # 0
(figure I1.4).
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0 /2 1

Figure I1.4 — La courbe d’équation y2(1 — z) — x(2z — 1)? = 0.

2.2 METHODE DES MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE POUR LA RECHERCHE D’EXTREMA LIES

Soit & C R™ un ouvert et F : Q — R¥ une application. Posons X = {z € R" | F(z) = 0} = Z(F); si
f 2 — R est une fonction, on aimerait chercher les extrema locaux de la restriction de f a X : on dit que
a € X est un maximum (resp. minimum) local de f | X si 3r > 0 tel que z € X, d(z,a) <r = f(x) < f(a)
(resp. f(z) > f(a). On dit alors que a est un extremum local de f, 1ié aux conditions F;(z) =0,i=1,... k.

Par exemple, cherchons les points de la parabole y = 22 qui sont & distance minimale du point P = (0, ¢).
Dans ce cas, F(z,y) = y—22, et on peut prendre pour f la fonction f(z,y) = 2+ (y—c)?, c’est-a-dire le carré
de la distance de (z, y) & P; minimiser f(z,y) ou la distance proprement dite /f(z,y) revient au méme, mais
f(z,y) est plus simple & écrire. On peut résoudre directement ce probléme & I’aide de la paramétrisation
globale de Z(F) : a(z) = (x,2?); alors f(a(z)) = 22 + (2% — ¢)? = ¢(z), ¢'(z) = 22 + 2(z? — )2z =
2z(222% — 2c + 1).

On doit chercher la valeur de x pour laquelle ¢(z) est minimale, et alors ¢'(z) = 0, d’ot & = 0 ou
x=+/c—1/2sic>1/2. Or ¢(0) = 2, ¢(\/c—1/2) = c—1/4 (¢ > 1/2). On vérifie que ¢* > c — 1/4 si
¢ > 1/2; donc que la distance minimale est atteinte par le point (0,0) si ¢ < 1/2, sinon par les deux points
(/¢ —1/2,¢—1/2) (figure IL.5).

-1 1

Figure I1.5 — Exemple d’extremum lié : distance minimale d’une courbe & un point
donné
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Dans cet exemple, on s’est ramené, & I'aide d’une paramétrisation de la courbe g(z,y) = 0, & la
recherche de points critiques d’une fonction d’une variable. En général, il n’est pas possible d’expliciter
une paramétrisation d’une courbe décrite par une équation : le théoreme des fonctions implicites est un pur
théoreme d’existence. Néanmoins, un complément a ce théoréeme va nous donner I’expression de la premiere
dérivée d’une paramétrisation locale de la courbe g = 0; c’est ce que va exploiter la méthode des multiplica-
teurs de Lagrange, qui permet sous certaines conditions de donner des équations des extremas d’une fonction
liés a une contrainte.

2.9 Complément au théoréme des fonctions implicites. Sous les hypothéses du théoreme 2.2
(théoréme des fonctions implicites), si f est dérivable en (xg, o), alors g est dérivable en xq et

_(of “of
(3) Age, = — (@(Imyo)) (%(Ioﬂo)) .

De plus, si f est de classe C", g l’est aussi.

Preuve: En dérivant les 2 membres de 1’équation:

f(z,g(z)) =0

on obtient que

of of _
%(IOJJO) + @(IovyO)(szo) =0

_(of “Hof
A9z, = — (@(%ﬂo)) (@(Imyo))

ceci a condition que ’on sache déja que g est dérivable en zg. C’est précisément ce que I’on doit commencer
par démontrer, mais le calcul précédent explique d’ou vient la formule énoncée.

Pour montrer que g est dérivable en zg, donnons un accroissement h a la variable x en x(p, un ac-
croissement Ag = g(xzo + h) — g(xg) & y en yo et utilisons la dérivabilité de f en (xg,yo) et le fait que

f(z, g(x)) = 0:

et de 1a on tire que

(@) 0= flao + a0 -+ b)) = f(z0,g(0)) = S-anom () + 5 (Ag) + r(h, Ag)

avec 7(h, Ag) < e (||h|| + [|Agll) si [|k]], |Ag|| < 0, ot 'on prend partout la norme || [|;. Puisque g est
continue

IAll < 3z = [1Ag < o
donc si 62 = inf {4, 0} },

(5) Al < 82 = r(h, Ag) < e (|1l + | Agl)
Par ailleurs, on déduit de (4) que

6 Ag=——= —(h h, A

© o= (S +rinag)

et donc, en supposant que € < 1,

of !
hl| < 62 Agll < ||=
Il < 82 = gl < |

(CIm™
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ou cela va sans dire que les dérivées sont prises au point (0, Y0)-

Posons C' = af - H ( ) en prenant ¢ = m et en appellant 62 la valeur correspondante de 62,
on obtient que
3 af
Rl < 6% = l|Agl < CllA]l + Haf 1‘ C||h||+ [Ag]l
1
(1) = 5 l1Agl < ClliRll = [Agll < 2C 4]
Si on reprend (6) on voit que
af~t(of . af
8 Ag = h h)=—— h, A
®) 9=-5, gz ) e 0w p(t) == (r(h )
et il suit de (5), (7) et (8) que
. 3 of =
Al < inf {0z, 0%} = [lp(h)]| <& 3y (L+2C) (IRl

cela montre que g est dérivable et que sa dérivée est donnée par (3).

Si 'on suppose f de classe C", r > 1, % et 2—5 sont de classe C"~1. L’expression (3) est valable sur un

ouvert U’ 3 xy et montre que dg est de classe C"~! et donc que ¢ est de classe C”. p
q.e.d.

Soit F' : Q@ — R* une application de classe C'. Si xg € Z(F) et que dF,, soit surjective, on dit que zg
est un point régulier de Z(F'), sinon c’est un point singulier (ceci généralise la terminologie introduite dans
les exemples (2.4) .) Si donc xg est un point régulier de F', on peut appliquer la remarque 2.3(8) pour avoir
une paramétrisation de X = Z(F) au voisinage de zg, de la forme 2’ + (2/, g(2")), o 2’ € R"~* est proche
de z{; on pose h(x') = (2/,g(2'), et il suit de 2.9 que h est de classe C1. On définit 1’espace tangent & X au
point xg :

TX., ={veR"|dF,,(v) =0}

c’est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension n — k (dans les exemples 2.4 c’est en fait le translaté par
xg de TX,, que l'on a appelé espace tangent).

2.10 Proposition. On a :
T Xz, = Im(dhyy)

et :

TXy, = {’U € R™ | 3 des suites {xn} C X ,{\,} CR telles que hm Tp =29 et lUm A, - (2, — 29) = v}

n—oo

Notons qu’en particulier, la deuxieme expression de T'X,, ne fait pas intervenir I’équation F' de X.
Preuve: La dérivée de h s’écrit :

1 0 -+ 0
0 - :
dhyo =1 0 - 0 1
~—_———
n—=k
dgaz,
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et on voit qu’elle est injective, et donc Im(dhy,) est de dimension n—k. Puisque F'(h(z")) = 0, dF;,0dh,; =0,
et donc Im(dhyy) C Ker(dFyo) = T Xy, et puisque ces espaces ont méme dimension n — k, ils coincident.
SiveTX,,,alors 3w € R tel que v = dhy (w). Soit z, = h(zg + L. w)et A\, =n. Alors

1
lim (z,,) = h( lim (z + - -w)) = h(zp) = zo
et ) . /

1 h 1 —h
tim (n(a, — 20)) = lim(n(h(ry + = -w) — h(ry) = lim 2L VIO _ gy )

n—oo

D’autre part, si limy, 00 Tn, = 2o €t limy, 00 Ay - (T — 2g) =0 :
0=\, (F(xn) — F(z0)) = M\ (dFy (T, — 2 — 0)) + A\ - (2 — 20)

= dF,y (A (20 — 20)) + r(@n — Zo)

——— A\ || — 0| — dFy, (v
TR A = ol] = 4P (v)

La proposition 1.12 se généralise comme suit.

2.11 Proposition. Soit Q C R™ un owvert, et soit F : Q — R¥ de classe C', X = Z(F) et 29 € X un
point régulier. Soit f : 2 — R une fonction de classe C; pour que xo soit un etremum local de f | X il est
nécessaire que :

dfe | TXzo =0

Preuve: Soit h(z') la paramétrisation locale de X au voisinage de z;g. Alors dire que xg est un extremum local

de f | X équivaut a dire que z(, est un extremum local de f o h, ce qui, d’apres 1 proposition 1.12 implique

que d(f o h)zé = 0. Mais d(f o h)% = dfy, 0 dhyy; cela entraine donc que dfy, | Im(dh%) =dfs, | TXz, = 0.
q.e.d.

Voici un théoreme qui traduit le résultat précédent en une méthode de calcul.

2.12 Théoréme — Methode des multiplicateurs de Lagrange (1736-1813). Soient F': Q — RF, et
f:Q—=R, QCR" un ouwvert, F, f de classe C'. Posons X = F~1(0) et soit a € X; supposons que dF,
soit surjective. Alors, une condition nécessaire pour que f | X ait un extremum local en a est qu’il existe k
nombres réels A1, ..., \x € R tel que :

k
dfa = Z)‘z . Fil(a)
=1

ou Fl(a) € L(R™,R) dénote la dérivée de F; au point a. En coordonnées, cela s’écrit :

k
o OF; .
f<a>=§ Ai - (@ , j=1...,n Q

ox ox
J i=1 J

Notons que pour la recherche des extremas liés nous aurons :
n+ k inconnues : @i, ..., 0n, Al,..., Ak

k
af OF; .
a) = )\i'—a, =1,...,
5, ; o, @ ) n

Il est donc raisonnable d’espérer résoudre ce systeme d’équations.

Les points a € 2 qui satisfont les n 4+ k équations ci-dessus, sans préjuger de leur qualité de maximum
ou minimum local lié, sont appelés points stationnaires.

Lorsque n =2 et k = 1, les niveaux de f et F sont généralement des courbes. La condition du théoreme
devient grad(f), = A-grad(F),, donc les 2 courbes F(z1,z2) =0 et f(x1,22) — f(a) = 0 ont méme tangente
en a; on le constate par exemple sur les figures IL1.5 et 11.6.

La démonstration du théoréeme repose sur un lemme d’algere linéaire :

n + k équations : Fy(a) =---= Fi(a) =0,
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2.13 Lemme. Soient a : R” — R"™* une application linéaire surjective et 3 : R™ — R une application
linéaire. Pour qu’il existe une application linéaire A : R"™% — R telle que B = A o «, il faut et il suffit que
Ker(a) C Ker(3).

Preuve: On peut représenter la situation sur un diagramme:

R @ Rn—k
BN A
R

Si 8 = Ao a, évidemment Ker(a) C Ker(3).

Réciproquement, supposons que l’inclusion précédente soit vraie. On a un isomorphisme d’espaces
vectoriels R ~ Ker(a) @ K’, ot K’ désigne un supplémentaire & Ker(a) dans R™, et alors a| g : K/ — R"7F.
On pose: A =pfo (a|Kr)_1; on en tire que Ao (a|g/) = B|g/. Comme K’ est supplémentaire a Ker(a) et
que autant A o a que 3 s’annulent sur Ker(«), ces 2 applications linéaires sont égales.

q.e.d.

Preuve de 2.12 Le lemme nous dit qu’il existe une application linéaire A : R™ — R telle que df, = A o dF,.
Si on exprime cette relation sous forme matricielle, en appelant Aq,..., A, les coefficients de la matrice de

A, on obtient les équations (V).
q.e.d.

2.14 Exemples.

(1) Soit f(x,y) = wy et cherchons ses valeurs maximales et minimales sur le cercle F(z,y) = 22 +y? —1 = 0;
on sait qu’elles existent parce que le cercle est compact. Cherchons d’abord ses points stationnaires :

22 4+942-1=0
y=2\r ==y’ =1/2=a=(+/1/2,+/1/2)
T =2\y

Il y a donc quatre points stationnaires. f (i(\/l/_Q, \/1/_2)) =1/2, f (i(\/v, —\/1/_2)) = —1/2.

Donc la valeur maximale est 1/2, la valeur minimale est —1/2 (figure I1.6).

(2) Cherchons les valeurs maximales et minimales de la fonction f(z,y,z) = x + y + z sur Dellipsoide
2

F(z,y,z) = é + 4+ % — 1 = 0. De nouveau, on sait a priori que f admet une valeur minimale et

maximale, parce que l'ellipsoide est compact. On a grad(f) = (1,1,1), grad(¥) = (z, 4, 3) et on doit

résoudre le systeme d’équations :

1=\
1 2 42?2 922 3
12%)\9 :)\:—,y:2ac,z:3ﬂc:>gg——i-i-i-i=1=>%=i£
1 T 2 4 6 3
Les points stationnaires sont donc P = /3 (%, %, 1) et Q =—3 (%, %, ) Donc f(P) = 2/3 est la valeur
maximale, f(Q) = —2v/3 est la valeur minimale de f sur I’ellipsoide.

. . e e . . 2 2 2 _
(8) Si au lieu de I'ellipsoide on prend la quadrique h(z,y, z) = —% + %+ % —1 = 0, des calculs semblables
A ceux ci-dessus montrent qu’il y a 2 points stationnaires P’ = /2 (%, -1, —%) et Q' =2 (%, -1, —%),
et f(P') = —2v2, f(Q') = 2/2. Mais f n’a ni valeur maximale, ni minimale sur cette surface! En effet,
prenons zo = V/6; alors, les points (z, V2, 20) € Z(h), et f(z, V2, 20) = x(1 + +/2) + v/6 prend des valeurs

aussi grandes que 'on veut.

(4) La méthode ne permet pas toujours de trouver des solutions, méme si elles existent. Prenons la parabole
semi-cubique (figure I1.7), d’équation g(z,y) = y?> — 2% = 0 et cherchons la distance minimale du point
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f('r’y) :%
f(l‘vy) :'%

Figure I1.6 — Valeurs extremales de x - y sur le cercle z2 +4%> —1 =0

Figure II.7 — La parabole semi-cubique, d’équation y? — 23 =0

P = (—1,0) a cette courbe, en appliquant la méthode de Lagrange a f(z,y) = (z + 1)? + 9%, qui est la
distance au carré de (z,y) & (—1,0), soumise & la contrainte F'(z,y) = 0. On voit tout de suite que la
distance minimale est atteinte au point (0, 0), et elle vaut 1. Mais grad(F),0) = (0,0), grad(f)(o,0) = (1,0);
on ne pourra pas trouver de A tel que grad(f),0) = A - grad(F)o,0)-
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A Aﬁxi

5 >

a T; Ti+1

Figure I1.8 — Calcul de la longueur du graphe de ¢

3. Eléments de calcul des variations

On aimerait aborder des problémes du type suivant : parmi les fonctions ¢ : [a,b] — R, de classe C?,
qui vérifie la condition au bord ¢(a) = A, p(b) = B, trouver celles pour lesquelles I'intégrale suivante

b
F(p) =/ [z, o(x), ¢'(x))dx

est minimale, respectivement maximale, ot f : & — R est une fonction continue, et Q > (x, p(z), ¢'(z)),
Va € [a,b]. Traditionellement, on appelle F(y) une fonctionnelle et le ¢ cherché une extremale de cette
fonctionnelle.

3.1 Exemples.

(1) Soient P = (a, A),Q = (b, B) € R2%. Trouver la courbe réalisant la plus courte distance entre P et Q.
On peut supposer que a < b et que la solution est donnée par le graphe d’une fonction ¢ : [a,b] — R, avec
o(a) = A, o(b) = B. La longueur du graphe de ¢ est donnée par I'intégrale :

b
Up) = / VIt (@)l

En effet, si a = 29 < 21... < x, = b est un partage de [a, b], la longueur du segment joignant (z;, ¢(z;)) a
(Zit1,0(2i41)), t =0,...,n— 1, vaut, d’apreés le théoreme de Pythagore :

VAZI + A7, ot Azp=aip—x, Ap = @(xi1) — o(x)

et la longueur de la courbe polygonale réunion de ces ségments vaut
2
> A$i

n—1 n—1
Z\/Ax%—i-Acp%:Z 1+<
i=0 i=0

ce qui tend vers {(p) = f; V14 (¢'(2))?dz lorsque la maille du partage sup {Az; | i =0,...,n— 1} tend
vers 0. On a donc ramené le probléme & la recherche de fonctions ¢ qui minimisent la fonctionnelle F(¢).

©;

K2
K2

A
Ax;

(2) On place un systéme de coordonnées rectangulaires (x,y, z) dans lespace. Etant donné deux points
P = (a,B) et Q = (b, B) dans le plan (z,y), trouver ¢ : [a,b] — R, p(a) = A, ¢(b) = B, de sorte que aire
A(p) de la surface obtenue par rotation du graphe de ¢ autour de ’axe Oz soit minimale. Cette aire peut
s’exprimer ainsi:

b
Alp) = 27?/ e(z)y/1+ ¢ (x)%dx
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En effet, rappelons que 'aire latérale d’un tronc de cone est égale a 27 @T, ou R; et Rs sont les rayons de

la base inférieure et supérieure respectivement et r est la largeur du coté. Sia =zo < ... <2; <...<zny =0
est un partage de U'intervalle [a, b], I'aire de la surface engendrée par rotation de la ligne polygonale constituée
par les segments d’extrémités (x;, f(2;)), (Tit1, f(zit1)) est égale &

Z 27/ Ax? —i—A(pZ plzi) —HO (@i+1)) -

N— 2
1 Ap;
Z 5 (@) +(wir)) Ay [1+ (Ami>

ce qui tend vers ’expression voulue lorsque les mailles du partage tendent vers 0.

Figure I1.9 — Calcul de l'aire de la surface engendrée par rotation du graphe de ¢

Supposons que I’on veuille trouver un g : [a,b] — R qui soit une extremale de la fonctionnelle F'(¢) =
f; flx, o(x), ¢’ (z))dx, et vérifiant pg(a) = A, po(b) = B. Posons :

E={0:a,b] = R |0 de classe C' et 0(a) = 0(b) =0}

C’est un espace vectoriel, que I’on peut considérer comme 'espace des déformations de ¢q : pour voir que
o est une extremale de F, il suffit d’étudier les valeurs de F'(pg +t-0), pour § € E et t € R proche de 0.

3.2 Proposition. Soit 6 € E et, pour t € R proche de 0 posons

b
ho(t) = F(po +t-0) =/ fl@, po(x) +t-0(x), go(z) +1t-0'(x))dx

Alors ,
B) B)
hg(0) = /a {a—iu,wo(zm(z)) -0(x) + a—‘zu,wo(z),wa(z)) ~9’(x)} da

Preuve: On dérive I’expression définissant hg(t) sous le signe intégrale.

3.3 Corollaire. Si ¢q est une extrémale de F', alors

b
o 0
0 /a {a—i(wpo(l)#ﬂé(l)) 0(z) + 6_£<Z,%<Z>,%<z>> : 9’(%)} dr =0 VOecFE
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et si f est de classe C?, alors :
b
of d (0f
/a {@(z,ipo(z),wé(z)) - = (%“’%(z)’%(z)))} O(r)dr =0 VOeFE

Preuve: Si ¢ est une extremale de F, alors pour tout §# € E 0 € R est un extremum pour hy(t), et donc,
d’apreés 1.12, hy(0) = 0, ce qui implique I'équation @ par la proposition 3.2.
Si f est de classe C2, on peut intégrer par parties :

b b
d /0f
—/a %(g(z,qﬁo(z),qﬁo(z))) -0(z)dx

b
5 o
/a L et - (w)do = L entorsiion - 609

a

=0

et la deuxiéme égalité en suit.
q.e.d.

3.4 Lemme. Soit g : [a,b] — R continue et supposons que

/bg(x)é’(x)dx =0 VOecE

Alors g est identiquement nulle.

Preuve: Si g est identiquement nulle sur ]a, b[ alors g est identiquement nulle sur [a, b]. Donc si la conclusion
du lemme est fausse, il existe 2o €]a, b] avec g(zp) # 0. On peut supposer, quitte & remplacer g par —g, que
g(xo) > 0. Puisque g est continue, il existe § > 0 tel que g(z) > @ si | —xg| < §, et on peut supposer
que [zg — d, 29 + d] C [a,b]. On vérifie facilement que la fonction

f(z) = { (z =12z +1)* sifz] <1

0 sinon

est de classe C' (voir figure IL.10); posons (z) = f(£5%2). Alors 6 est aussi C*, 0(a) = 0(b) = 0 et 6(x) > 0.
Donc g(z)-0(x) > 0, mais g -6 est non identiquement nulle, et elle est continue. Alors,d’apres le lemme 1.1.3

b
/ g(z)0(z)dz >0

ce qui contredit I'’hypothese.

-1 0 1

Figure I1.10 — Graphe de la fonction "en cloche” (z — 1)%(x + 1), prolongée par 0
en dehors de [—1,1]



I1.3 Eléments de calcul des variations 67

3.5 Remarque. On peut méme construire des fonctions C* du méme type que la fonction 0(z) de la
preuve du lemme précédent en posant :

—1
0(z) = {652(””’”0)2 si |z —xol <O
0 sinon

et on démontre qu’elle est C>° de maniére analogue & 1’exemple que ’on trouve dans H-W, chap. IT1(7.12)
oli l'on traite le cas de f(z) = e 2/*" si 2 > 0, f(z) = 0 sinon.

3.6 Théoréme. Supposons que f soit de classe C?; une condition nécessaire pour que @o soit une extremale
de la fonctionnelle :

b
/ f(, o), o (2))dc

est que l’équation différentielle suivante, appelé équation d’Euler-Lagrange, soit satisfaite :

af d (0f
M By e — o <$<z,mz>,wa<z>>> =0
et si f ne dépend pas de x, alors l’équation suivante est satisfaite :

B)
(IT) @g(x)a—J;(%(z),%(z)) — f(o(x), go(x)) = Constante

Preuve: (1) suit de 3.3 et 3.4.
Si f ne dépend que de y et z, alors % =0 et donc :

i Solg_ :@Ilg_i_goli g _ggol_ggouzgol i g _g :O
de \"° 9z 99z Yz \ 0z oy % 9270 O\ dx \ 0z oy

ol les dérivées sont toutes prises au point (z, o(x), ¢(x)); d’olt lon tire (II). .
q.e.d.

3.7 Exemples.

On reprend les exemples du début de ce paragraphe; nous nous contenterons d’utiliser les équations d’Euler-
Lagrange pour déterminer les solutions possibles, sans montrer qu’il s’agit effectivement de minima (voir
G.A. Bliss, Calculus of variations, the Open Court Publishing Company, Chicago (1925) pour une analyse
plus compleéte de ces problémes.)

(1) Pour trouver la plus courte distance entre P = (a, A) et @ = (b, B), on doit minimiser la fonctionnelle :

b
f(cp)=/ V14 ¢/ (x)?dx

Iciona: of
z
Y, = = 1+ 2 , - =
Fo,2) = 1(2) i

et on déduit de 3.6(II) que si ¢p est un minimum de ¢(y), alors :

/
/ 140 1 2
_— — + =C

%o T+ o7 vV %0
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d’ot1 'on tire que
OF —1—@f = C\/1+ ¢ = pF = Const. = pg = const.
et donc g est de la forme ¢o(z) = ax + [, comme on pouvait s’y attendre.

(2) Pour trouver la fonction dont le graphe engendre par rotation autour de Oz la surface d’aire minimale,
on doit minimiser la fonctionnelle:

b
A@ﬂ=2ﬂ/<M@v1+w%®%x
Le coefficient 27 ne joue pas de réle; on prend donc :

af Yz
= 1 2 _——= —
f,2) =yv1+=2 0z 1+ 22

d’ott lon tire, en appliquant 3.6(II), ’équation:

/ (pO(PIO 12
%0y 1P =C
2 1+<,0'02 P 0

Il en suit que

/
%o -1
(p0/C)* =1

Or

' %0

(arccosh(apo/C)) = ———==1/C
Ve — C?

ou arccosh(y) est la fonction inverse de cosh(x) = em+267m , d’ou 'on tire que
o wo(z) = C - cosh (% —a)

ou « et C sont des constantes.

Il reste a savoir si pour P et (Q donnés on peut déterminer les constantes « et C telles que le graphe
du g correspondant passe par P et Q). Or la discussion de ce probléme est assez compliquée, et nous nous
contenterons de 1’esquisser. On peut supposer que P = (0, 1) sans perte de généralité; Il se trouve que si
Q@ est a gauche de la courbe en pointillé dans la figure I1.11, il existe une solution qui passe par P et Q.
Si @ se trouve a droite de la courbe en pointillé, il n’existe pas de solution qui passe par P et Q. Dans ce
cas il y a une solution au probléme, a condition de I’énoncer un peu différemment. Par rotation autour de
I’axe Oz, les points P et () décrivent deux cercles C'p et Cg; le probleme est de trouver la surface d’aire
minimale ayant les cercles Cp et Cg comme bord. Lorsque () est au-dela de la courbe en pointillé, on a
comme solution tout simplement les disques dont C'p et C'g sont les bords.

On ne peut pas donner une formule explicite pour la courbe en pointillé, qui est en fait ’enveloppe de
la sous-famille des courbes de la famille & qui passent par P. (voir C. Carathéodory, Variationsrechnung,
Teubner Verlag (1935), Leipzig und Berlin, page 301).

Physiquement, on peut obtenir ces surfaces en réalisant C'p et Cg en fil de fer et la surface cherchée par
une pellicule d’eau savonneuse. On voit bien que si on part de deux cercles proches, bords d’une pellicule
d’eau savonneuse d’un seul tenant, et qu’on éloigne de plus en plus les deux cercles, la pellicule finira par se
séparer pour former (avec un peu de chance) deux disques, de bord C'p, respectivement Cg.
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0 1
Figure I1.11 — Graphes engendrant des surfaces minimales par rotation autour de
I'axe Ox

Figure I1.12 — La sphere, le cylindre et le cone

3.1 GEODESIQUES SUR LES SURFACES

Nous considérerons des surfaces de R® données par une équation de la forme G(x,y, z) = 0, ou 2 C R?

est ouvert et G : Q — R est de classe au moins C2. Voici 3 exemples concrets de surface, ot ) = R? :
e la sphere, d’équation 22 4+ 9% + 22 —-1=0
e le cylindre, d’équation 22 +y?> —1 =10
e le cone, d’équation x2 + y? — 22 = 0.

Une courbe paramétrique réguliere de I'espace est donnée par une application v : [a,b] — R3, que
nous supposerons de classe C?, vérifiant +/(t) # 0 V¢ € [a,b]. Nous noterons (t) = (z(t),y(t), 2(t)) et
v (t) = (&(t), y(t), 2(t)) sa dérivée. Nous noterons par G, G, et G les dérivées partielles respectives de G.

Etant donnée une surface Z(G) d’équation G(z,y,z) = 0 et deux points P, Q € Z(G), on se pose le
probléme de trouver la courbe réguliere v : [a,b] — R? contenue dans la surface Z(G), qui joint P & Q, et
dont la longueur est minimale. Une telle courbe, qu’on appelle géodésique de la surface Z(G), doit satisfaire :

1) G(x(t),y(t),z(t)) =0Vt € [a,b]
2) y(a) =P, y(b) =Q
3) La fonctionnelle

/0 VIR T gOE IR

qui, d’aprés un raisonnement semblable & celui de I'exemple 3.1(1) représente la longueur de ~, doit
étre minimale.
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Supposons plus généralement que nous cherchions les extremales d’une fonctionnelle de la forme

b
(3-1) /’ﬂ%%aiwxMt

ou x,y, z, &, Y, £ représentent les coordonnées d’une courbe sur la surface Z(G) et de sa dérivée; une solu-
tion sera une courbe (z(t),y(t), 2(t)) qui rend la fonctionnelle ci-dessus extremale, et qui de plus satisfait
G(z(t),y(t), z(t)) = 0. Au voisinage d’un point régulier de Z(G), quitte & échanger les roles de z,y et z,
on peut supposer que G, # 0, et il suit alors du théoréme des fonctions implicites que I'on peut paramétrer
localement Z(G) par une application de la forme (x,y) — (z,y, g(z,y)). On aura :

(32 ge=—2 . gy=—g

et si y(t) = (z(t),y(t), 2(t)) est une coube sur Z(G), on aura que z(t) = g(x(t),y(t)), et donc 2(t) =
92 (x(8), y(t)) - &(t) + gy (x(t), y(8)) - §(t). Posons :
(3'3) h(‘r7 Y, T, y) = f(.’l?, yaQ(‘T’ y)7 z,y, gz(‘ra y) T —i—gy(l‘, y) ’ y)

Alors le probleme revient a trouver les extremales de la fonctionnelle

b
(3-4) / h(z,y, &, y)dt

Ce que nous avons gagné par rapport a (3-1) c’est que les variables x, y, &, ¢ sont libres, alors que dans (3-1)
on avait la contrainte supplémentaire G(x,y, z) = 0.

La fonctionnelle de (3-3) est plus générale que celle du type considéré pour obtenir les équations d’Euler-
Lagrange. Mais on a le théoréeme suivant, qui se démontre de maniére analogue au théoreme 3.6 :

3.8 Théoréme. Si (z(t),y(t)), t € [a,b], est une extremale de (3-4), alors elle satisfait les équations
différentielles suivantes :

{ R (2(8),y(8).0(),5(5) — S (R (2(8),y(t),2(),9() = 0
By (@(),5(8).(6). () — S (hy(@(®),y().a(t).5(t) = 0
|
Ces équations s’appellent encore équations d’Euler-Lagrange.
Dans notre cas, compte tenu de (3-3), elles donnent :
he— Shs = ot oot f (Gra 4 oy 9) — e (f2) Ca) =0
T qpE T e z Yz 2 \YGazzx " T T Gzy * Y e dt 9x =
——
:fz(gm,ml+gm,yy)+gm%(fz)
d’out :
d d
3-5 x — T, \Jz z'(z__z')zo
(3-5) fo— o (f) + g0 (£ = 2(52)

et, en échangeant z et y :

(3-6) fo ) o (5 - 2g) =0
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Définissons la fonction A(t) par I’équation :
(3-7) Ly -r.=x-c
dt z z — z

on tire alors de (3-5) et (3-6), compte tenu de (3-2) :

d d Gy d .

%fz - fz :gz(fz - a(fz)) = _G_Z(fz - a(fz)) =X-Gy
d
@l = =2

donc finalement on obtient les 3 équations :

(3-8) &y —f=X-G,
d%fé_fz:)\'Gz

qui seront valables en tous les points réguliers de Z(G). Dans le cas particulier ou f(z,y,z,&,9,2) =
f(@,9,2) = \/&% + ¢ + 22, on obtient le systéme d’équations suivant, que devront satisfaire les géodésiques :

Q
)

d(__ & )=
dt ( /2452 +z2>
3-9 x

( ) dt ( 2+y 122

a
dt 2+y 122

Pour le résoudre, il est plus commode de supposer que (x(t), y(t), z(t)) est une paramétrisation par la longueur
d’arc, que nous allons maintenant rappeler.
Si v : [a,b] — R3 une courbe réguliére, posons

0= [ I

ol || || est la norme euclidienne; s(¢) représente la longueur du morceau de courbe v([a, t]), pour a <t < b, et
prend ses valeurs dans l'intervalle [0, L], ou L = s(b) est la longueur de la courbe. Puisque s'(t) = ||7/(¢)|| # 0,
s est monotone croissante, en fait une bijection entre [a,b] et [0, L]. On peut donc reparamétrer la courbe
en posant J(s(t)) = (t), ce qui définit une nouvelle paramétrisation 7 : [0, L] — R? de la méme courbe; on
dit que 7 est une paramétrisation par la longueur d’arc. On a :

V(@) =~ (s(t)) -5 (1) =7 (t) = |7 (s - |’ DI = [V Ol = 17 (s)]] =1
=l @)l

On note maintenant par v(t) = (z(t),y(t), z(t)) : [a,b] — R3 une courbe paramétrée par la longueur
d’arc; puisque ||/ (¢)|| = V22 + 9% + 22 = 1, le systéme d’équations (3-9) devient :

T=A-Gy
(3-10) {;ijz)\~Gy
Z=X-G,
ou encore, sous forme vectorielle :
(3-11) y=X-dG

Autrement dit, ’accélération 4 de la courbe géodésique, paramétrée par la longueur d’arc, doit étre perpen-
diculaire au plan tangent & la surface (cf. 2.4(2)).
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3.9 Exemples.
(1) Prenons le plan G(z,y,z) = z = 0. Alors v(¢) = (z(t), y(t),0) et I’équation (3-11) donne :

(#,5,0) =A(0,0,1) = A=0= & =§j=0

ce qui montre que les géodésiques sont des droites.

(2) Pour la sphére G(z,y,2) = 2% +y*> + 22 — 1 = 0, on a que dG = 2(z,y, z), et de (3-10) on tire alors
que ¥ = 2\ -~. Soit N(t) = v(t) x ¥(t), ou x dénote le produit vectoriel, le vecteur perpendiculaire au plan
engendré par y(t) et 4(t). Alors :

N=4xX44+yx5=22yx~y=0
———"

=0

et il en suit que N est constant; donc la géodésique se trouve dans le plan perpendiculaire au vecteur constant
N et c’est donc une portion de grand cercle de la sphere.

4. Théoremes de P’application inverse et du rang

Ces deux théoremes sont des conséquences du théoréeme des fonctions implicites. Le théoreme de
I’application inverse permet de construire des changements de coordonnées locaux; le théoreme du rang
permet d’écrire une application ayant une dérivée de rang maximum en un point comme une application
linéaire, apres changement de coordonnées local.

4.1 Théoreme de I’application inverse. Soit f:U — R", U C R" ouwvert, de classe C', et supposons
qu’en un point xog € U la dérivée df,, € L(R™,R™) soit inversible; posons yo = f(xo). Il existe un ouvert
VCcUCR", V3, r>0 et une application g : B(yo,r) — V de classe C! telle que

fog=1Ipyyr » goflv=Iy

ou I_ dénote 'application identité. De plus, dg,, = d, ;01.
On dira que g est un inverse local de f au voisinage de xg.

Preuve: Posons
Flz,y)=y—f(z) yeR", zelU

Alors F'(xg,1y0) = 0 et chercher I'inverse local de f revient a résoudre explicitement x par rapport & y dans
I’équation F'(z,y) = 0. Puisque g—i(zo,yo) = —dfy, est inversible, on peut appliquer le théoréme des fonctions
implicites 2.2, avec la remarque 2.3(1) (notez que les roles de x et y sont inversés) :

Ir, R>0et g: B(yo,r) — B(xo, R) tels que pour (x,y) € B(xg, R) X B(yo,r)on a: y = f(z) &z =g(y).

et d’apres 2.9 g est Ct. Posons V = f~1 (B(yo,r)) N B(xo, R). Montrons que f|y et g sont inverse I'une de
I’autre:
e siy € B(yo,r), g(y) =z € B(xo, R), et donc F(x,y) = f(z) —y =0 = y = f(x); cela entraine aussi
que g(y) € V.
esizeV,ze B(xo,R) et y=f(z) € B(yo,r), donc g(y) = =.
Enfin, en dérivant les 2 membres de 'équation f(g(y)) = y, pour y € B(yo, ), on obtient I'expression
de dgy, -
q.e.d.
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‘ To 9(y) )
e

Figure I1.13 — Le théoreme d’inversion locale

4.2 Définition. Soit h: U — V, U,V C R™ des ouverts. On dit que h est un difféomorphisme si h est C*,
bijective, et d’inverse aussi C'. On dit que h est un difféomorphisme local au voisinage de z¢ € U s’il existe
des ouverts U, V', g € U’ C U, h(xzg) € V' C V, tel que h|U’ soit un difféomorphisme entre U’ et V.

On peut donc résumer 1’énoncé du théoreme de ’application inverse en disant que si la dérivée de f en un
point zq est inversible, alors f est un difféomorphisme local au voisinage de xg.

4.3 Exemples.
(1) Coordonnées polaires. 1l s’agit de application f(p, ) = (pcos(), psin(0)), p, § € R?, p>0. On a :

P00 = (Gonls) o)) e aetr.6) = o

donc f est un difféomorphisme local au voisinage de tout point (p, §) avec p > 0. Si on pose
U={(p,0)|p>0,—1<0<7} , V=R*\{(z,0)|z<0}

alors f est un difféomorphisme entre U et V. Son inverse peut s’écrire ainsi :

Lz, y) = 72 2 arcsin [ —2
e = (VR v ()

ol 'on prend arcesin comme étant l'inverse de sin(f) restreint a Uintervalle | — 7, 7[. Cette application a la
vertu de transformer des cercles centrés a l'origine en des segments de droite, et les disque centrés a 1’origine
en des rectangles.

(2) L’application f(x1,x2) = (z1, 1 - x2) a pour dérivée

f(z1,22) = (3012 £1> et dét(f'(z1,22)) = 21

c’est donc un difféomorphisme local au voisinage de tout point (21, x2), avec 1 # 0. Si on pose
U={(z1,22) |0<z; <1,i=1,2} et V={(x1,22) |0< 21 <1,0< 22 <21}

on vérifie que f est un difféomorphisme entre U et V. Cette application a donc la vertu de transformer le
carré U en le triangle V.
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4.4 Théoreme du rang. Soient U C R™ un owvert, f : U — RP de classe C* et xg € U. Supposons que

dfz, : R™ — RP soit une application linéaire de rang maximum, c’est ¢ dire de rang n si n < p, de rang p si

n > p. Alors:

(1) Sin < p, il existe un owvert U' C U, U' 3 xg et un difféomorphisme H : V' — V, V et V' ouverts de
RP?, tels que f(U') CV et

H ' (f(z1,...,20)) = (21, .., 20,0,...,0) V(21,...,2,) €U’
——
p—n

(2) Sin > p, il exviste un owvert U' 3 xoy de R™, U' C U, et un difféomorphisme h: U’ — U", U" ouvert de
R™, tel que
Fh ey, zn) = (21, ..y xp) Y(21,...,2,) €U

Preuve: (1) Quitte & renuméroter les coordonnées au but, on peut supposer que dét ( 0f; (zo)) e £ 0.
i,j=1,..,n

6Ij
Posons
H(l’l,...,.rn,fl]n-g-l,---,xp):f(xl,---,l'n)+(O,...,O,.’I/'n+1,---,xp)
Alors
0 0
Ofi .
(azj (Io))i P :
d=besp | o 0
AH 20,0 = Lo 0
0o 1 .
*
. .0
0O --- 0 1

est inversible et H(z¢,0) = f(x0), donc par 4.1 H restreint & un ouvert V' 3 (z, 0) est un difféomorphisme
sur un ouvert V'3 f(xo).
Or

H(z1,...,70,0,...,0) = f(21,...,2,) = H 'Y(f(z1,...,2,)) = (x1,...,2,,0...,0)

(2) Si n > p, on peut supposer que dét(g;; (10)) = 0, quitte & renuméroter les coordonnées a la
4,j=1,....p

source. Si l'on pose

h(z1, ... zn) = (FT1,. o @) Tptts ooy Tn)
alors: .
5t o)

0 -0 1 0 -0
dhg, = 0 1

: o . 0

0O --- 0 0 0 1

——

est inversible, donc d’apres 2.1 h est un difféomorphisme d’un ouvert U’ 3 xg sur un ouvert U de R™. Or

(1, yzn) = h(h (@1, 2n) = (L (B (@1, @n))s ooy fo(h N @, ), %, oy %)
= f(h (w1, @) = (21, .., 1)
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Figure I1.14 — Le théoréeme du rang lorsque n =1,p=2etn=2,p=1

4.1 SOUS-VARIETES DE R"

4.5 Définition. On dit que X C R" est une sous-variété de dimension k si Vzo € X, 3U,, C R™ ouvert
et f=(f1, - far): Uz — R*F différentiable telle que:
(1) XNUy=f10)={2 €U, | filx)=0,i=1,...,n—k}
(2) Yz € Uy, la dérivée df, : R” — R"~F est surjective.

On appelle n — k la codimension de X. L’application f est appelée équation locale de X au voisinage
de xg

En d’autres termes, une sous-variété est un sous-ensemble de R™ qui admet en tout point un systéme
d’équations qui satisfait les hypotheses du théoréme 2.2 (théoréme des fonctions implicites — voir remarque
2.3(2).

On parle de courbes lisses ou de surfaces lisses dans le cas de sous-variétés de dimension 1, respectivement
2.

Plus généralement, on dira que X C R™ est une sous-variété de dimension k au voisinage d’un point
xo € X il existe un ouvert U C R™, U 3 xg, tel que U N X est une sous-variété de R™.

4.6 Remarques.

(1) Souvent une seule application f : U — R* suffit & décrire une sous-variété. C’est le cas pour tous les
exemples ci-dessous, sauf le 3eme.

(2) X est "localement fermée” dans R™: U,, N X est fermé dans U,, car f~1(0) est un fermé.

(3) Dans la condition (2) de la définition de sous-variété il suffirait de supposer que df,, est surjective, car
alors df,, sera surjective pour z dans un ouvert U, ~de xg, que I'on peut substituer a Uy,.

4.7 Exemples.

(1) Le cercle S* = {(x,y) € R? [ 2? +y* — 1 = 0} est une sous-variété de dimension et codimension 1 de
R2. En effet, on peut prendre un méme ouvert valable pour tout zg € S': U = U,, = R?\ {0}. Puisque
df(z.y) = (22,2y) # 0 si (z,y) € U, les conditions (1) et (2) de la définition de sous-variété sont satisfaites.

Plus généralement, la n — 1-sphére S™ ! est la sous-variété de R™ de dimension n — 1 et codimension 1,

définie par:
doat-1= 0}
i=1

et son équation f(x1,...,2,) = 2?21 ch — 1 est de rang maximum, car son gradient vaut 2(x1,...,z,), qui
est non nul sur R™\ {0}.

sl = {x:(xl,...,xn) eR"”
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Figure I1.15 — Le tore

(2) Le tore est la figure de 'espace obtenue en faisant tourner autour de 'axe Oz un cercle de rayon r placé
dans le plan yz, centré en (0, R,0), avec < R. Il a pour équation:

2
(m2+y2+22+R2—7‘2) AR+ y?) =0

et on vérifie que la dérivée de cette équation est non nulle sur les points du tore.
(8) Soit M (3,3, R) ~ R I'ensemble des 3 x 3 matrices & coefficients réels et X1 C M (3, 3, R) le sous-ensemble

des matrices de rang 1. Si A € M(3,3,R), désignons par A, ol <iy <ip <3etl<j; <jo<3,
le 2 X 2 mineur correspondant a ces suites :

i2),(J1,92)»

) Qir i Qi
A(i17i2)7(j17j2) = dét (az:ji az:jj > = Qiy g1 Fig, 5o — @iy, 52 ig gy
On a:

St ={A4€ M@3,3,R) [ AGi, ir).(j1.j2) = 0, 1 <1 <iz <3, 1< j1 < jo <3}

ce qui nous donne une description de £! & l’aide de 9 équations. Si A° = (a?7j)i7j:1,,,73 € 21 I'un de ses

coefficients sera non nul; supposons que ce soit a1 1 et posons Ugo = {A | a1,1 # 0}; c’est un ouvert contenant
A0 et
2N U0 = {A| At1,ia),(1,50) = 0, i2,j2 = 2,3}

car ’annulation de ces 4 mineurs entraine que la 2-éme et 3-éme colonne sont multiples de la premiere, et
donc A est de rang 1.

La dérivée de A(1,iy),(1,jo) = 01,1Giyj, — 01,5,0iy,1 PAT Tapport a a;, j, vaut a;1 # 0 et donc la dérivée

de I’application (A(17i2)7(1 : Upgo — R* est de la forme :

J2)) i3, j2=2,3

1,1 0 0 0
0 1,1 0 0 %
0 0 aii 0
0 0 0 all

)

ol les 4 premieres colonnes correspondent aux dérivées par rapport aux variables as 2, a2 3, a3,2, as,3. Puisque
ai,1 est non nul, on voit que cette dérivée est surjective. Les A(1,4,),(1,4.)s 72, j2 = 2, 3 forment donc un systeme
d’équation locales de ©! au voisinage de A°. Donc X! est une sous-variété de M(n,n,R) de codimension
4, de dimension 5. Au départ, on a décrit ! avec 9 équations, mais on a vu que localement 4 équations
suffisent; on peut montrer qu’il n’est pas possible de décrire 3! & I'aide de 4 équations globales (i.e. définies
sur un ouvert de M (3,3, R) contenant ') avec dérivée surjective en tout point).
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(4) Le sous-ensemble X de R? constitué par la réunion des 2 axes de coordonnées admet comme équation:
X={(z,y) eR*|z-y=0}

Le gradient de x -y est (y,z), et il s’annule en (0,0). Cela ne prouve pas encore que X n’est pas une
sous-variété. Mais si f : U — R, U ouvert contenant (0,0), s’annule sur U N X, f|OxzNU = flOyNU =0
et donc %(0,0) = 2—5(0,0) = 0. Il n’est donc pas possible de décrire X au voisinage de (0, 0) par une équation
dont la dérivée est surjective (c’est-a-dire non nulle dans ce cas). Ce sous-ensemble de R? n’est donc pas une
sous-variété au voisinage de (0, 0).

(5) Considérons la courbe
X = {(o.0) € B | —a® = 0}

appelée parabole semi-cubique.

La dérivée de y*> — 23 est nulle en (0, 0), mais (comme dans I'exemple (4) ci-dessus) cela ne suffit pas &
montrer que X n’est pas une sous-variété, méme si intuitivement on voit tres bien que X ne ressemble pas
& une sous-variété en (0,0). Il faut encore se convaincre que pour toute fonction f : U — R s’annulant sur
UnN X, U ouvert contenant (0,0), on a que dfy = 0. Or X admet une paramétrisation (globale):

X ={(*t’) eR* |t eR}

et donc f(t2,t3) = 0 pour tout ¢ assez petit. On en déduit en dérivant que %(tZ,ts) -2t + g—g(tZ,ts) -3t2 =0,
d’ott en divisant par t: %(t{ﬁ) <24 g—g(tZ,ts) -3t = 0, et en évaluant en ¢t = 0 on trouve que %(0,0) = 0.
D’autre part, 0 = f(t2,t%) — f(t2, —t3) = g—g(tZ,—ta-i-O(t)Qts)th, avec 0 < 0(t) < 1, d’out g—£(t2,9(t)2t3) =0, et

en faisant tendre t vers 0 on en tire que ﬂ(0,0) =0.
dy

(6) Soient R, > 0 et considérons les équations f1(z,y, 2z) = 22 +3?> —R?> =0, fa(z,y,2) = 22+ 22 -2 = 0,

et posons f = (f1, f2). Alors:
_(2x 2y O
df = (21‘ 0 23>

et les 2 X 2-mineurs de df sont 4zy, 4zz et 4yz. Pour qu’ils soient tous les trois nuls, il faut que x = y = 0,
ou bien £ = z = 0, ou bien y = z = 0. Si de plus fi(z,y,2) = fa(z,y,2) = 0, alors la seule possibilité est
que y = z = 0, ce qui implique que 22 = r? et 22 = R%. Donc f définit une sous-variété, a condition que
r # R; c’est une courbe lisse, intersection des 2 cylindres f; =0 et fo = 0.

4.8 Proposition. Soit X C R™. On a équivalence entre les conditions suivantes:
(1) Yzo € X, 3 un ouvert Uy, > xo de R™ et f : U,y — R** telle que X NU,, = f~1(0) et df, est
surjective, Vo € Uy,
(i.e. X est une sous-variété de dimension k de R™ — on appelle f une équation locale réguliére de X,
ou des équations locales réguliéres si l'on se référe aux composantes de f).
(2) Yxo € X, 3 un owvert V.C RF, un owvert Uy, > xg et h:V — U,, telle que
e h:V S U, NX est une bijection.
o dh; : RF — R" est injective Vt € V
(on dira que h est une paramétrisation locale réguliére de X ).
(8) Yxo € X, 3 un ouvert Uy, > xq et un difféomorphisme H : Uy, — Q sur ouvert Q de R™ tel que

H(XNU,)=0NnRF x {0}

(H est un "aplatissement local” de X)
(voir figure 11.16.)
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En résumé, cette proposition nous donne 3 maniéres équivalentes de décrire localement une sous-variété X
de dimension k de R™ : par des équations locale régulieres, par une paramétrisation locale réguliére, ou par
un difféomorphisme qui identifie le couple (ouvert de X, R™) avec le couple (ouvert de R¥, R™); régulier
signifie que la dérivée est de rang maximum.

Preuve: (1)= (2): par le théoréme des fonctions implicites 2.2.
(2)=(3): par le théoréme du rang 4.4. Celui-ci nous fournit en effet un difféomorphisme local H tel
que H=Yo h(x1,...,2x) = (21,...,7k,0,...,0); il suffit de poser H = H~!.

(3)=(1): on pose fi(z) = Hyyi(z),i=1,...,n—k.
q.e.d.

R’ﬂ

Figure I1.16 — Diverses facons de donner une description locale d’une sous-variété
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T

Figure I1.17 — Le pli et la fronce
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5. Singularités d’applications, contours apparents, enveloppes

5.1 Définition — points singuliers d’une application. Soit U C R™ un ouvert et f : U — R™ une
application de classe C*°, k > 1. L’ensemble des points singuliers de f est défini par :

dét (6]‘}- (z)> =0 ;
Ox; ij=1,...n

les points de f(X(f)) C R? sont applelés valeurs singuliéres de f.

S(f) ={x € R" | df, est de rang < n} = {xeR”

Par exemple, considérons I'application f : R? — R?, f(z,y) = (,y). On a :

ew=(% 1)+ BO={0nveR) . FE) = {00 |yER)

Cette application est appelée "le pli”.
Considérons maintenant I'application f(z,y) = (v,y* — zy). On a :

dfa,y) = (_1y 3y20_x>  B(f) = {(z,y) eR* 3" —x =0}, f(5(f)) = {By*, —2°) eR* |y € R} .

Cette application est appelée ”la fronce” (voir figure I1.17).

Ces deux applications jouent le role de prototype local pour toute application stable de R? dans R2,
comme nous le verrons plus loin.

On voit sur ces 2 exemples comment le lieu singulier et son image aident a comprendre 1’allure d’une
application. En particulier, le nombre de points dans l'image inverse d’un point 3 € R? est déterminé par la
position de y par rapport & f(Z(f)).

Soit S C R3 une surface, 7 C R? un 2-plan et p : S — 7 la restriction & S de la projection orthogonale
de R? sur 7. On peut définir les points singuliers de p de maniére analogue au cas d’une application U — R?2,
U C R? un ouvert.

5.2 Définition — points singuliers, contour apparent. Soit S C R3 une surface lisse, g € S et
h: D — S une paramétrisation locale réguliere de S en xg, h(ug) = 2. On dit que z( est un point singulier
de la projection orthogonale p : S — 7 sur le plan 7 C R? si ug est un point singulier de poh, c’est-a-dire si le
rang de la dérivée d(poh),, est plus petit ou égal & 1. On vérifie que cela ne dépend pas de la paramétrisation
locale réguliére choisie.
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Figure I1.18 — Contour apparent de la projection sur le plan « + 0.4z = 0 du tore,
représenté comme enveloppe de spheres de rayon r centrées sur un cercle de rayon R.

Puisque 'image de la dérivée de h en ug est I’espace tangent a S au point xg, dire que x¢ est singulier
c’est dire que T'S,, est orthogonal a 7.

On note par 3(p) 'ensemble des points singuliers de p et on appelle p(X(p)) le contour apparent de p.

Lorsqu’on dessine la projection d’une surface sur un plan 7, p(X(p)) contient la frontiere de I'image de
la projection, d’ou le nom ”contour apparent”.

Lorsque la surface S est donnée par une équation f(x,y, z) = 0, les points singuliers de la projection de
S sur le plan OXY sont décrits par les équations :

f(.’E, Y, Z) =0 s %(z,y,z) =0
Si on arrive a éliminer z de ce systeme d’équations, on a 1’équation du contour apparent de la projection de
S sur le plan OXY. Dans le cas de la figure I1.18, le contour apparent est une courbe de degré 12, donc
difficilement traitable.
La proposition suivante donne quelques informations utiles sur ’allure du contour apparent. D’apres le
théoréeme qu’on énoncera par la suite, les hypotheses en sont presque toujours satisfaites.

5.3 Proposition. Soit S C R? une surface lisse, P = (x9,y0,20) € S, f : U — R une équation locale de
S, U 3 P et soit p: R> — R? la projection p(x,y,z) = (x,y). Supposons que

of 0% f
2.7 =0 B

(P) #0

Alors (zo,y0) est un point régulier du contour apparent p(X(p) NU) de p. De plus, si o : I — S est une
courbe tracée sur la surface S, avec a(ty) = P, la projection p(a(t)) = (a1(t), az(t)) est tangente au contour
apparent en (xo,yo) et p(a(t)) est située d’un méme coté du contour apparent, pour t proche de to (voir
figure 11.19 ).

Preuve: Puisque 62£ (P) 0, on peut résoudre explicitement par rapport a z au voisinage de P dans
q 92 p

I’équation %(P) = 0: soit z = g(z,y), 9(xo,yo) = 2o la solution explicite. Alors, pour un ouvert U assez
petit contenant P, p(X(p) NU) a pour équation f(z,y, g(x,y)) = 0 au voisinage de (29, yo); cette équation
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Lune
décroissante

Figure I1.19 — Contour apparent et projection d’une courbe tracée sur une surface.
Le dessin de la lune a gauche est erroné, celui de droite est correct.

est réguliere au point (zo,yo) car :

of (@, y,g(x,y)  Of of 9y
o (P) = ax(P) + az(P) 8x(107yu)
——
=0
8 x7 b ‘,1:7 8 8 8
f(ya—g(y))(P) = 8—f(P) + 8—JZC(P) 8—9(1707110)
Y Y ,0Y
=0

et dfp = (%(P) , g—g(P) ,0) est non nul, puisque P est régulier sur S.

Posons ¢(t) = f(a1(t), az(t), g(a1(t), az(t))); il s’agit de montrer que ¢(t) ne change pas de signe pour ¢
proche de ty. Remarquons que puisque « est tracée sur S, on a que f(a1(t), as(t), as(t)) = 0. En appliquant
la formule de Taylor par rapport a la variable z, on a :

0 82
f(xay7 ZI) = f(x7y7 Z) + 8_£(2)<ZI — Z) + %82']2(

et en prenant (x,y,2’) = (a1(t), as(t), as(t)), z = g(ai(t), as(t)) et en posant

() (2 = 2)* + 12
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P(t) = (a1 (t), az(t), g(a1(t), a2(t))), on obtient :

Fl@n (), an(t),5(8)) = 9(8) + T2 () + 54 e (s(0) — glea(0), aa(0) + 7o
=0 >0
62

f(P(tO) pour t proche de tg

et il s’en suit que ¢(t) & le méme signe que — P

q.e.d.

Cette proposition montre que 'image de la lune décroissante de la figure I1.19 est erronée. En effet,
la limite de la zone d’ombre est la projection d’une courbe (pratiquement, un grand cercle) tracée sur la
lune, donc elle devrait étre tangente au contour apparent de la lune. Notons que si o (tg) = ab(to) =0, le
vecteur tangent & p(a(t)) en tg est nul, donc évidemment tangent a p(X(p)). Néanmoins, visuellement on a
Iimpression que que p(«(t)) s’approche du contour apparent par une direction qui ne lui est pas tangente,
avant de rebrousser chemin (voir figure I1.19).

Voici un théoreme fondamental qui donne une information qualitative sur I'allure possible du contour
apparent. C’est un cas particulier d’un résultat de H. Whitney, qui remonte a 1940, dont la preuve est assez
élaborée.

5.4 Théoréme. Pour presque tous les plans m C R3, le contour apparent de la projection orthogonale de la
surface lisse S C R3 est une courbe ayant comme seules singularités possibles des points doubles ordinaires
et des cusps ordinaires. De plus, ces singularités subsistent si la projection subit de petites perturbations. m

L’expression ”pour presque tous les plans” signifie que 'affirmation du théoreme est vraie quitte a remplacer
le plan 7 par un plan 7’ proche de 7. Le fait que les singularités subsistent malgré des petites perturbations
de la projection s’exprime en disant qu’elles apparaissent de maniere stable.

Figure I1.20 — Contour apparent de la projection d’une surface sur un plan

5.5 Remarque. En fait Whitney a montré plus précisément que localement, dans des coordonnées locales
convenables, la projection se met sous la forme (x,y) — (2%,y) (le pli), ou bien (z,y) — (z,y> — 2y) (la
fronce).

On a un résultat analogue pour les projections orthogonales d’une courbe lisse X C R? sur un plan 7 :
pour presque tous les plans, I'image de X sera une courbe plane ayant au pire des points doubles ordinaires
comme singularités. On peut expérimenter cette affirmation en regardant un fil de fer dans I’espace, ce qui
revient a le projeter sur notre plan de vision : si des points triples ou des points cuspidaux apparaissent, une
petite perturbation du fil de fer les remplace par des points doubles ordinaires ou les fait disparaitre (figure
11.21).
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Figure I1.21 — Application stables d’une courbe dans le plan : apres déformation,
les singularités non stables cédent la place & des singularités stables (en pontillé)

5.1 ENVELOPPES

Soit S C R? une surface lisse. On va la regarder comme famille de courbes planes : notons par (z,y, \)
un point de R?; alors, pour tout A € R fixé, 'ensemble :

Xy ={(z,y) eR? (z,y,A) € S}

est lintersection du plan z = X avec S, et il a toutes les chances d’étre une courbe plane. On appelle
enveloppe F de cette famille de courbes le contour apparent de la projection de S sur le plan (z,y). Si S est
décrite par une équation réguliere F(x,y,A) =0, on a :

OF
(x,y) e E <= 3JAt.q. Flz,y,\)=0 |, a(z,y,/\) =0

5.6 Proposition. Soit F(z,y,\) = 0 une famille de courbes. Soit Py = (20,0, \o) € R3 et supposons
que :
oF oF oF 0?F
F(Py)=0 — =0 , —(Po), — 0,0) , —=(P 0
(Po) gy () (ax P 5 <Po>> #(0,0) oz () 7

alors (xo,yo) est un point régulier de X, et aussi de l'enveloppe E de la famille. Les tangentes de ces deux
courbes au point (o, yo) coincident et les points de Xy, dans un voisinage de (xg,yo) sont d’un méme coté
de E.

Preuve: Puisque ( 2L (ry), 2E(py) ) # (0,0), (x0, yo) est un point régulier de X, . Il suffit ensuite d’appliquer
ox oy 0

la proposition 5.3
q.e.d.

L’affirmation de cette proposition peut se vérifier sur les figures I1.22 et 11.23.

La proposition 5.6 justifie la définition intuitive de ’enveloppe d’une famille de courbes, qui dit que
I'enveloppe est “la courbe tangente a chaque courbe de la famille”. Ainsi exprimée, cette notion peut se
généraliser aux familles de surfaces; un exemple d’enveloppe d’une famille de surfaces est représenté sur la
figure I1.18.

5.7 Exemples.

(1) Soit f(x,y,\) = (x — X\)? +9y*> — 1 = 0 la famille des cercles de rayon 1 centrés en (\,0). Le systéme
d’équations :
fayN)=(@—-XN2+4>-1=0
{ %(z,y,/\) = —2(37 — )\) =0
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Figure I1.22 — Enveloppe de la famille de cercles centrés sur un cercle donné, passant
par un point fixé du cercle donné
a pour solutions x = A, y = £1. On trouve donc les deux droites horizontales & hauteur +1.

(2) Considérons la famille des droites qui sont coupées par les axes OX et OY selon un intervalle de longueur
1; en prenant comme parameétre I’angle fait par la droite et le coté négatif de OX cette famille s’écrit :

x y
cos(a) = sin(a)

f(x’ y’ a) =

ou encore, en se débarassant des dénominateurs :
g(z,y, o) = zsin(a) + y cos(a) — sin(a) cos(a) = 0
Du systeme d’équations :

g(x,y,a) = zsin(a) + y cos(a) — sin(a) cos(a) = 0
52 (x,y,0) = x cos(r) — y cos(ar) — cos()? 4 sin(a)? = 0

on tire que y = cos(a)?, y = sin(a)?, d’olt 'équation de I'enveloppe : x2/3 + y?/3 = 1 (voir figures 11.23,
I1.24 et I1.25)

Regardons maintenant le cas d’une famille de courbes paramétriques planes :

d:IxA—R? | T,ACR des intervalles.

Pour tout A € A fixé, t — P, (t) = P(¢,\) est une courbe paramétrique du plan. On se rameéne au cas
précédent en prenant pour S la surface paramétrique (¢, A) — (®(¢, A), A). L’intersection de S avec le plan
z = X est bien la courbe ®,. Le contour apparent de la projection de S sur les 2 premieéres coordonnées
coincide avec le lieu singulier de @, c’est-a-dire ®(X(P)).
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Figure I1.23 — Enveloppe des droites coupées par les axes OX et OY selon un
segment de longueur 1

Figure I1.24 — La surface S associée a la famille de droites précédente, vue de coté

5.8 Exemple.

Soit a : I — R? une courbe paramétrique réguliere, que ’on suppose paramétrée par la longueur d’arc. On
appelle droite normale & la courbe en un point « () la droite passant par () perpendiculaire & la tangente
a la courbe en a()); elle aura pour représentation paramétrique :

t— ®(t,\) = a(A) +tr(\) = (a1(\) — tab(N), az(N) + tai(N))
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Figure I1.25 — La méme surface d’avant vue d’en haut

ou v = (—ah(XN), 4 (A)). La matrice jacobienne de ® s’écrit :

_ () (=0 (N) ab(N) + taf ()
dn = (V70 i)

et donc
(@) = {(t,A) | dét(d® ) = t(—a’al + afay) + aj (M) 4+ ah(A)? = 0}

d’ott 'on tire que (t, \) € X(®P) équivaut & t = m, et donc ¢(t, A) est le centre du cercle osculateur
& o au point (). L’enveloppe de droites normales est donc le lieu des centre des cerles osculateurs.

-

Figure I1.26 — Une caustique dans la nature

On déduit du théoreme de Whitney qu’en général les enveloppes de familles de courbes ont pour sin-
gularités uniquement des cusps ordinaires et des points doubles ordinaires, qui subsistent aprés une petite



I1.5 Singularités d’applications, contours apparents, enveloppes 87

déformation. Cette stabilité explique pourquoi on peut observer dans la nature des courbes présentant des
cusps, comme par exemple la caustique constituée par I’enveloppe des rayons de soleil réfléchis dans une tasse
de café, alors qu’en général une ficelle posée sur un plan présentera au pire des points doubles & tangentes
distinctes. Cela explique aussi pourquoi, en général, le lieu des centres des cercles osculateurs d’une courbe
présente des points cuspidaux (voir figure I1.27).

Figure I1.27 — Le lieu des centres des cercles osculateurs a une parabole



