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Chapitre IV — Formes différentielles

Sommaire. Le théoréeme fondamental du calcul intégral dit que I'intégrale d’une fonction f(z) sur un intervalle
[a, b] est égale & la variation d’une primitive F'(z) de f(z) sur le bord de I'intervalle :

b
/ f(@)de = F(b) — F(a) , ob F'(x)= f(a)

C’est en fait le cas particulier de la dimension 1 du théoreme de Stokes, qui, exprimé en termes trés vagues,
permet de comparer se qui se passe sur le bord d’un objet de dimension k et & son intérieur. Par exemple,
le théoreme de Stokes nous permettra de montrer qu’il n’existe pas d’application continue du disque sur son
bord, qui est I'identité sur le bord; de 14 on déduit le théoréme du point fixe de Brower, qui affirme (en
dimension en dimension 2) que toute application continue du disque dans lui-méme admet un point fixe. On
en déduira le théoreme d’existence de point d’équilibre, obtenu en 1949 par John Nash, qui lui a valu le prix
Nobel en économie en 1994.

1. Formes multilinéaires alternées sur R".

Soit E un espace vectoriel su le corps R.

1.1 Définition. On dit que 'application

a:EFx---xE—-R
—_—

r—fois

est une r-forme alternée si elle est linéaire par rapport a chaque facteur E, c’est-a-dire:

/ 11 / 11
a(v1, .oy Vs, A A 0] Vi1 - ) = A (U1, Uim1, Vs Vi1, - -+, Up) F (V1 - Vim1, V) Vi1 - v, Ur)
/ 11
VU1, Vi1, V5, V5 5 Vig1, ... 0 € E S A peR

On dit qu'une r-forme « sur E est alternée, si elle change de signe lorsqu’on échange deux vecteurs :

Vo,vjell, 1<i<j<r:
(V1,5 Vim1, Vi, Vit - - V=1, Vs Vgl - 2) = =0V, Vim 1, Vs Vi1 - o5 Vj—1, Vi, Vgt 1y - - )
On désignera pas L"(FE) Pespace vectoriel des r-formes et par A" (E) espace vectoriel des r-formes alternées.
Lorsque r = 1, on parle simplement de formes linéaires (la condition d’étre alternée est toujours satisfaite,

trivialement) .
On pose A°(E) = L°(E) = R: les O-formes se réduisent aux constantes.

1.2 Exemples.

(1) Soit E = R™. Alors, si v1,...,v, € R?, soit dét(vy,...,v,) le déterminant de n x n matrice ayant
v1, ..., U, comme vecteurs colonne. C’est une n-forme alternée sur R".

(2) Plus généralement, si 0 < r < n, et on a une suite 1 < i3 < --- < 4, < n, on peut définir une r-forme
alternée o, .. ;. en associant a r vecteurs vy,...,v, € R" le r x r mineur de la matrice ayant vy,...,v,
obtenu en choisissant les  lignes correspondantes a i1, ..., :

Qi (V150 0p) = dét((vimf)h,ezl,...,r)

— Analyse II B (analyse réelle), par Felice Ronga — Version du 16 juin 2003, & 13h. 41



127

Nous verrons (théoréme 1.8) que ces r-formes sont en fait une base de 1’espace vectoriel A™(R™).

Désignons par ¥, le groupe des permutations de {1,...,7}, c’est-a-dire le groupe des bijections de
cet ensemble; voici quelques rappels sur les permutations. On appelle transposition une permutation qui
échange deux éléments de {1,...,r}, en laissant tous les autres fixes. Toute permutation o peut s’écrire

comme composition de transpositions : ¢ = 7y o... o 7,. La signature ¢, de la permutation o est (—1)’“;
car si la décomposition d’une permutation comme produit de transpositions n’est pas unique, on montre
que la parité du nombre k de transpositions nécessaire lui ne dépend que de o. Si k est pair, on dit que la
permutation o est paire, sinon on dit qu’elle est impaire.

1.3 Proposition. Soit a une r-forme sur l’espace vectoriel E. Les 4 conditions suivantes sont équivalentes :
i) la r-forme « est alternée

it) pour toute permutation o € ¥, et tout v1,...,v, € E on a :

A(Vg(1)s -+ Vo(r)) = Eo - V1, ..., Ur)
i4i) pour tout v1,...,v, € E, s’il existe i # j tels que v; = vj, alors a(vy,...,v,) = 0.
i) sivi,...,v, sont linéairement dépendants, alors a(vy,...,v.) =0.

Preuve: La définition méme de forme alternée revient a dire que si 7 € ;. est une transposition, ce qui fait
que e, = —1, alors :
a(Vr(1), -y Ur(r)) = &7 - a(V1,...,0p)
et donc ii) entraine i). Si on écrit o € X, comme produit de transpositions : o = 71 0-- -0 7y, alors il suit de
i) :
A(Vg(1), -+ s Vo(r)) = (=1)* - a(vy,...,v,)

et puisque ¢, = (—1)*, i) entraine ii).

Si o est alternée, et v; = v;, pour i # j, alors, en faisant opérer la transposition qui échange ¢ et j sur
la suite de vecteurs vq,...,v,, on voit que :

a(vy, ..., v) = —a(vy, ..., 0) = a(vy,...,0) =0

ce qui montre que i) entraine iii). D’autre part, si « vérifie iii), en supposant que ¢ < j, on a

CY(’U1, ey Vi1,V + V5, Vg1, - -4 U5—1, V5 + Vg, Vi, - cve) =0
= a(vl, ey Vi1 Vi Vig s e e o5 V=15 Vg Ut 1, - - .,’UT) =+ a(vl, e Vi1 Vi Vi s ooy Vi1, Vg, Ujgls - - .,’UT)—‘,-
+a(vy,. . s Vim1, V5, Viddy v v o5y Vi1, Uiy Ujt1, - - S Up) + afv, .. s Vim1, Vs Vigly e v o5 Vj—1, Vg, Vg, - - S0r) =0
= a(vl, ey Vi—1,V5, U1y o+, V-1, V5, Ujg1, - - .,’UT) + a(vl, ey Vi—1,V5, V41,0 - -5 V-1, Vi, Ujg1, - - .,’UT) =0
= a(vl, ey Ui—1, V4, V41, - - .,Uj_l,Uj,Uj+1, .. .,’UT) = —Oz(’Ul, .. .,Ui_l,Uj,Ui+1, .. .,Uj_l,Ui,Uj+1, .. .,’UT)

ce qui montre bien que « est alternée.

La propriété iii) est un cas particulier de iv), car si v; = v;, ¢ # j, on a la dépendance linéaire
v; —v; = 0. Inversément, si « satisfait iii) et que vy, ..., v, sont linéairement dépendants, alors il existe 7 tel
que v; =2, Aj - vj, et donc

a(vl,...,vi,...,UT):Z)\j-a(vl,...,vj,...,UT):O
i —

q.e.d.
1.4 Corollaire. Sir > dim(F), alors toute r-forme alternée sur E est identiquement nulle.

Preuve: En effet, cela suit de 1.3 iv).
q.e.d.

Nous allons définir une généralisation du symbole de Kronecker.
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1.5 Définition. Soient iy,...,4, et k1,...,k, deux suites de n entiers. On pose
o +1 si les indices 41, ..., i, sont distincts et k1,..., k, en est une permutation paire
21 ... 1 . . . . . . . . . .
Ky ke =94 —1 siles indices 41, ..., i, sont distincts et k1, ..., ky, en est une permutation impaire
0 sinon

1.6 Définition — Produit extérieur de deux formes alternées. Soient o € A"(E) et 8 € A*(E). On
définit la r 4+ s-forme a A B par :

(@A B)(v1,. .., 0pps) = > Syt vy, i) - By -y v;))
1S gia <ingre

On appelle a A 3 le produit extérieur de « et 5.

1.7 Remarque. Si A€ A°(E) =R, alors \AB=\-3.

1.8 Proposition. Le produit extérieur vérifie les propri€tés suivantes :
i) a A B est une r + s-forme alternée
i) distributivité; si oq, a0 € A"(E) :

(i t+a))AB=ar AB+asAf

iii) Anticommutativité :
aANB=(-1)"BAa

w) Associativité; siy € A'(E) :
(@AB) Ay =an(BA7)

ce qui autorise a noter a A\ B A~y pour l'une ou l'autre de ces expressions.
Preuve: Remarquons d’abord que si hy,...h,4s est une permutation de 1,...,7 + s, alors

i1 dpJ1eJs g1, r+s  gi1...irJ1.--0s
5i1 =5 o

~~~~~~ hrgs hiohrgs R
et donc
(CY/\ﬁ)(’Uhl,...,’UhT+S) = Z 6;7/11“];%jj 'a(vin"'avu) 'ﬁ(vjn"'avjs) =
1<iy <ig---<ip<r+s
1<j1 <j2---<js<r+s
1..... SRR F R | 1.....
= 6h1...h:i_: ’ Z ilh]lr-‘g; : a(vil’ .. "UiT) : ﬁ(vjl’ .. "Ujs) = 6h1,,,h:i_: : (a/\ﬁ)(vla SRES) UT+S)

1<iy <ig---<ip<r+s
1<j1<j2---<js<r+ts

ce qui montre que la propriété ii) de la proposition 1.3 est satisfaite, et donc « A 5 est bien une forme
alternée.
La distibutivité se vérifie sans difficulté. ‘

L’anticommutativité suit du fait que §;* "7t 7 = (=1)7® . 5{1 7o
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Vérifions 1’associativité

haeohoy sk k
((a A ﬁ) A ’7)(’01) .- 'aUT+S+t) = 2611 ....... T..ri—s—&-tt ) (a /\ﬁ)(vhl y . "U}M+s) 'V(Ukn .- '5Uk7t)

_2 : hi...hpyski.. ke R T F O |

- 61 ,,,,,,,,,,, r4+s+t Yy ““T“}LT+SS 'a(vin"'avu) 'B(an"'avjs) 'W(Ukn"'avkt)
_67:1~~~7:7‘j1"'j8k1"'kt
Tl r4+s—+t

ou il est sous-entendu que 1 < hy < --- < hpys <1+ 5+t etcetera.
q.e.d.

La derniere formule se généralise sans autre au produit de plusieurs formes alternées :

S N I
(a/\ﬁ/\~ . ~/\'7)('U1; cee Ur+s+~~~+t) = Z 5111-]1] r+sl...+z 'a(vin ceey UiT) 'B(Ujla ceey Ujs) e "’7(/01615 SRR Ukt)

ou, afin d’éviter des triples indices, nous indiquons par «, 3, ...,~ un certain nombre de formes alternées,

d’ordre respectivement r, s, ...,t. En particulier, si on a des 1-formes ¢1,...,p,, on a :
(1A A n ) = S AT () (o) = dé((ilv), L)
N
1.9 Théoréme. Soient ¢1,...,p, une base de ’epace des formes linéaires de I’espace vectoriel E. Alors

les (:) r-formes alternées {pi, N+ A (piT}1<i1<~~~<iT<n forment une base de l’espace vectoriel A™(E).

Preuve: Désignons par ey, ..., e, la base de E dont ¢1, ..., p, est duale, de sorte que
1 sii=j
(o) =
#ile;) {0 sinon
Prenons a € A" (FE) et r vecteurs vy, ...,v, € E, que 'on peut écrire dans la base ey, ..., e, sous la forme :

vi= Y Vi€
=1

et alors, puisque « est multilinéaire :

CY(’Ul,...,’UT): E U1,iq -...-Um-T-a(eil,...,eu)
i1,..00r=1,..,m
et puisque « est alternée :

_ _ 1101
a(vy,...,v) = E Vigg e Uiy 04y, €)= E Oyt gy v, €y s €4,)
EARTI 28 1<ip<-<ip<n

Z iy yei) (wig Ao A (01,0, 00)
1<ii<-<ip<n

et donc, si 'on pose oy, ... i, = ale;,...,e;,.) ER, ona:

o= E Qiy,in " Piy N N0y,
1<i1<--<ip<n

ce qui montre bien que les {@;; A---A (piT}1<i1<~~~<iT<n engendrent 1’espace vectoriel A”(E). Montrons
qu’elles sont linéairement indépendantes. Supposons d’avoir une relation du type :

Q Z )\ihm’u Qi N N = 0 , )\ihm’u eR

1<i1 < <ip<n
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et remarquons que

1seeorlr

(‘Ph AN (PiT)(ejla SRR e]%) = 5;‘1,,,,jT
11 suit alors de © que :

Z )‘i17-~~7iT ) ((ph ARERA (piT)(ejn sy e]}) = Aj17"'7j7‘ =0 V1<ji<...<j-<n
1<i1 <<t <

et donc les {¢s, A A @i} .. i <, forment bien une base de A" (E).
q.e.d.

Dans le cas ot £ = R™ muni de la base naturelle, dans ce contexte on a ’habitude de noter dz, ..., dz,
la base duale, de sorte qu’une forme r-alternée sur R" s’écrit :

o= E Qiy,iy de, A... N\ d.’L‘iT y o Oy i, € R
1<i1 < <4<

1.10 Remarque. Dans R3?, les espaces A'(R3) et A%2(R?) sont tous deux de dimension 3, donc isomor-
phes entre eux et isomorphes & R?, et A3(R?) est de dimension 1, donc isomorphe & R. Si on choisit les
isomorphismes :

R? — AI(RS) , (a1,a9,a3) — ay -dxy +az - dre + a3 - das
R? — A%(R?) |, (ai1,a2,a3) — ay -dre Ades +as - des A dey + as - dey A das

(notez la permutation cyclique des indices 1, 2, 3)
le produit extérieur de deux 1-formes fournit un produit sur R, qui n’est autre que le produit vectoriel :

(al'd.’L‘1+a2'd.’L‘2+a3'd.’L‘3)/\(b1'd.’L‘1+b2'd.’L‘2+b3'd.’L‘3) =
(a2b3 — agbg) -dxo Ndxs + (a3b1 — albg) . (d.’L‘g A\ d.’L‘l) + (a1b2 — agbl) . (d.’L‘l A\ d.’L‘Q)
soit :

(@1, a2, a3) X (b1, ba, b3) = (azbs — asbs, azbr — a1bs, a1bs — azby)

Transposition par une application linéaire

Soient F et F des espaces vectoriels sur R et soit A : E — F une application linéaire. On en déduit une
application linéaire A"(A) au niveaux des r-formes de la maniére suivante :

A(A): A"(F) = A"(E) , A(A) ()@, = a(A(v1), ..., A(v,))
Notez que si 7 = 1, on retrouve la définition de la duale d’une application linéaire.

1.11 Proposition.
i) Si E, F et G sont des espaces vectoriels sur R, et A: E — F et B: F — G des applications linéaires,

alors
A"(Bo A) =A"(A) o A"(B)

it) si Ig: E — E désigne Uapplication identité, alors
A (Ig) = Ixr(p)
iii) sia € A"(E) et B € A°(E), on a :

AT (A)(a A B) = AT(A) (@) A A (A)(B)
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i) siey,..., e, estune base de E et f1,. .., e, est une base de F', avec bases duales respectivement 1, . .., ¢n
et Y1, ...,%p, alors, pour toute suite 1 <4y <--- <. <mona:
AT (A) @i, A A )= > Ay A A )

1<ji<-<jr<p

ot A;; désigne le mimeur de la matrice de A dans les bases ey, fo, correspondant auzr suites i et j;
explicitement, si (ay,¢) désigne la matrice de A :

Aij = dét(aiy jo)g o1,

Toutes ces propriétés se vérifient aisément a partir des définitions. m

2. Formes différentielles

2.1 Définition. Soit U un ouvert de R™ et r un entier compris entre 0 et n. Une r-forme différentielle sur
U est une application w : U — A" (R™) de classe C™.

En d’autres termes, une r-forme différentielle sur U est la donnée, pour tout point x de U, d’une r-forme
alternée sur R™, dépendant de maniere C*> du point z.

En utilisant la base naturelle de R™ et la base de A”(R™) qu’on en déduit, on peut écrire

w(z) = Z Wiy, (@) - dzgy AL AN dy,

1<i1 <+ <ir-<n

les (:) fonctions w;, .. ;. (x) étant définies sur U et de classe C*.
On dénote par Q7 (U) espace des r-formes différentielles sur U

2.2 Exemples.
(1) Voici une 1-forme sur R3:
To - dx1 + .I‘%.ngl‘g — 123 - dx3

(2) La 1-forme sur R? \ {0} suivante nous sera utile par la suite :

_ xdy —ydx

- .’L'2 + y2
On peut interpréter cette forme en remarquant que w(x)(,) vaut tan(c), ot « est I’angle constitué par le
vecteur (z,y) et le vecteur v = (vy,vy) (voir figure 4.1). Si « est petit, tan(a) = a.

(3) Si f: U — R est une fonction C*, on note par df sa dérivée, qui peut étre vue comme un élément de
QY(U), quon peut aussi écrire :
3.5 f
d =
=2

(4) On note par Q°(U) I'espace des fonctions C* sur U; c’est cohérent avec le fait que A°(R™) = R.

. dl‘i

Les constructions que 1’on a introduites pour les formes alternées induisent des constructions analogues
pour les formes différentielles.
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(_y7 .’17) R

U= (Ug, Uy)

Figure IV.1 — Interprétation géométrique de la forme w

Tout d’abord, notons que Q"(U) est un espace vectoriel sur R, de dimension non finie en général : si
a,f€ Q" (U) et A\, n € R, on peut poser

A-at+p-B)(x) =A-a(z)+p- )

Produit extérieur de deux formes
Soient o € Q" (U), B € Q°(U); on définit leur produit extérieur par :

(@A P)(z) = (a(z)) A (B(z))

les propriétés de distributivité, anticommutativité et associativité pour le produit extérieur de formes diffé-
rentielles sont conséquence des propriétés analogues pour le produit de formes alternées établies dans la
propostion 1.7.

Notons que si a(z) € Q°(U) est une fonction et 3 =31 .5 <p Qiy,.oiy - dyy, Ao Aday,, alors

a(x) NG = Z a(x) - auy g - dxig Ao AN dT,

1<i1<-<ip<n
que l’on peut aussi bien écrire a(x) - 0.

Transposition par une application C>

Soient U C R™, V C RP des ouverts et f : U — V une application C*°. Elle induit une application
f*: Q7 (V) = Q" (V), pour tout r, définie par la formule suivante :

fHw)(@) = A"(dfz) (w(f (2)))

soit, explicitement :

@) (@) 0y = W (@) (dfo (01),00 v (0,))
On voit qu’il est indispensable que f soit au moins de classe C!, puisque 1’expression de f* fait appelle & la
dérivée de f. Sion note f = (f1,..., fp) et dy1,. .., dy, le 1-formes de base duales & la base naturelle de RP,
on a :

f*(dyil A --/\dyiT) = dfi1 A --/\dfiT
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Notons qu’il suit de 1.11(3) que f*(a A 8) = f*(a) A f*(B).
Vient maintenant une nouvelle opération sur les formes différentelles, qui généralise la dérivée d’une
fonction.

La différentielle extérieure

2.3 Définition. Soit U C R™ un ouvert et w € Q" (U), que I'on peut écrire :

w= Z Wiy, (@) - dxgy Ao AN dxy,

1<iy<--<ip<n

ou les wj, .. ;. (x) sont des fonctions C* sur U. On définit la différentielle extérieur de w comme étant la
r + 1-forme différentielle définie par

: " Owiy,.
dw(m)d:ef Z Z %(z) ~dx; Ndxgy Ao N dx;,
1<y < <ip<n i=1 i

Ceci définit une application d : Q"(U) — Q"+1(U) pour tout r > 0.

2.4 Exemples.

(1) Soit
w=ayz-dr+yz-dy+ (x+y+z2)-dz

alors

do=yz-deNdr+xz-dyNdrx+azxy-dzNdr+y-dzNdy+drANdz+dyNdz =
=0
(I1—y)-dyndz+ (xy—1)-dz Adx —xz-dx Ndy

(2)Si feQU),df = g—zfi» dzx;, ce qui montre que cette notation est cohérente avec la notation de dérivée
d’une application.

(3) Calculons la différentielle extérieure de la forme différentielle de I'exemple 2.2(2) :

xdy — ydx 0 T 0 T
d|l————— | =—=— | ———= | -dzAd — | ———= | -dyAd
( 212 > oz \ 22 + 42 z y+5y 212 u

9 y 9 y
5 (i) st (i) anes

22 4y — 202 2?41y — 22
:<7(x2+y2)2 >-dx/\dy+<7(x2+y2)2 >-dx/\dy:0

(4) Soit (a, b, ¢) un triplet de fonctions C> sur un ouvert U de R?, que I’on peut regarder comme un champ
de vecteurs sur U. En utilisant les isomorphismes de la remarque 1.9, on peut lui associer

i) une 1-forme différentielle ¢ sur U :
p=a-dr+0b-dy+c-dz
ii) une 2-forme différentielle w sur U :

w=a-dyNdz+b-dzNdx+c-dx Ndy
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On a :
Oa Oa ob ob Oc Oc
dp=—dyNnd —dzNd —dz Nd —dzNd —dz ANdz+ —dy Nd
v ayy x+822 x+0xx y+822 y+8xx Z+0yy :
Oc 0b da  Oc ob  0Oa
(a—y—$>dy/\d2’+(a—%>dz/\d$+<%—a—y>dl‘/\dy

et on reconnait les 3 composantes du rotationnel du champ (a, b, ¢) dans les facteurs de dy A dz, dz A dx
et dx A dy respectivement (dans cet ordre).

Au tour de la différentielle de w :

Oa 0b Oc
dv=—+—+—) -dxANdynd
s <8x+8y+82> raaynaz

et on reconnait que le facteur de dx A dy A dz est la divergence du champs (a, b, c).

Voici les propriétés fondamentales de la différentielle extérieure.

2.5 Proposition. Soient U C R™ et V C RP des ouverts.
i) Soient a1, as € Q7(U). Alors
d(a1 + CYQ) =day + das

it) Soient a € Q"(U), B € Q*(U), r,s > 0. Alors :
dlaNpB)=daNf+(-1)"-aNndp

iii)
d(da) =0
i) Soit f:U —V de classe C* et w € Q"(R™). Alors :

d(f*(w)) = f*(dw)

Preuve: 1) est une conséquence immédiate de la linéarité de la dérivée.
Pour ii), prenons d’abord un cas particulier de formes :

a=a(x) -dry A...ANdz;, . B=0bx) dzj A...Ndzy,

dlaAB) =d(a(z)b(x) - dxy, A.. . ANdxg, Ndxj, A...ANdz;,)
b

:Z (a )dl‘i/\dl‘il/\.../\dxiT/\dle/\"'/\dij:
‘ L

Q

/D b
Z( ® bta- >dxi/\dxil/\.../\dxiT/\dle/\.../\dxjs:
P 6331- 6331-

"\ 0
( %dmi/\dml/\.../\dmu> A(b(x) - dxj, Ao ANdxy,) +
i=1 01

(a(x) - dag, A ... Adxy) A (E: aab (=1)dx; Adzj, A .. A dxj3> -
i
=1

dahpB+ (-1)'andS
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et de la on déduit le cas général par linéarité de la différentielle extérieure et distributivité du produit
extérieur.
Pour iii) et iv) on utilise le méme procédé. Soit oo = a(x) - da;, A ... A dx; ; alors

™

Z Fa (—1)j(—1)idxwdx-+ﬂ(—mi(—wdagwdm Adzi, A...Ndz;. =0
5.7:]51'1 J ) axzaxj 7 j i1 ce . iy =

1<i<j<n

n 92 ) .
Yido Adxg, A ... A dxiT> = Z %(_1)3(_1)%% ANdx; Ndxg, N... Ndx;, =

Pour iv), prenons d’abord le cas ot & = a(y), une O-forme, auquel cas f*(a) est simplement la composée

aof:
f*(da)=f*< ) Z—(f(l))dfz ZZ@ (@) - fz i =

i=1 j=1
Uy, ofi .
> (Z 5; f(x) agfj)dxj =d(ao f) =d(f"(a))

Maintenant on prend o = a(y) - dy;; A ... Ady;.. Alors :

(@) =a(f(z))-dfi, N . Adfi, = f*(a) Ndfiy Ao N dfs,
et donc

d(f*(a)) = d(f*(a)) dfiy A A dfm)parzii)

= cl(f*(a))A(df;-1 A A dfu) + f*(a) A d(dfil Ao A dfu) =
=f~(d(a))

=0 par ii) et iii)
= f5(d(a)) A 5 (dyi,) Ao A P (dys,) = fo(d(a) Adyiy, Ao A dy,) = f(d(a)

q.e.d.
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3. Intégration de formes et théoreme de Stokes

Soit U un ouvert de R, w = a(x) - dzqy A ... A dz, une n-forme sur U et A C U un sous-ensemble de
bord néligeable, au sens de la théorie de la mesure. On définit 'intégrale de w sur A par :

/w—/ z)dzy .. .dz,

Soit I™ = [0,1] x - - - x [0, 1] le cube standard et définissons, pour i =1,...net e =0,1:

Pie Zln_l — I" s (pi75(.1‘1,...,.1‘n_1):(.’L‘l,....Z‘i_l,E,.’L'i,...,l‘n))
N—_— ———

i
il s’agit de paramétrisations naturelles des 2n faces du cube I™.

3.1 Proposition - le lemme de Stokes. Soit U C R™ un ouvert contenant le cube I™ et soit w une

n — 1-forme sur U. Alors :
/ do="Y (—1)”6/ i e(w)
n -1 Jn—1

i=1,..., n

Preuve: On peut écrire

ai(x)dxl Ao ANdri—1 A CZ;‘Z' ANdzip1 N ... Ndzy,
1

n
1=

ou le symbole CZI\‘Z' indique que ce terme est 6té. Alors

dw—( aaz_ 1>dx1/\.../\dxn
axz
et donc
- . 0a; - , da;
= 1)yt == = —1)tt Sday ...
V] /Indw Zl/( ) o, A diy, i:zl( ) /Inaxidxl dy,
Or

1
Oa;
/ —aledxi:ai(xl,...,xi_l,l,xi+1,...,xn)—ai(xl,...,xi_l,O,xiH,...,xn): Z( 1)~ 1@Z7E(w)
0 ()

et alors O donne :

q.e.d.

On étend les intégrales de formes a des objets paramétrés. Soit ¢ : I" — U une application C*>°, ou U
est un ouvert de R" et soit w € Q" (U). On pose :

[ ] ¢

3.2 Exemple.
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Soit
_xdy — ydx

e € 2E\{0))

et ¢ :[0,1] — R?\ {0} la paramétrisation du cercle :
©(t) = (cos(27t), sin(27t))
Alors

cos(2nt) - d(sin(2t)) — sin(27t) - d cos(27t)
cos(2mt)? + sin(27t)?

1
/wz/ 2w - dt = 2w
7] 0

Ce résultat n’est pas étonnant, au vu de U'interprétation de w donnée dans 2.2(2)

0 (w) = =27 - dt

et donc

3.3 Définition. Une r-chaine cubique, singuliere de U est une expression de la forme :

L
> ek on
k=1

ouck € Ret g : I" — U est une application C*°, k=1,...,¢.
On dit aussi simplement que ¢ = Zizl ¢k -k est une r-chaine. Remarquons que le signe somme est
purement formel : aucune somme n’est effectuée, c’est une fagon de se donner la collection des ¢y et .
On définit le bord dy) comme étant la  — 1-chaine :

) =D (1) (pr 0 ¢ic)
et le bord de la k-chaine ¢ = Zizl Ck - g par :
¢
Jc = Z cr - 0Pk
k=1

On note par C,.(U) ensemble des r-chaines cubiques singuliére, qui est naturellement muni d’une structure
d’espace vectoriel sur R; 9 : C.(U) — C,_1(U) est une application linéaire.
Sic= Zi:l ek ok € Cr(U) et w e Q7(U), on pose :

3.4 Théoréme de Stokes. Soit c € C,.(U) et w € Q"1 (U). Alors :
/ w= /dw
dc c

Preuve: Cela résulte immédiatement du lemme de Stokes et des définitions. m
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4. Applications

Le théoréme du point fize de Brower

4.1 Théoréme. Soit D?> C R? le disque unité et S* son bord. Il n'existe pas d’application continue
f:D? — S qui soit Uidentité en restriction au bord S*.

Preuve: Soient
c QY RZ\{0}) , ¢:[0,1] —=R*\ {0} , ¢(t) = (cos(2t),sin(2nt))

et
Y I? = R? | ah(ty,ta) =t - ((cos(2mty), sin(27ts))

de sorte que
0 = (=1)-0-(cos(27ta), sin(27ta)) +t1 - (cos(0), sin(0)) 4 (cos(2mts ), sin(27ts)) — t1 (cos(2), sin(27)) = ¢

On se rappelle aussi que dw = 0 (exemple 2.4(3)). Par abus, et souci de clarté, on écrira St au lieu de ¢ et
D? au lieu de 1, de sorte que S* = 9D?.

On raisonne par ’absurde : supposons qu’il existe f : D? — D? qui soit 'identité sur S*.

Supposons d’abord que f soit C*°, ce qui signifie qu’il existe un ouvert U O D? et une application C™®
g: U — R? qui étend f; cela permet de donner un sens a la transposition f*(w). Puisque f|S* = idg1, on
aurait, en appliquant le théoréeme de Stokes :

[o=[ rw=[ rw=[ are) -t
St St D2 D2 N——

=f*(dw)=0

donc un tel f ne peut pas exister.
Dans le cas général, prenons d’abord ¢ > 0 petit et définissons g : D? — R? par :

guoz{f@ﬂl—d>swmns1

z(l—e¢) sinon

de sorte que g est & valeurs dans {x € R? | [|z| > 1 — ¢}, et pour [|z| > 1 —¢, g(z) = (1 — ¢) est proche de
I’identité; en particulier, g est de classe C* pour ||z|| > 1—¢/2. On invoque alors le théoréme d’approximation
de Weierstrasst pour conclure & l’existence d’une application h : D? — R? de classe C*, proche de g avec
ses premictres dérivées pour ||z| > 1 —¢/2; en particulier, h sera a valeurs dans R? \ {0}. Alors [ w est
proche de f g1 h*(w), donc non nulle, mais d’autre part on trouve comme tout-a-’heure, par le théoreme de

Stokes :
/51 W (w) = /BDZ h(w) = /D d(h*(w)) =0

=h* (dw)=0
ce qui est une contradiction.
q.e.d.
On exprime le resultat précédent en disant que D? ne peut pas se rétracter sur son bord. En fait ce
résultat est valable pour les disques de toute dimension : D" = {(xl, o Tp) ER™ |23 4422 < 1} ne
peut pas se rétracter sur la spere S"! = {(xl, s Ty) ERY |22 4 422 = 1}. Pour n =1 c’est un petit

exercice, pour n > 3 cela peut se démontrer de maniére analogue au théoréeme précédent.
Une conséquence du théoreme précédent est le théoréme du point fixe de Brower :

1 Une version simplifiée de ce théoreme a été démontrée dans 1.2.10
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4.2 Théoréme. Toute application continue f : D?> — D? posséde un point fize : 3 a € D? tel que

fa) =a.

Preuve: Si f : D?> — D? n’a pas de point fixe, on en déduit une rétraction g de D? sur son bord de la
maniére suivante : si ¥ € D?, puisque f(z) # x, on peut tracer la demi-droite issue de f(x) passant pas z;
g(z) sera 'intersection de cette demi-droite avec le bord de D?. En formule, cela donne

¢®w—f@»”+ﬂ—HW%WH—f@WQ—ww—fMD
lz = f ()]

g(z) =z +

Le lecteur pourra faire les multiples vérifications nécessaires par lui-méme, ou simplement s’en convaincre
sur le dessin (figure IV.2).
q.e.d.

g(x)
Figure IV.2 — La rétraction g(z) associée a f(x)

Notons que le théoreme de Brower est vrai en toute dimension, avec une preuve qui suit suit le mémes
lignes que le cas particulier que nous avons traité ici.

Le théoréme de Nash sur l’existence de points d’équilibre

Ce résultat de Nash se place dans la théorie des jeux, et trouve son application dans la modélisation
de stratégies économiques. On en donne ici une version simplifiée, calquée sur ’exposition donnée par John
Milnor dans The mathematical Intelligencer, vol. 17, no. 3 (1995), ” A Nobel Prize for John Nash”.

On suppose qu’il y a n joueurs, numérotés de 1 & n. Le i-eéme joueur choisit la valeur d’une variable

s; dans un ensemble S;, 'ensemble des stratégies possibles pour le i-eme joueur, ceci pour i = 1,...,n;
les joueurs choisissent leur stratégies simultanément. A chaque joueur correspond une fonction ”gain” p; :
Sy x -+ x 8, — R. Chaque joueur essaie de maximaliser son gain p;(si,..., S, ), mais ne peut choisir que

sa propre stratégie s;. Le but du jeu est de faire en sorte que chaque joueur puisse gagner de maniere
satisfaisante (par opposition aux jeux dits ”a somme nulle”, comme la guerre, ou les uns gagnent dans la
mesure ol les autres perdent).

La premieére contribution importante de Nash a été de donner une notion appropriée de point d’équilibre
pour ces jeux; la voici :

4.3 Définition. Un n-tuple de stratégies (s1,...,8,) € S1 X -+ X S, est un point d’équilibre si aucun
joueur ne peut augmenter son gain p;(si,...,S,) en changeant la valeur de s;, pendant que les autres s,
restent fixes.
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4.4 Exemple.

Un groupe de n personnes va diner au restaurant. Le prix des menus varie de 20 a 30 francs; on décide de
partager la facture en n parts égales, indépendamment du menu choisi. Ici s; = prix du menu choisi par i,
et S; = [20, 30]; le gain de chacun est la différence entre le prix du menu qu’il a choisi et ce qu'’il paye :

pi(s1,-..,8n) =8 —1/n(s1+ -+ sn)

On voit que p; est strictement croissante en s;, quelque soient les valeurs des autres s;. Le seul point
d’équilibre est done (30, ...,30) : tout le monde choisit le menu le plus cher.

Et voici le résultat principal.

4.5 Théoréme. Supposons que les ensembles S; soient des sous-ensembles convexes, compacts de R™, i =
1,...,n et que les focntions p; : S; — R soient continues par rapport a 'ensemble des variables (s1,...,Sn)
et linéaires par rapport o la variable s;. Alors il existe au moins un point d’équilibre.

Nous ferons la démonstration seulement dans le cas o n = 2 et S; = Sp = [—1, 1]; 'idée est de se ramener
au théoreme de Brower, que nous avons démontré dans le cas n = 2. Dans le cas général, la preuve est
semblable, mais utilise le théoréme de Brower général. Donc on suppose dorénavant que S; = Sp = [—1,1].

4.6 Exemple.
Voici un exemple abstrait. On prend p1(s1,82) = s1 - 53 et pa = st - s2 — 353 + 2. Les points (0,0) et (1,1)
sont des points d’équilibre.

4.7 Lemme. Soit K =[-1,1] x [-1,1] et v: K — R continue. Alors :
o soit il existe § € K avec v(§) =0
o soit il existe § sur le bord de K tel que v(8) pointe vers Uextérieur de K.

Preuve: Soit p : R? — K la rétraction de R? sur K définie par

Cy g ||(z >1 .
p(x’y):{éf’é’i'“ S =1 o )l = s il ol

Alors Dapplication f : K — K, f(s) = p(s + v(s)), admet un point fixe § d’apres le théoréme du point fixe
de Brower 4.2.
e si §+v(8) € K, alors
§=3%+v8) = v =0

e sinon §+v(§) ¢ K, donc § = p(§+ v(8)) est sur le bord de K, et v(§) pointe vers 'extérieur de K (voir
figure IV.3).
q.e.d.

Preuve de 4.5. On applique le lemme & v(s1, s2) = (
q.e.d.
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Figure IV.3 — Interprétation du lemme 4.7



