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1. On dit que le point (xq,10) de la courbe d’équation y — g(x) = 0, olt g est de classe C?, est un
point d’inflexion si ¢’ (z¢) = 0. Plus généralement, soit (xg,yo) un point régulier de la courbe d’équation
f(z,y) =0, out f est de classe C?; soit g :]zg — ro, zo + 70] —]yo — Ro,yo + Rol telle que f(z, g(z)) = 0, au
cas oll a—i(rg,’yg) = 0 (sinon il faut échanger les roles de z et y). On dit que (xo,yo) est un point d’inflexion
de Z(f) si g"(xzg) = 0.

Montrer que les points d’inflexion de Z(f) sont ceux qui satisfont I’équation :

f%y fg _szc,y'ffc fy +frrfy2 =0

ou hy (resp. hy) désigne la dérivée par rapport a = (resp. par rapport a y) de la fonction h(x,y).
(Indication : on sait que ¢'(z) = —f./ fy; calculer & partir de la ¢”(x) en fonction des dérivées de f).
Trouver les points d’inflexion des courbes suivantes et les esquisser:

-2z —-1)=0 ; 22+ -1=0
2. Trouver la distance minimale de la courbe plane z? + 8xy + 7y? — 225 = 0 a origine. Cette courbe
est-elle compacte ?

3. Montrer que la courbe de I'espace d’équations 22 + (y —1)2 =1 =0et y + 1/22 — 1 = 0 est compacte.
Trouver les distances minimales et maximales de ses points a l’origine.

4. (Phénomene de Gibbs)

oo . 1 si O<z<m
4 2n —1 ’
a) Montrer la formule — E sin(2n — Lo =40 si x=0,
s 2n—1 .
1 -1 si —m <x<O0.

n

4 in(2k —1 2 7 sin2nt
b) Vérifier que s, (z) = — 21: “(%7_1” == /O Sl;n” dt en calculant /..

2 (™ sint
¢) Constater que s, est maximale en 7/2n et montrer que lim, oo Sp(7/2n) = — / Tdt > 1.
T Jo

5. (Riemann-Lebesgue pour intégrales impropres) Soit f :]a, b[— C une fonction telle que f|4/ 3 € R, pour
tous a < a’ <V <bet [—ab|f| < co. Montrer que :

b
/ f(x)cos Azdr — 0o quand X\ — oo

En déduire que si f est 2m-périodique intégrable et satisfait, pour un z € R :
|f(z —t) — f(x)] < M]t|, pour [t] petit,
alors s, (f)(z) — f(x) quand n — oc.

(Indication: Ecrire s, (f)(z) — f(z) = /0 7T[f(x —t) — f(2)]Dn(t)df)

6. Résoudre, en séparant les variables :

0?u  9*u
922 + 8—y2 =0 dans ]0,7[x]0,5],
u(z,0) =xz(r —x), wu(x,5)=0, pour 0<z<m,

u(0,y) = u(m,y) =0, pour 0<y<5.



