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1. Trouver les extrêmales de :
(a) ∫ 1

0

(
ϕ′(x)2 + 12xϕ(x)

)
dx , avec ϕ(0) = 2, ϕ(1) = 3

(b) ∫ 2

1

ϕ′(x)
(
1 + x2ϕ′(x)

)
dx , avec ϕ(1) = 3, ϕ(2) = 2

2. Trouver ϕ0 : [a, b]→ R, ϕ(x) > 0 pour x ∈ [a, b], ϕ0(a) = A, ϕ0(b) = B, qui minimise la fonctionnelle :

∫ b

a

√
1 + ϕ′(x)2

ϕ(x)
dx

(Cette intégrale représente la longueur de la courbe x �→ (x, ϕ(x)) dans le demi-plan
{
(x, y) ∈ R2 | y > 0

}
muni de la métrique hyperbolique.)

3. Décrire les géodésiques du cylindre de R3 d’équation x2 + y2 − 1 = 0.

4. Soit {ϕn}n∈Z un système orthonormé complet de R([a, b], C). Si f, g appartiennent à R([a, b], C), et si
cn, dn sont les coefficients de Fourier de f, g, montrer l’égalité :

< f, g >=
∑
n∈Z

cndn

Indication: 4 < f, g >= ‖f + g‖2 − ‖f − g‖2 + i ‖f + ig‖2 − i ‖f − ig‖2.

Corriger l’énoncé pour un système orthogonal complet.

5. Vérifier que la fonction f(x) = e−x2
appartient à l’espace S(R).

6. Soit G : R −→ C la fonction définie par :

G(t) =
∫ +∞

−∞
e−x2

e−ixtdx

Montrer que G vérifie l’équation différentielle 2G′(t) + tG(t) = 0 et en conclure que G(t) =
√

πe−t2/4. En
déduire la transformée de Fourier de la fonction f(x) = e−a2x2

si a ∈ R.


