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Faculté des sciences

Section de mathématiques
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1. Soit X ⊂ Rn une sous-variété, U ⊃ X un ouvert et ξ : U → Rn un champ de vecteurs tangent à X,
c’est-à-dire tel que :

y ∈ X =⇒ ξ(y) ∈ TXy

où TXy désigne l’espace tangent à X au point y. Montrer que si ϕ : I → U est une trajectoire de ξ, et que
ϕ(t0) ∈ X pour un t0 ∈ I, alors ϕ(t) ∈ X pour tout t ∈ I (utiliser les équations locales de X). On montrera
plus tard que si X est compacte, les trajectoires maximales de ξ sont définies pour tout t ∈ R.

2. Montrer que le champ ξ(x, y, z) = (y,−x, 0) est tangent à la sphère S2 définie comme l’ensemble S2 ={
(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 − 1 = 0

}
. Trouver ses trajectoires.

3. Montrer que le champ ξ = (−y + xz2, x + yz2,−z(x2 + y2)) est tangent à la sphère. Esquisser ses

trajectoires (On pourra utiliser la transformation (ρ, θ) 7→ (ρ cos(θ), ρ sin(θ),
√

1− ρ2) pour se ramener à un
champ dans le plan).

4. Soit f ∈ O(Ω) une fonction holomorphe qui s’annule en a1, ..., an. Montrer qu’il existe des entiers
strictement positifs α1, ..., αn et une fonction g ∈ O(Ω) ne s’annulant pas tels que :

f(z) = (z − a1)α1 ...(z − an)αng(z), ∀z ∈ Ω

En déduire que
f ′

f
(z) =

α1

z − a1
+ ...+

αn
z − an

+
g′

g
(z) et que

1

2πi

∫

γ

f ′

f
(z)dz =

n∑

k=1

αkn(γ, ak) si γ est un

lacet homologue à 0 dans Ω qui évite a1, ..., an.

5. Classer les singularités des fonctions
sin z

z
,

1

cos z
,

log(1 + z)

z2
, zn sin(

1

z
).

6. Donner les développements de Laurent de la fonction f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)
dans les couronnes :

C1 =

{
z ∈ C, 1

2
< |z| < 1

}
, C2 = {z ∈ C, 1 < |z| < 2} , C3 = {z ∈ C, 2 < |z|}


