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1. Etudier la stabilité en (0, 0) des équations suivantes, soit par linéarisation, soit à l’aide d’une fonction de
Liapounov de la forme x2 + ay2 :

{
ẋ = −xy2 − 2y
ẏ = x− x2y

,

{
ẋ = y − sin(x)3

ẏ = −4x− sin(y)3 ,

{
ẋ = ey − 1
ẏ = − sin(x)− y

2. L’équation du mouvement du pendule s’écrit :

ẍ+ k sin(x) = 0

où x représente l’angle du bras du pendule avec la verticale et k est une constante positive. En posant y = ẋ
cette équation est équivalente au système d’ordre 1 :

{
ẋ = y
ẏ = −k sin(x)

Etudier les points critiques de ce système et leur stabilité. (Indication: en (0, 0), on peut utiliser la somme
de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle, qui est constante sur les trajectoires; en (±π, 0), on peut
regarder la partie linéaire de l’équation).

3. L’équation du mouvement du pendule avec friction s’écrit :

ẍ+ cẋ+ k sin(x) = 0

où c est une nouvelle constante positive. Ramener, en posant y = ẋ, à un système de deux équations d’ordre
1. Etudier la nature des points critiques par linéarisation. En déduire que l’équation étudiée sous 2) n’est
pas structurellement stable.

4. Soit λ un nombre réel > 1. Montrer que l’équation e−z + z − λ = 0 a exactement une solution dans le
demi-plan {z ∈ C, Re(z) > 0}. Vérifier que cette solution est réelle.

5. (Méthode de Cauchy) Soit f ∈ M(C) une fonction méromorphe ayant des pôles simples aux points
a1, a2, ... et soit {Rk}k∈N une suite de nombres réels tendant vers l’infini tels que Rk 6= an pour tous k, n.
On suppose que an 6= 0 pour tout n, et qu’il existe une constante M > 0 telle que sup|z|=Rk |f(z)| 6 M pour
tout k. Montrer que :

f(z) = f(0) +

+∞∑

n=1

Res(f, an)

(
1

z − an
+

1

an

)

(Indication: Le théorème des résidus nous donne f(z) =
∑
|an |<Rk

Res(f,an)
z−an + 1

2πi

∫
|ζ|=Rk

f(ζ)
ζ−z dζ . Poser

z = 0 et faire la différence). En déduire que :

π

sinπz
=

1

z
+ 2z

+∞∑

n=1

(−1)n

z2 − n2

6. Etudier la convergence de

+∞∏

n=2

n2 − 4

n2 − 1
,

+∞∏

n=1

(
1 +

(−1)n

n

)
,

+∞∏

n=0

(1 + z2n ).


