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1. Etudier la stabilité du point critique (0,0) pour le champ de vecteurs :

&(z,y) = (—2zy* — 2°, —y + 2%y)

2. Etudier les trajectoires de la famille de champs de vecteurs :

E=(y+aE—a*—y),z+yle—a*—y?)

a) Etude a priori :
— Montrer que la famille des trajectoires est invariante par rotation (indication: si R est une rotation,
montrer d’abord que & (R(P)) = R(¢.(P)), P € R?).
— Etudier la nature du point critique (0, 0), par linéarisation si € # 0, a 1’aide de la méthode directe
de Liapounov si € = 0.
— Montrer que si € > 0, le cercle 22 + y?> = ¢ est une trajectoire.
b) Par résolution explicite en passant en coordonnées polaires. On peut ensuite résoudre par séparation
des variables.
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représente I’évolution de deux especes en compétition. Trouver le point critique situé dans le premier cadran
(strictement). Pour ey = g3 = 1,01 = 2,02 = 3,01 = as = 1, étudier la nature du point critique par
linéarisation, et montrer que les deux especes peuvent coexister (plus généralement, on peut montrer que si
o109 — aqae > 0, alors les deux espéces peuvent coexister). On trouvera une résolution et des dessins de
trajectoires, a l'aide de Maple, sur la page Web du cours.

4. (Formule de Taylor avec reste) Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert £ contenant D(0, R). Pour
|z| < R et n €N, établir la formule suivante :

A ()

f(2) = F0)+ f(0)z + ... +

n—1 on
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ou fn(z) / &d( (Indication : remplacer par 1 + fi4z + dans
I¢I=R
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la formule de Cauchy).

5. Vérifier les formules suivantes :




