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Analyse II
Série 8
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1. Soit M(n) l’espace des n×n-matrices à coefficients réels. Si A ∈ M(n), on désigne par At sa transposée.
Soit Sym(n) l’espace des n × n-matrices symétriques à coefficients réels, c’est-à-dire :

Sym(n) =
{
A ∈ M(n) | A = At

}

Considérons l’application :
ϕ : M(n) → Sym(n) , A �→ A · At

et soit In ∈ M(n) la matrice de l’identité. Calculer la dérivée de ϕ. Montrer que si ϕ(A) = In (i.e. A est
orthogonale), alors dϕA est surjective.

2. Esquisser le graphe et trouver la classe de dérivabilité de la fonction :

f(x) =




(x + 1)n si x � −1
0 si −1 � x � 1
(x − 1)n si x � 1

3. Soient f : Ω → Rp, g : Ω′ → Rp, Ω ⊂ Rm et Ω′ ⊂ Rp des ouverts, a ∈ Ω, f(a) ∈ Ω′, f et g de classe C2.

Exprimer les dérivées secondes
∂2(g ◦ f)
∂xi∂xj

(a) en fonction des dérivées de f et g.

4. Pour x ∈ [0, 1], montrer que:

x − x2 =
8
π3

∞∑
n=1

sin(2n − 1)πx

(2n − 1)3
=

1
6
− 1

π2

∞∑
n=1

cos 2nπx

n2
=

2
π2

∞∑
n=1

sin2 nπx

n2

5. (Equation de la chaleur) Si K ∈ R, si u ∈ C2([−L, L]×]0,+∞[) satisfait :

∂u

∂t
= K∂2u

∂2x
, u(−L, t) = u(L, t) et

∂u

∂x
(−L, t) =

∂u

∂x
(L, t) ∀t ∈]0,+∞[

et si u(x, t) converge uniformément vers u0 ∈ C0([−L, L]) quand t tend vers 0, montrer que :

u(x, t) =
a0

2
+

∞∑
n=1

e−Kn2π2

L2 t
(
an cos

nπ

L
x + bn sin

nπ

L
x
)

an =
1
L

∫ L

−L

u0(x) cos
nπ

L
xdx , bn =

1
L

∫ L

−L

u0(x) sin
nπ

L
xdx

6. Pour f : R → C périodique de période 2π, vérifier les assertions suivantes :

a) f ∈ C1 et
∫ 2π

0
f = 0 ⇒ ‖f‖2 � ‖f ′‖2 et ‖f‖∞ �

√
2π√
12

‖f ′‖2

b) f ∈ Cm ⇒
∑

k2m|ck(f)|2 < +∞ ⇒
∑

|k|m−1|ck(f)| < +∞ ⇒ f ∈ Cm−1

c) f ∈ Cm ⇒ ∃C > 0, ∀n > 0, ‖sn(f) − f‖∞ � C

nm− 1
2


