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Informations

Ces notes présentent le contenu du cours d’Analyse I, premier semestre, donné a 'université de
Geneéve aux étudiants de premiére année de bachelor en mathématiques, en physique, en informatique
et en mathématiques et sciences informatiques. Il est probable qu'un certain nombre d’erreurs soient
présentes. Le cas échéant, des corrections seront effectuées tout au long du semestre. Il est également
possible que des informations manquantes soient ajoutées. Vous pourrez toujours télécharger la version
la plus récente du polycopié depuis la page Moodle du cours. Merci de me communiquer toute erreur
que vous trouveriez (si possible apreés avoir vérifié qu’elle est toujours présente dans la version la plus
récente).

Conseils généraux au sujet du cours

Si vous souhaitez avoir une version papier du polycopié, vous pouvez imprimer le pdf vous-méme
ou le faire imprimer par la centrale de polycopie d’Uni Mail (je vous renvoie a leur site internet pour
la procédure).

11 est fortement recommandé que vous annotiez le polycopié, trés détaillé, plutét que de prendre
des notes. Cela vous permettra de suivre les explications données en cours (le rythme du cours sera
probablement substantiellement plus rapide que ce & quoi 'enseignement secondaire vous a habitué).
I vous est également conseillé de relire le polycopié chez vous. Pour certaines personnes, le proces-
sus d’apprentissage est facilité par I’écriture : si c’est votre cas, recopiez chez vous les parties les plus
importantes des notes, ou profitez-en pour préparer un résumé aprés chaque cours.

Lors de votre relecture, vous pouvez tester votre compréhension en répondant aux quiz (repérés
par le symbole Q@); ceux-ci ne seront discutés ni en cours ni durant les séances d’exercices, mais les
réponses se trouvent dans ’Appendice C en page 149 (et les assistants ou moi-méme sommes évidem-
ment disponibles en cas de difficultés). Dans ces quiz, un certain nombre d’affirmations sont données,
et vous devez cocher celles qui sont correctes. Notez que vous devriez étre capable de défendre votre
choix : si vous avez coché la case, vous devriez pouvoir démontrer I’affirmation (ou expliquer comment
se ramener a un résultat démontré antérieurement); si vous ne I’avez pas cochée, vous devriez étre en
mesure de produire un contre-exemple.

Le but de ce cours (et de sa suite au second semestre) est de vous enseigner une approche rigoureuse
de I'analyse réelle. Vous devriez déja avoir rencontré la plupart des concepts abordés dans ce cours
lors de vos études secondaires. Toutefois, le niveau de rigueur exigé ici est beaucoup plus élevé. En
particulier, le but du cours n’est pas uniquement calculatoire (apprendre a calculer des limites, des
dérivées, des intégrales, etc.), mais également d’apprendre a rédiger des démonstrations. Ainsi, s’il y
aura évidemment des exercices calculatoires, il y aura également un nombre important d’exercices vous
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iv Informations

demandant d’établir certains faits. Pour la rédaction de vos démonstrations, vous étes encouragé a vous
inspirer des preuves faites en cours, ainsi que des corrections des exercices par les assistants.

Lorsque vous analysez une preuve, il y a plusieurs niveaux de lecture : une compréhension ligne-
a-ligne (comprendre comment I’on passe d’une affirmation a la suivante), mais également une compré-
hension plus globale (déterminer les idées centrales de ’argument, ainsi que I'intuition qui sous-tend
le résultat). De nombreuses méthodes de démonstration se retrouvent d’une preuve a l'autre, et il est
important dans votre formation de les reconnaitre et de vous les approprier. Ceci n’est évidemment pas
spécifique a ce cours. Vous devriez aussi prendre ’habitude de repérer ou les hypothéses apparaissant
dans I’énoncé d’un résultat sont utilisées dans sa preuve.

Comme vous pouvez le voir, le polycopié contient de nombreux exercices. Un certain nombre d’entre
eux, mais pas tous, seront regroupés sous forme de séries d’exercices, qui vous seront distribuées une
fois par semaine et dont les solutions seront mises a votre disposition via Moodle la semaine suivante.
De plus, certains problémes seront discutés en détails par les assistants lors des séances d’exercices. I
est fortement recommandé que vous participiez a ces séances, en particulier si vous avez de la peine a
résoudre les exercices par vous-méme : une des taches des assistants sera de vous donner des conseils
sur la meilleure facon d’aborder certains types d’exercices et sur les réflexes a développer, ce qui vous
sera tres utile lors de 'examen.

Vous avez la possibilité de rendre vos solutions a certains des exercices de chaque série (ceux-ci
indiqués sur ces derniéres), qui seront alors corrigées. Notez que la qualité de la rédaction (en particulier
lorsque ’on vous demande une démonstration) est treés importante : votre argument doit étre présenté
de maniére claire et structurée.

On ne vous recommandera jamais assez d’essayer de faire les exercices par vous-méme. Il ne suffit
en général pas de comprendre la solution qui vous est présentée : a 'examen, vous serez livré a vous-
méme. Evidemment, la difficulté des exercices est variable, et les plus difficiles ne sont pas représentatifs
de ce qui vous sera demandé a ’examen.

Notations, conventions

Les notations employées dans ce polycopié sont pour la plupart standard, et seront introduites
pendant le cours. Voici quelques exceptions : on notera a := b pour dire que 'expression a est définie
par 'expression b; on écrira a = b pour dire que a et b sont deux notations équivalentes pour une
certaine quantité.

Informations pratiques
Horaire et salle pour le cours : Mardi et mercredi, de 12h15 a 14h00, auditoire A300 a Sciences IL

Moodle. Les pages dédiées a vos cours se trouvent sur la plateforme Moodle de 'université, accessible
a 'adresse moodle.unige.ch. Afin d’en profiter, vous devez vous inscrire en ligne pour chacun des
cours qui vous intéressent. Cela vous donnera acces a divers documents et informations et permettra
également a 'enseignant et aux assistants de communiquer avec vous. Pour le cours d’Analyse I (au-
tomne), cela vous donne acces au polycopié, aux séries d’exercices (énoncés et corrigés), aux vidéos
du cours, etc. N'oubliez donc pas de vous inscrire deés le début du semestre, y compris pour les travaux
pratiques pour ceux que cela concerne (voir plus bas).

Séances d’exercices. Les séances d’exercices ont lieu le vendredi de 10h15 a 13h00. Il y a 6 groupes
en présentiel et 1 groupe en ligne. Chaque semaine, vous pouvez librement choisir de participer soit
a la version en présentiel, soit a la version en ligne. Quel que soit votre choix, vous étes prié de vous
inscrire dans 'un des 6 groupes en présentiel. Notez que certaines des salles peuvent étre indisponibles
a certaines dates (ceci sera indiqué, a I’avance, sur moodle), auquel cas il vous faudra rejoindre une des
autres salles.



Séances en présentiel

Groupe Salle Assistant email
1 SCII A50a Corentin Bodart Corentin.Bodart@unige.ch
2 SCII A50b  Philippe Charron Philippe.Charron@unige.ch
3 SCII 174 Gaétan Simian Gaetan.Simian@unige.ch
4 SCII 223 Yacine Aoun Yacine.Aoun@unige.ch
5 SCII 229  Kamil Khettabi Kamil.Khettabi@unige.ch
6 SM 107 Livio Ferretti Livio.Ferretti@unige.ch

Enligne  Valérian Montessuit Valerian.MontessuitQunige.ch

La premiére semaine du semestre est la semaine n = 1.
> La série n est disponible sur moodle au plus tard le mardi de la semaine n.
> La série n est brievement discutée pendant la séance d’exercices, le vendredi de la semaine 7.

> Vous avez la possibilité de rendre une partie des exercices de la série n avant le mercredi de la
semaine n + 1 a midi, selon les modalités précisées sur moodle. Dans ce cas, la correction de vos
solutions vous sera rendue au plus tard le vendredi de la semaine n + 1.

> La série n est corrigée par les assistants le vendredi de la semaine n+ 1. Un corrigé sera également
mis a votre disposition sur moodle a ce moment-la.

Examen. L’examen prendra la forme d’un écrit de 4 heures en présentiel. Des exemples d’anciens
examens (et leur corrigé) seront mis a votre disposition sur moodle en cours de semestre. Seul ce qui
aura été couvert en cours, ou ce que 'on vous demanderait explicitement de lire, fait partie du champ de
Pexamen. De méme, seuls les exercices se trouvant sur les séries qui vous seront distribuées font partie
du champ de 'examen. Ce dernier sera composé d’exercices du méme type, ainsi que d’'une question
théorique basée sur le contenu du polycopié. Aucun document, ni calculatrice ne seront autorisés.

Travaux pratiques. Les étudiants qui prennent les deux cours Analyse I et Algebre I et qui effectuent
soit un cursus en mathématiques ou en mathématiques, informatique et sciences numériques, soit un
master bi-disciplinaire doivent se présenter aux séances de travaux pratiques tous les jeudis apres-midi
pendant une heure (selon un horaire a convenir en début de semestre). Les autres étudiants ne sont pas
concernés par les travaux pratiques.

> Les étudiants sont regroupés par groupes d’environ trois personnes et suivis durant tout le se-
mestre par le méme assistant.

> Les exigences ne sont pas comparables a celles de 'examen de fin de semestre; le but est plutét
de vérifier que vous avez acquis les connaissances de base.

> Pour les étudiants concernés, l'obtention du certificat pour les travaux pratiques est obligatoire pour
Pinscription aux examens.

Répétitoires. La possibilité est offerte aux étudiants en bachelor de mathématiques ou en bachelor de
mathématiques et sciences informatiques de participer aux répétitoires a la section de mathématiques
le mardi (salles 1-15 et 6-13) et le jeudi (salles 1-05 et 1-15) de 17h15 a 21h15. Durant ceux-ci, des
étudiants plus avancés sont a votre disposition pour vous aider avec vos séries d’exercices. Permettez-
moi d’insister a nouveau : il est important d’essayer de faire les exercices par vous-méme et de ne pas
vous contenter d’en comprendre la correction. Mieux vaut, par exemple, demander des indications si
vous étes bloqué que d’attendre que la solution vous soit présentée.






0.1
0.1.1

Notions de base

Dans ce chapitre préliminaire sont présentés, de facon plutdt informelle, quelques brefs rappels de
logique et de théorie des ensembles, ainsi que quelques définitions concernant les fonctions. Nous nous
permettrons d’utiliser ici sans les définir diverses quantités qui devraient avoir été vues lors des études
secondaires, en particulier les divers ensembles de nombres (N, R, etc.) ou les fonctions usuelles (sin,
cos, exp, etc.). Ces objets seront précisément redéfinis a partir du Chapitre 1. Un développement plus
approfondi de logique et de théorie des ensembles sera donné en parallele dans le cours « Introduction
a la logique et a la théorie des ensembles ».

Logique

Assertions et opérations logiques

Une assertion mathématique est un énoncé ayant une valeur logique vraie (V) ou fausse (F),
mais jamais les deux a la fois. La valeur de vérité dépend du cadre axiomatique dans lequel est énoncée
lassertion. Par exemple, dans la théorie des entiers naturels,

> « 4 > 2 » est une assertion vraie;

> L’assertion « sin > 3, alorsn > 2 », dans laquelle n représente un entier arbitraire, est également
une assertion vraie;

> « Tout nombre premier est impair » est une assertion fausse.

Remarque 0.1. Tout énoncé n’est pas nécessairement une assertion admissible. Par exemple, I’assertion
« cet énoncé est faux » n’est pas admissible, car on ne peut lui associer de valeur de vérité. En effet, si
I’énoncé était vrai, alors on devrait en conclure qu’il est faux; s’il était faux, on devrait en conclure qu’il
est vrai. o

En mathématiques, on part d’une collection d’assertions que 'on déclare vraies (par exemple, les
axiomes d’Euclide en géométrie plane, que vous avez peut-étre rencontrés lors de vos études secon-
daires, ou les axiomes des nombres réels qui seront introduits au Chapitre 1). On construit alors d’autres
assertions, plus complexes, en combinant les axiomes a 1’aide d’un certain nombres d’opérations lo-
giques décrites plus bas, de la méme facon qu’on crée des phrases en combinant des mots en respectant
les régles de la grammaire, puis des textes plus complexes encore en combinant des phrases. Démontrer
ces nouvelles assertions revient 4 montrer qu’il suit des axiomes qu’elles sont vraies. Les plus impor-
tantes des nouvelles assertions démontrées sont appelées théoréme, proposition, lemme ou corollaire.
La distinction entre ces différents termes est assez subjective : en général, on utilise théoréme pour
les résultats les plus importants et proposition pour des résultats secondaires. On utilise lemme pour
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des résultats de nature plus technique, en général utilisés dans la démonstration des théorémes. Fina-
lement, un corollaire est une conséquence, essentiellement directe, d’un autre résultat (le plus souvent
d’un théoréme).

Equivalence. Deux assertions A et B sont équivalentes, ce que I'on notera A <> B, si elles sont soit
toutes les deux simultanément vraies, soit toutes les deux simultanément fausses. En d’autres termes,
A et B sont équivalentes si elles ont les mémes valeurs de vérité. Ceci peut étre visualisé a I’aide d’une
table de vérité donnant la valeur de vérité de I’assertion A < B correspondant a chaque paire possible
de valeurs de vérité des assertions A et B :

A|BJ|A&B
V|V A%
V| F F
F |V F
F | F Vv

Lorsque A < B est vraie, nous dirons « A si et seulement si B ». A est alors une condition néces-
saire et suffisante pour B (et réciproquement).

2

Exemple 0.2. Sin représente un entier naturel, alors les assertions « n* =n»et«n=0oun =1»

sont équivalentes. o

Négation. Lanégation d’une assertion A, que I'on notera —A, est définie a travers la table de vérité

Al A
Vv
F

F
Vv

Exemple 0.3. (i) Lanégation de I’assertion « x est inférieur ou égal a y » est équivalente a I’assertion
« x est strictement supérieur 4 y »; en d’autres termes, ~(z < y) < (z > y).

(ii) La négation de I’assertion « la fonction f est identiquement nulle » est équivalente a I’assertion
« la fonction f prend au moins une valeur non nulle ». o

Ainsi, la négation d’une assertion A est ’assertion énoncant le contraire de ce qu’affirme A.
Notons le résultat élémentaire suivant : A < —(—A). Ce dernier se vérifie immédiatement en com-
parant les valeurs de vérité de ces deux assertions.

Conjonction et disjonction. Etant donné deux assertions A et B, on définit deux nouvelles asser-
tions : la conjonction A A B et la disjonction A V B via les tables de vérité suivantes :

A | BJ| AAB A|BIJ]AVB
V|V Vv V|V Vv
V| F F V | F Vv
F|V F F |V Vv
F | F F F | F F

La conjonction correspond au connecteur logique « et », la disjonction au connecteur logique « ou
(inclusif) ».

Pour alléger I’écriture, on utilisera souvent « , » plutét que « A ». Ainsi, on écrira « x > 2,2 < 4 »
pour signifier « (z > 2) A (z < 4) ».



0.1. Logique 3

1. Soient A, B deux assertions. Montrer 'les lois de De Morgan :

a) "(AAB) < (-A) VvV (—B) b) =(AV B) < (—-A) A (—B)
2. Soient A, B, C trois assertions. Montrer que
a) AAB< BAA b) A VB BVA
¢c) (AAB)AC AA(BAC) d (AvB)vC< Av(BVv(C)
e) (AANB)VC<s (AVC)A(BVQ) f) ( AVB)AC<= (AANC)V(BACQ)

Exemple 0.4. La négation de l'assertion « x > 1 et y < 2 » est l'assertion « x < louy > 2 »; en
d’autres termes : =[(z > 1) A (y < 2)] & [(z < 1) V (y > 2)]. o

Implication. Etant donné deux assertions A et B, on définit I’assertion A = B via la table de vérité

A|BI|A=B
V|V Vv
V| F F
F |V A%
F|F Vv

L’assertion A = B se lit « A implique B » ou « si A, alors B ».

Remarque 0.5. > Observons que I'assertion A = B est toujours vraie lorsque A est fausse. Cela peut
paraitre surprenant au premier abord. L’exemple suivant est une facon de se convaincre que ce choix
est judicieux. On souhaite évidemment que assertion « sin < 10, alors n < 100 » soit vraie quel
que soit le choix de Uentier n. Toutefois, si l'on prend, respectivement, n = 5, n = 50 et n = 500,
Passertion prend la forme « V=V » «F = V s et «F = F ».

> Le fait que I’assertion A = B soit vraie ne garantit pas que ’assertion B est vraie. Une facon de
procéder pour montrer que B est vraie consiste a montrer que A est vraie et que I'implication A = B
est vraie. En d’autres termes, on utilise le fait que I’assertion

[AAN(A=B)] =B

est vraie quelles que soient les valeurs de vérité de A et B. Cette forme de raisonnement logique est
appelée le modus ponens. o

Introduisons un peu de terminologie standard.

> Lorsque A = B est vraie, nous dirons « si A, alors B ». A est alors une condition suffisante
pour B, et B une condition nécessaire pour A.

> On appelle réciproque de I’assertion A = B 'assertion B = A.
> On appelle contraposée I'assertion (—B) = (—A).
Exemple 0.6. Soient A et B les assertions « n est un multiple de 4 » et « n est pair ». Alors :

> L’assertion A = B (« sin est un multiple de 4, alors n est pair ») est vraie.

1. Lorsqu’on vous demande de montrer une assertion, on vous demande de prouver que c’est une tautologie, c’est-a-dire
qu’elle est vraie quelles que soient les valeurs de vérité des assertions la composant.
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> Sa contraposée correspond a I’assertion « si n n’est pas pair, alors n n’est pas un multiple de 4 »,
et lui est clairement équivalente.

> Par contre, sa réciproque, qui correspond a I'assertion « si n est pair, alors n est un multiple de
4 », est évidemment fausse. o

Soient A, B, C trois assertions. Montrer que :
a) (A=B)< (-A)VB b) (A= B) < [(-B) = (-A)]
¢ A=B)AB=C=(A=0C d A&B)< (A=B)A(B=A)

0.1.2 Quelques formes de raisonnement

0.2

Preuve d’'une implication. L’observation faite plus haut que A = B est toujours vraie lorsque A
est fausse montre que pour établir que I’assertion A = B est vraie, il suffit de considérer le cas ou A est
vraie. C’est ce que 'on fera dans de nombreuses preuves du cours : on suppose I’hypothése A vraie et
on en déduit que la conclusion B est également vraie.

Raisonnement par double implication. Le point d) de ’Exercice 0.2 fournit une facon de mon-
trer ’équivalence entre deux assertions A et B, il suffit de montrer séparément que chacune des deux
implications A = B et B = A est vraie. >

Raisonnement par contraposition. Il suit du point b) de I'Exercice 0.2 que montrer que I’assertion
A = B est vraie est équivalent a montrer que sa contraposée (—B) = (—A) est vraie.

Raisonnement par ’absurde. Finalement, dans le raisonnement par ’absurde, afin de démontrer
une affirmation C, on suppose que —C est vraie et on en déduit une contradiction. Formellement, le
raisonnement repose sur I’équivalence

[(-C) = F] & ~(=C) & C.

En particulier, lorsque C' est une implication A = B, cela revient a supposer que les assertions —B et
A sont toutes deux vraies et a en dériver une contradiction, ce qui, bien que similaire, est distinct du
raisonnement par contraposition.

Exemple 0.7. Représentons par A 'ensemble des axiomes habituels portant sur les entiers naturels N
(discutés plus loin). Soit B I’assertion « Nn’a pas de plus grand élément ». On désire établir I'implication
A = B. On peut alors procéder ainsi : supposons A A =B. On sait donc (de —B) qu’il existe un entier
m tel que m > n pour tout n € N. Mais on sait également (de A) que sin € N, alors n + 1 € N. Par
conséquent, m + 1 € N. Mais, ceci amene a une contradiction, puisque m + 1 > m. o

Théorie des ensembles

Dans ce cours, on se contentera de la notion intuitive suivante : un ensemble E est une collection
non ordonnée d’objets distincts, appelés ses éléments. Insistons toutefois sur le fait qu'une approche
aussi naive ne permet pas de construire une théorie des ensembles cohérente. Ceci sera expliqué dans
le cours « Introduction a la logique et a la théorie des ensembles ».

2. Dans le reste de ce polycopié, a chaque fois que 'on appliquera cette méthode de preuve, nous utiliserons les symboles
et pour indiquer les deux parties de I’argument.
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Si a est un élément de E, on dit que a appartient a ' ou que E contient a, et on écrita € E. Sia
n’est pas un élément de F, on écrit a ¢ E. Sia,b, ... forment 'ensemble E, on écrit £ = {a,b,...}.
Un ensemble E peut avoir un nombre fini (y compris zéro) ou infini d’éléments.

Exemple 0.8. > {1,2,3} = {1,3,2} = {1,1,3,2,1,2}. Observez que la répétition d’un élément
entre les accolades ne modifie pas ’ensemble : un élément donné appartient ou n’appartient pas
al’ensemble; il ne peut pas y exister en plusieurs exemplaires.

> N=1{0,1,2,3,4,...}.
> N* ={1,2,3,4,... }.

Définition 0.9. Soient E et F' deux ensembles.

> E est inclus dans F' (ou est un sous-ensemble de F, ou est une partie de ') si tout élément
x € E appartient également a . On écrit E C F.

L’ensemble des parties de F' est noté Z(F).
L’ensemble vide, qui ne contient aucun élément, est noté &.
L’union de E et F', notée E U F, est I’ensemble de tous les éléments contenus dans E ou F'.

L’intersection de E et F, notée E N F', est 'ensemble de tous les éléments contenus dans E et F'.

v VvV Vv VvV V

Soit P, une assertion dépendant de = € E. Alors, la partie {x € E'|P,} de E contient exactement
les éléments de E pour lesquels P, est vraie.

> Si B C F, le complémentaire de E dans I’ est I'ensemble '\ E .= {x € F'|x ¢ E}. Si I est
évident a partir du contexte, on écrira plus simplement F'\ E = E°.

Exemple 0.10. > 2({1,2}) = {@,{1},{2},{1,2} }.
> {z € N*|x divise 15} = {1, 3,5, 15}. o

Définition 0.11. Soit P, une assertion dépendant des éléments x d’un ensemble E.

> Le quantificateur universel est noté V. L’assertion Vx € E, P, est vraie si et seulement si I’as-
sertion P, est vraie pour chaque x € E ; elle se lit « pour tout x € E, Py ».

> Le quantificateur existentiel est noté 3. L’assertion 3x € E, P, est vraie si et seulement si il existe
un élément x € E pour lequel Uassertion P, est vraie; elle se lit « il existe x € F, Py ».
On écrira 3z € E, P, pour dire qu’il existe un unique x € E pour lequel I’assertion P, est vraie.

Exemple 0.12. > L’assertion « Vn € N, n2 > n » est vraie.
> L’assertion « In € N, Vk € N, k < n » est fausse (c’est I’assertion « il existe un plus grand
entier »).
> L’assertion « Vn € N, 3k € N, k > n » est vraie (c’est la négation de la précédente). o

Etant donné une assertion P, dépendant de = € E, les équivalences suivantes sont évidentes (voir
également la Figure 0.1 pour une illustration) :

-(Vz € E,P;) < (3x € E, -P,) et —~(dx € E, P,) & (Vx € E, =P,).

Définition 0.13. Soient E un ensemble et E;, i € I, des parties de E indexées par les éléments d’un

ensemble I.
> L'union des E; est définie par | J;c; i = {z € E|Ji € I,z € E;}.

> L’intersection des E; est définie par (o E; = {x € E|Vi € I,x € E;}.
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FIGURE 0.1: Illustration de I'équivalence =(Vz € E,P,) < (3x € E,-P,) : il suffit d’observer un cygne noir
pour invalider I’assertion « tous les cygnes sont blancs ».

Proposition 0.14. [Lois de De Morgan] Soient EZ un ensemble et E;, i € I des parties de E indexées par

1€1.0na . .
(U E) =NE « (ﬂ E) =&
el 1€l el 1€l
Démonstration. (i) Pourtoutz € E,ona

C
T € (UEZ> <:>ﬂ<xe UEZ) o -(Fiel,zeE)
el el
oVielLu¢ BioVicl,ze B ©ac()Ef.
el

(ii) On applique I'identité de la premiére partie aux ensembles E :

[Jﬁg(ﬂ@mﬁz(ﬂ&f O

iel el el

Définition 0.15. Soient E et ' deux ensembles. On utilise la notation (x,y) pour un couple (ordonné)
avecx € E ety € F. Par définition, (z,y) = (a, b) si et seulement siz = a ety = b. Le produit cartésien
de E et F' est I'ensemble

ExF={(z,y)|zr € E,ye F}.

Fonctions

Définition 0.16. Une fonction, ou application, consiste de deux ensembles E et F' et d'une régle f
associant a chaque élément x € E un unique élémenty € F, notéy = f(x). Onécriraf: E — F

x>y = f(z)
On notera F¥ I’ensemble des fonctions de E vers F.

Exemple 0.17. > Les fonctions usuelles de R dans R, telles que x +— z, z — |x|, x +— 22, x> cosz,
x +— sinx, x — exp x (qui seront toutes définies précisément plus tard).

> La fonction z — tanz de R\ {2, +37 +5% .} dans R.
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> Etant donné a € F, la fonction de Kronecker est définie par §,: F — {0,1}

1 siz=a,
T +—

0 sinon.

> Etant donné A C F, la fonction caractéristique de A est définie par x4: F — {0, 1}

1 siz €A,
T —
0 siz ¢ A

> Lafonction7m: N - N
n — m(n) := nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a n.

> L’identité sur F, définie par [p: F — E.
T

> Une fonctionu: N — E est appelée une suite; on utilisera de préférence la notation (uy, )nen.
n — u(n)

> x: I — E estune famille indexée par I'; on utilisera de préférence la notation (x;);e;.
i (i)
Introduisons a présent un peu de vocabulaire associé a une fonction f: F — F
ey = f(x)

> On appelle ' le domaine de définition de f et F'le domaine d’arrivée. On dit que x est un
antécédent ou une préimage de y et que y est 'image de x.

> Soient A C E, B C F.Limage de A est le sous-ensemble de F' défini par

f(A) ={f(x)|z e A}.

La préimage (ou image réciproque) de B est le sous-ensemble de F défini par

fYB)={xec E|f(zx) € B}.

F
- f &
(o) | f(a) = F(b) =
= QO fle)==®
b | (b, e}) = {0, m}
— S0, 8)) =
< . ({0, @})—{a b}
\__/

F1GuUre 0.2: Une fonction f : {a,b,c} = {$, 0, d, &}

> On appelle graphe de f I'ensemble {(z, f(z)) |z € E} C E X F.

Définition 0.18. Soient E et F’' deux ensembles et A C E. Soit f : E — F une fonction. Alors, la fonction
g: A— F  estlarestrictionde f d A et est notée g = f‘A. Dans ce cas, f est un prolongement de g.

2 f()
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Définition 0.19. Soient f : E — F et g : F' — G deux fonctions. La composée de f par g est la fonction
go f («grond f ») définie par

gof: E—G
a:'—>g(f(x)).
F G
- f % g ©
)
a\>w B ®| (onN@=6
b (9o f)(b) =©
'y @) o f)c) =0O
I (92 1)(0)
~— & > ©
__/ __/

F1GURE 0.3: Composition de deux fonctions.

Proposition 0.20 (Associativité de la composition). Soient f : E — F,g: F — Geth: G - H
trois fonctions. Alors,

ho(ge f)=(hog)of.

Démonstration. Observons tout d’abord que ho (go f) et (hog) o f sont toutes deux des fonctions de
FE dans H. Pour tout x € F,

(he(ge )@ =h((ge @) =h(g(f(@))) = (hog)(f(@)) = ((hog) o f)(x). O
On peut donc écrire h o g o f sans introduire d’ambiguité.

Définition 0.21. Soit f : & — F.
> f est injective si, pour tout z,x' € E tels quex # 2/, on a f(z) # f(a).
> f est surjective si, pour touty € F, il existex € E tel quey = f(x).

> f est bijective si elle est a la fois injective et surjective.

En mots, injectivité est la propriété que chaque élément de F' possede au plus une préimage. La sur-
jectivité est la propriété que chaque élément de I posséde au moins une préimage. La bijectivité est la
propriété que chaque élément de F' possede exactement une préimage.

Exemple 0.22. La fonction décrite sur la figure 0.2 n’est ni injective (O posséde deux préimages), ni

surjective (<> et & n’ont pas de préimage). o
Exemple 0.23. > f: R — R n’est ni injective, ni surjective.
x> 22

> f: Ry — R est injective, mais pas surjective.
x> 2?
> f: R — Ry est surjective, mais pas injective.
T 2
> f: Ry — R est bijective. o
T+
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8

FIGURE 0.4: Graphes de la fonction f : R, — R, x > 22 et de sa réciproque f~! : R, — R,z > /2. Comme
y= f(r) & x= f~1(y), ces graphes peuvent étre obtenus 1'un a partir de 'autre par une réflexion d’axe y = .

L’exemple précédant illustre le fait général qu’on peut rendre une fonction injective en restreignant son
domaine de définition et la rendre surjective en restreignant son ensemble d’arrivée.

Soient f : E — F et g : F' — (G. Démontrer les affirmations suivantes :

1. Si f et g sont injectives, alors g o f est injective.
2. Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

3. Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.

Définition 0.24. Soit f : E — F bijective. La fonction inverse, ou fonction réciproque, de f est la
fonction
ffL.FSE
y — lunique x € FE tel quey = f(x).

Ne pas confondre f~1(y) et f~1({y}) : la premiére expression représente I'unique préimage de y et
n’est généralement définie que si f est bijective, la seconde représente I’ensemble des préimages de
y et est toujours définie. Faire également attention & ne pas confondre f~!(x) et f(z)~! = 1/f(z).

Exemple 0.25. > Soit f =Ig. Alors f~! = f =1p.
> Soit f: Ry — Ry. Alors, f1: Ry — R,

x> 22 T\
> Soit f: P(E) — P(E). Alors, f~! = f. o
A A°

Soit f : E — F une fonction bijective et f~! sa réciproque. Démontrer les affirmations suivantes :

1. flest bijective et (f_l)_1 = f.

2. flof=lgetfof!=1Ip.

3. (Unicité de l'inverse) Sig: F — Eesttelleque go f =Igou fog=1Ip,alorsg = f~L.
4. (Composition des inverses) Si g : [/ — G est bijective, alors (go f)™! = f~log™L.




0.4
0.4.1

10 Chapitre 0. Notions de base

Exercices supplémentaires

Logique

1. Donner la contraposée et la négation des implications suivantes :

a) x>0 = f(zr)<0 b)ab=0= (a=0)V (b=0)
2. Soit f : R — R. Associer chaque assertion a la description correspondante :
a) f ne s’annule qu’au plus une fois i) Jx#0,f(x)=0
b) f ne s’annule jamais i) Vo,y eR, [f(z) = f(y) =0 = z =y]
¢) f ne peut s’annuler qu’en 0 iii) f(0) =0
d) f s’annule au moins une fois hors de 0 iv) Vz € R, [f(x) =0 = z= O]
e) f s’annule en 0 v) fz € R, f(z) =0
3. Soit f : E — F'. Associer chaque assertion a la description correspondante :
a) f est injective i) Vye F,lz € E, f(x) =y
b) f est surjective i) Vye F,3x € E, f(z) =y
c) f est bijective i) Va, 2’ € E, [f(z) = f(2) = z =4

4. Expliquer verbalement ce qu’affirment les assertions suivantes, puis écrire leur négation (ci-dessous,
f dénote une fonction de E dans R et (uy,),>0 une suite de nombres réels) :

a) Ve e R,z >0 b) Vz,y € Q, [z <y=3Tz€Q,z < z <y

c) VNeR,IneN,n>N d) Vn e N,dp > n,Vr € N,Vs € N,
[p:rs:(rzl)v(s:l)]

e) Vn = 0,u, < Upt1 f) IC eR,Vzx e E, f(x) =C

g) IM e RVx € E, f(x) < M h) Vz,y € E,xy = yx

iy Ve € E\Vy € E,zy = yzx j) Va,b€e F, [ab:0:>(a:O)\/(b:0)]

k) Ve e RVy e R, [z <y = f(z) < f(y)]

) Ve >0,3N €N, [n> N = |u, — (| < €] (ici, £ € R)

m)I € R, Ve > 0,dN € N, [n}N:Mun—ﬂ <e]

n) Iz eR,I>0,Vy R, [ly—a|<d= fly) = f(a)]

o) Vz € R,Ve>0,36 > 0,Vy € R, [ly —z| <6 = |f(y) — f(z)] < ¢
pVECN[E#@= (3n€ E,Yme E,m2n)]

5. Soit f : R — R une fonction. Exprimer les assertions suivantes a 'aide de quantificateurs :

a) f s’annule b) f est la fonction nulle
c) f n’est pas une fonction constante d) f prend sa valeur maximale en 0
e) f admet un minimum f) f prend des valeurs arbitrairement grandes

6. Soient E et F' deux ensembles et A(x,y) des assertions indexées par (z,y) € E x F. 1l est clair
(pensez-y un instant) que

[Vx € E,\Vy € F,A(:c,y)] & [Vy € F\Vx € E,A(J:,y)],
[Eia: e b, dye F,A(x,y)] & [Ely € Fdx e E,A(m,y)].
Le but de cet exercice est de vérifier qu’il n’est cependant pas toujours possible d’interchanger des

quantificateurs.
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a) Montrer que [EI:B € E,Vy € F, A(fc,y)] = [Vy € F,3zx € E, A(x, y)]

b) Montrer par un exemple que la réciproque de I'implication précédente est fausse en général.

0.4.2 Théorie des ensembles

1. Soient F, F et G trois ensembles. Montrer que (E C F)A (F C G) = ECG.

2. Soient A et B deux ensembles. Démontrer les assertions suivantes.

) A=B & (ANB=AUDB) b) A=B & P(A) =P (B)

3. Soit E un ensemble. L’opération différence symétrique associe a chaque
paire de sous-ensembles A, B C F I'ensemble AA B := (ANB°)U(BNA°).
Démontrer les affirmations suivantes :

a) AnB=(AUB)\ (AN B) b) AnB=0 & A=1B

4. Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :

a) NeZ b) NC Z c) geN
&) o CN o {12} e 2({1,2,3) B {12} 2({1,2,3})
g {11} c 2({1,2,3})
5. Trouver une collection infinie A;, Ag, ... de sous-ensembles de N telle que (i) chaque A; contienne

une infinité d’éléments et (ii) chaque entier appartienne a exactement un des ensembles A;.

0.4.3 Fonctions

1. Soit f : E — F une fonction.

a) Soit B C F. Dans le cas ou f est bijective, montrer que I'image réciproque f~1(B) de B est
égale a I'image directe de B par la fonction inverse 1.

b) Montrer que, pour tout A, B C F,
fFHAUB) = AU fH(B) et fTHANB)=f"Y(A)nfY(B).
c) Montrer que, pour tout A, B C F,
fLAUB) = f(A)U f(B) et f(ANB)C f(A)Nf(B).

d) Montrer qu’en général I'assertion f(AN B) = f(A) N f(B) est fausse, mais qu’elle est toujours
vraie lorsque f est injective.

2. Soit f : E — F. Montrer que E = U 1{yh)
yeF
3. Soient f : F — Fetg: F — G.
a) Supposons g o f injective. f est-elle injective ? g est-elle injective ?
b) Supposons g o f surjective. f est-elle surjective ? g est-elle surjective ?

c¢) Supposons g o f bijective. f est-elle bijective ? g est-elle bijective ?

A chaque fois, prouver le résultat si la réponse est affirmative, sinon donner un contre-exemple.
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4. Les fonctions suivantes sont-elles bien définies ? Lorsque c’est le cas, dire si la fonction est injective,
surjective, bijective.

a) f1: N—- N b) forR—R ¢) fs: N—={-1,1} d) f4: [-1,0] = [-1,0]
n—n+1 T 2z n— (—1)" T 2
e) f5: R* - R* f) fe: N\ {0,1} = N
N 1 n +— le plus petit nombre premier divisant n
x
g) fr: P(E) — {0,1}F, ot E est un ensemble et y 4 est la fonction caractéristique de A
A XA

5. Soit E = RN ’ensemble des suites u = () nen de nombres réels. On considére la fonction f : £ — E,
(Un)nen > (Unt1)nen.
a) La fonction f est-elle surjective ? Est-elle injective ?
b) Soient A := {u e RN | ug € [0,1],u1 < O} et B = {u e RN ‘ Jk e Nyuy > O}. Déterminer
les images directes f(A) et f(B), ainsi que les images réciproques f~1(A) et f~1(B).
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Axiomatique des nombres réels

Dans ce cours, nous supposerons donné un ensemble R sur lequel sont définies deux opérations
binaires, 'addition (x, y) +— z + y et la multiplication (z, y) — x -y = xy, ainsi qu’une relation d’ordre
x < y satisfaisant les axiomes (A), (M), (D), (O) et (C) ci-dessous.

Les axiomes de l'arithmétique

La premiére série d’axiomes décrit les propriétés de 'addition. Ces axiomes affirment que (R, +)
est un groupe abélien. !

( N\

(A) (Addition) + : R xR = R, (z,y) —z+y
(A.1) (Associativité) Pour tout x, y et z dans R,

(z4+y)+z=z+(y+2).
(A.2) (Elément neutre) Il existe 0 € R tel que, pour tout z € R,
z+0==x.
(A.3) (Inverse additif) Pour tout x € R, il existe un élément —z € R tel que
z+ (—z) =0.

(A.4) (Commutativité) Pour tout x et y dans R,

rTt+y=y-+zx.

& J

Les axiomes (A.1) et (A.4) permettent d’écrire x + y + 2z la somme de trois nombres réels x, y et z
sans qu’il y ait d’ambiguité et, pour la méme raison, d’utiliser la notation 3 pour représenter la somme
de n nombres réels z1, ..., T, :

Yap=a oo+
k=1

1. La structure de groupe est omniprésente et sera discutée dans divers cours, en particulier en algébre. Dans ces cours,
les notions d’élément neutre et d’inverse seront probablement formulées différemment. A savoir, 0 est habituellement défini
comme étant un élément neutre si z + 0 = 0 + 2 = z; de méme, —z est 'inverse de z si z + (—z) = (—z) + z = 0. Que
ces définitions coincident avec celles données ici est une conséquence de ’axiome (A.4).

13



14 Chapitre 1. Axiomatique des nombres réels

Plus généralement, si I est un ensemble fini, et (z;);cs est une famille de nombres réels indexée par les
éléments de I, la somme de tous ces nombres est notée

S

il

Déduire les propriétés suivantes des axiomes (A.1)—(A.4).

1. L’élément neutre introduit dans ’axiome (A.2) est unique.
2. L’inverse additif —z d’un nombre x € R est unique.
3. Pourtoutz € R, —(—x) = z.

4. 0 est son propre inverse additif : —0 = 0.

On définit la soustraction — : R Xx R —» R, (z,y) — = — y par
x—y:=z+(—y).
En particulier, —y = 0 — y.

La deuxiéme série d’axiomes décrit les propriétés de la multiplication. Ces axiomes impliquent que
(R\ {0}, -) est un groupe abélien.

f N
(M) (Multiplication) - : R x R — R, (z,y) — x -y = zy

(M.1) (Associativité) Pour tout z, y et z dans R,
(z-y)-z=2-(y-2)
(M.2) (Elément neutre) Il existe 1 € R\ {0} tel que, pour tout z € R,
z-1==x.
(M.3) (Inverse multiplicatif) Pour tout x € R \ {0}, il existe un élément 2! € R tel que
-z =1

(M.4) (Commutativité) Pour tout z et y dans R,

\ J

Les axiomes (M.1) et (M.4) permettent d’écrire xyz le produit de trois nombres réels x, y et z sans
qu’il y ait d’ambiguité et, pour la méme raison, d’utiliser la notation II pour représenter le produit de
n nombres réels x1,...,x, :

n
H T - — 1T+ Tp.
k=1

Plus généralement, si / est un ensemble fini, et (z;);c; est une famille de nombres réels indexée par les
éléments de I, le produit de tous ces nombres est noté

I

i€l



1.2

1.2. Les axiomes d'ordre 15

Déduire les propriétés suivantes des axiomes (M.1)-(M.4).

1. L’élément neutre introduit dans 'axiome (M.2) est unique.
2. L’inverse multiplicatif ! d’un nombre z € R \ {0} est unique.
3. Pour toutz € R\ {0}, (z71)~! = 2.

4. 1 est son propre inverse multiplicatif : 17! = 1.

On définit la division = : R x (R\ {0}) = R, (z,y) =z +y==z/y = ¥ par

En particulier, y ! = %
L’axiome suivant décrit 'interaction entre ’addition et la multiplication. Combiné aux axiomes (A)
et (M), il affirme que (R, +, ) est un corps commutatif.

(D) (Distributivité) Pour tout x, y et z dans R,

z-(y+z)=z-y+z- -z

Déduire les propriétés suivantes des axiomes (A), (M) et (D).

Pourtoutz € R,0-2 = 0.

Pour tout € R\ {0}, z71 # 0.

0 ne possede pas d’inverse multiplicatif.
Siz-y=0,alorsz =0ouy =0.

Pour tout 7,y € R\ {0}, (z-y) 1 =2~ 1.y~ L
Pourtoutz € R, —z = (—1) - z.

- (=1 c ad+ bc

a
Pour tout a, b, ¢, d € R b td T — .
our tout a, b,c,d € Ravecb #0e #O,b-Fd bd

N SN kW

Les 4 opérations arithmétiques peuvent étre étendues de facon naturelle aux fonctions a valeur dans
R : étant donné E, F' C R et deux fonctions f: F — Retg: F' — R, lesfonctions f +g, f —g, f - ¢
et f/g sont définies par

(f+9)(x) = f(z)+g(x), (f-9)(=)=f(z)-g(=), (f 9)(x):=Ff(r)g(x), =(z)="-+.

Les domaines de définition des trois premiéres fonctions est ¥ N F’ et celui de la derniere fonction est
En{x e F|g(z) #0}.

Les axiomes d'ordre

Les axiomes suivants décrivent les propriétés de la relation d’ordre strict x > y (« = est plus grand
que y »). Par définition, x > y est équivalent & y < x (« y est plus petit que = »). L’abréviation x > y
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(« x est plus grand ou égal a y ») correspond, par définition, a (z > y) V (x = y). A nouveau, y < x
(« y est plus petit ou égal a x ») est équivalent, par définition, a = > y.

( )
(O) (Ordre strict) > est une relation telle que

(0.1) (Trichotomie) Quels que soient x et y dans R, une et une seule des trois assertions sui-
vantes est vraie : x < Y, T =Y, T > Y .
(0.2) (Transitivité) Pour tout z, y et z dans R,

[(z>y)A(y>2)] = 2> 2

(0.3) Pour tout z, y et z dans R,
T>Yy = r+z2>Y—+=2.

(0.4) Pour tout z, y et z dans R,

L [(z>y)A(z>0)] = z-2>y-2 |

Les axiomes (0.1) et (0.2) disent que > définit un ordre strict total sur R. Les axiomes (0.3)
et (0.4) décrivent linteraction entre cet ordre total et les opérations d’addition et de multiplication.

Déduire les propriétés suivantes des axiomes (A), (M), (D) et (O).

1. x > y est équivalentax —y > 0.

2. [(z>0)A(y>0)] = 2-y>0, [(@>0)A(y<0)] = z-y<0,
(z<0)A(y<0)] = z-y>0.
)

(z>y)A(a=b)] = z+a>y+b
[(z>y>0)A(a>b>0)] = az > by.
1>0.

x > 0 implique que —x < 0 et que 2~ > 0.

(

(z <0) A

(2> A (z<0)] = z-2<y-2
( ) A

(

® N gk

x>y > 0implique y ' > 27! > 0.

Les nombres réels sont souvent représentés géométriquement par les points d’une droite horizon-
tale, le point correspondant a x se trouvant a droite du point correspondant a y si et seulement x > y.

—2 —% -1 0 1 2

N[

FIGURE 1.1: Une portion de la droite réelle.

Les affirmations x > 0,z > 0, z < 0 et x < 0, se lisent respectivement « x est strictement positif »,
« x est positif », « x est strictement négatif », « x est négatif ».* Les notations suivantes sont souvent
utilisées :

R*={zeR|z #0}, Ry ={zxeR|z >0}, RY ={z eR|z > 0}.

2. Il peut étre utile dans vos études de savoir que la terminologie est différente en anglais. Dans cette langue, z > 0,z > 0,
z < 0 etz < 0 se lisent respectivement « x is positive », « = is non-negative », « z is negative » and « x is non-positive ».
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Les ensembles N, Z, Q

En notation décimale, on définit2 :=1+1,3:=2+1,4:=3+1,5:=4+1,6:=5+1,7:=6-+1,
8 =7+1,9:=8+1,10:= 941,11 := 10+ 1, etc. On peut alors facilement démontrer des affirmations
tellesque 2 +2 =40u6 =3 -2 (parexemple,4 =3+1=2+141= 2+ 2), et on les prendra donc
pour acquises.

L’ensemble des entiers naturels

N:={0,1,2,3,4,...}

est clos sous les opérations d’addition et de multiplication (c’est-a-dire, la somme et le produit de deux
entiers naturels sont des entiers naturels). On notera

N*:=N\ {0} ={1,2,3,4,...}
I’ensemble des entiers strictement positifs. L’ensemble des entiers relatifs
Z={neR|(neN)V(-neN)}={0,-1,1,-2,2,-3,3,...}
est de plus clos pour la soustraction. On utilisera parfois la notation
[m,n] ={keZ|m<k<n}.

Finalement, on vérifie aisément que ’ensemble des nombres rationnels

Q= {z‘pEZ,qu*}

est clos sous les 4 opérations (+, —, -, =) et vérifie tous les axiomes précédents ((A), (M), (D) et (O)).
Un nombre rationnel admet clairement une infinité de représentations comme rapport de deux entiers.
Nous dirons qu’une fraction % avecp € Z et q € N* est une fraction irréductible si, pour tout p’ € Z et

/
¢’ € N* tels que % =g ona ¢’ > q. Manifestement, il existe une unique représentation d’un rationnel
comme fraction irréductible.

Puissances entiéres, fonctions polynomiales et rationnelles

Etant donné = € R* et n € N*, on définit 0" := 0 et

t=x-x- -, 20 =1, zh=g gt
———
n facteurs n facteurs

2™ se lit « x puissance n ».

Insistons sur le fait que 0° n’est pas défini. Ceci ne devrait guére étre surprenant : apres tout, les
identités ° = 1 pour tout x € R* et 0" = 0 pour tout n € N* ne peuvent étre simultanément

A étendues a z = n = 0. Néanmoins, dans certains contextes (comme expliqué un peu plus bas), il peut
étre utile d’adopter la convention que 0° = 1, cela permettant d’alléger certaines notations. Il faut
toutefois garder a I'esprit que 0° reste indéterminé hors de ces contextes particuliers.

1. Montrer que les regles suivantes sont vérifiées : pour tout =,y € R* et tout m, n € Z,

(.%' . y>m = ™. ym’ xm—i—n =M. xn’ ™ — (xm)n

2. Montrer que 2 > 0 pour tout  # 0.

3. Soit > 1. Montrer que, pour tout n € N*, 2™ > "L

4. Soit 0 < x < 1. Montrer que, pour tout n € N*, 2™ < L
5

. Soit 0 < x < y. Montrer que, pour tout n € N*, 2™ < y".
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Une fonction monomiale est une fonction de la forme z — ax™ avec a € R* et n € N. L’exposant
n est appelé le degré de la fonction.

Une fonction polynomiale est une fonction de la forme P(z) = ag + > p_, axz*, ot les coef-
ficients ay, ..., a, sont des nombres réels tels que a,, # 0. n est alors appelé le degré de P. Notons
que lorsque I’on travaille avec de telles fonctions, il est d’'usage d’utiliser la convention que 0° = 1, de
sorte & pouvoir écrire plus simplement P(x) = ZZ:O akxk, cette expression restant alors non ambigué
méme lorsque z = 0.

Une fonction rationnelle est une fonction de la forme = — R(z) := P(z)/Q(z), ou P et @ sont
deux fonctions polynomiales. La fonction R n’est pas définie aux points z tels que Q(z) = 0; ceux-ci
sont donc exclus de son domaine de définition.

Fonctions monotones
Définition 1.1. Soient E,FF C Retf: E — F.
> f est croissantesixz <y = f(z) < f(y) pour toutz,y € E.
f est strictement croissantesiz <y = f(z) < f(y) pour toutx,y € E.
f est décroissantesiz <y = f(x) > f(y) pourtout z,y € E.

>
>
> f est strictement décroissantesiz <y = f(x) > f(y) pourtoutx,y € E.
> f est monotone si elle est croissante ou décroissante.

>

f est strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

Exemple 1.2. Soit n € N*.1l suit du point 5. de I'Exercice 1.5 que la fonction f : Ry — Ry, 2 — 2™ est
strictement croissante. o

Soit f : R — R.
[0 Si f est strictement monotone, alors f est injective.
6‘@) O] Si f est injective, alors f est strictement monotone.

O Si f est surjective, alors f ne peut pas étre monotone.

O f est croissante si et seulement si — f est décroissante.

Valeur absolue, inégalité triangulaire, inégalité de Cauchy—Schwarz
Définition 1.3. La valeur absolue de x € R est définie par

T sizx >0,
|| = .
—x six <O0.

La valeur absolue possede les propriétés suivantes.

Proposition 1.4. 1 |z| > 0 pour tout x € R.
2. |z| = 0 si et seulement si x = 0.
3. |z -y| = |z|- |y| pour tout x,y € R.

4. (Inégalité triangulaire) |x + y| < |z| + |y| pour tout x,y € R, avec égalité si et seulement si
zy = 0.

5 |z +y| > ||z| — |y|| pour tout x,y € R.

Démonstration. Les trois premiers points sont laissés en exercice.
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4. On a les équivalences suivantes :
eyl <lal+lyl & @+y)? <zl +ly)?* & ay <oyl

La derniére inégalité étant trivialement vraie, la premiére I’est donc également. De plus, I’égalité
aura lieu si et seulement si xy = |zy|, ce qui est équivalent a xy > 0.

5. Observons tout d’abord que, pour tout a,b € R,
a>p| & [(a=b)A(az=-b)|. (1.1)
En appliquant I'inégalité triangulaire & 2’ :== —x et 3y := x + y, on obtient
lyl = 2" +y/| < || + |y = || + |z + 9,

ce qui donne |z + y| > |y| — |x|. En échangeant les roles de x et y, on obtient |z + y| > |z| — |y|.
La conclusion suit donc de (1.1). O

On peut utiliser la valeur absolue pour mesurer la distance entre deux nombres réels z et y, en
définissant d(z,y) = |y — x|. L’inégalité triangulaire s’écrit alors d(x, y) < d(z, z) + d(z, y), pour tout
x,y, 2 € R. On utilisera réguliérement les équivalences élémentaires suivantes : pour tout z,a € R et
toute € R,

dz,a)<e & |r—a|l<e & a—e<z<a+te

Remarque 1.5. Soit E un ensemble. Une fonctiond : E x E — Ry telle que (i) d(x,y) = d(y, x) pour
tout v,y € E, (ii) d(x,y) = 0 si et seulement si x = y et (iii) d(x,y) < d(z,2) + d(z,y) pour tout
x,Y,z € I est appelée une distance sur E. Un ensemble 2 muni d’une distance est appelé un espace
métrique. En particulier, la fonctiond : R x R — R, définie par d(x,y) = |y — x| est bien une distance
sur R. o

> Sixz,y € Rsatisfont |z| < |y|, alors nécessairement
Oz<y O 2% <y? O y*>0 O |z +y| <2y

Les inégalités, dont I'inégalité triangulaire ci-dessus fournit un exemple simple, font partie des ou-
tils indispensables a I’analyste. Parmi celles-ci, 'inégalité de Cauchy-Schwarz, dont la proposition
suivante fournit un cas particulier, joue un rdle particuliérement important en analyse et dans de nom-
breux autres domaines des mathématiques.

Proposition 1.6 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient ai,...,a, et by, ..., b, des nombres réels
arbitraires. Alors,
n ) n n
(Cawve)” < (Xoat) (X 2k).
k=1 k=1 k=1

avec égalité si et seulement si IX € R tel que a, = \by, pour tout k € [1,n].

Démonstration. L’affirmation est triviale si tous les a; sont nuls. Il suffit donc de traiter le cas ou au
moins 'un des aj, est non nul. Notons

A::zn:a%, B::zn:bQ, C’::Zn:akbk.
k=1 k=1 k=1

Pour tout z € R,

n n

Az? +2Cx+ B = z:(a,i:z:2 + 2apbpx + bi) = Z (akx + b;g)2 > 0.
k=1 k=1



1.3

20 Chapitre 1. Axiomatique des nombres réels

En particulier, en choisissant z = —C'/A (notons que A > 0 par hypothése), on obtient

C? Cc?
- 9 >
2 +B/O,

ce qui est équivalent &4 AB > C?. C’est précisément I'inégalité désirée. Notons finalement que le cas
d’égalité requiére que apz + by, = 0 pour tout k € [1,n], ce qui est équivalent a la condition donnée
dans I’énoncé. O

Laxiome de la borne supérieure

Définition 1.7. Soient E C Ret M € R.
> M est un majorant de E six < M pour tout x € E.

> M est le supremum (ou la borne supérieure) de E si M est un majorant de E et si tout autre
majorant M' de E satisfait M’ > M. On écrit M = sup E.

M est le maximumde E si M =sup F et M € E. On écrit M = max E.

v

v

M est un minorant de E six > M pour tout x € E.

v

M est 'infimum (ou la borne inférieure) de E si M est un minorant de E et si tout autre minorant
M’ de E satisfait M’ < M. On écrit M = inf E.

M estle minimumde E si M =inf E et M € E. On écrit M = min E.

Si E posséde un majorant (minorant), on dit que I est majoré (minoré). Si E est a la fois majoré
et minoré, on dit que F est borné.

v

v

Remarque 1.8. > sup E, max F, inf E et min F n’existent pas toujours. Mais, lorsqu’ils existent, ils
sont nécessairement uniques.

> Si un majorant M de E satisfait M € E, alors M = sup E = max E. En effet, tout majorant M’

de E satisfait alors, par définition, M' > M (puisque M € E). o

Si M n’est pas un majorant de ' C R, alors nécessairement

C\ [0 M minore F OVee E'M >x OfxecEx=M O dreFE,x>M
@ O FE n’est pas majoré [0 M # max FE O M +#supkE

Nous sommes a présent en mesure d’énoncer le dernier axiome :

[ (C) (Complétude) Toute partie non vide et majorée de R posséde un supremum. ]

Remarque 1.9. Soit E C Ret —E = {—x|x € E}. M est un majorant de —E si et seulement si —M
est un minorant de E. En particulier, E/ est minoré si et seulement si — E est majoré. Il suit donc de ’axiome

(C) qu’un ensemble E C R non vide et minoré posséde un infimum. De plus, inf E = — sup(—F). o
Exemple 1.10. 1. Soient 1 < w9 < --- < xxy des nombres réels et F := {x1,x2,...,xx}. Alors,
supF =max F =zxn et inf F =minFE = x1.

2. L’ensemble N C R n’est pas majoré (voir le Théoréme 1.13 ci-dessous) et ne posséde donc pas de
supremum. Par contre, inf N = min N = 0.

3. Considérons ’ensemble E = {1_2&2 ‘ T € R}. Pour tout € R, 2z < 1 + 22 (en effet, on a

1+ 22 — 22 = (1 — 2)? > 0). Par conséquent, 1 est un majorant de E. Etant donné que 1 € E
(prendre x = 1), on conclut que sup £ = max F = 1. o
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Exemple 1.11. On appelle intervalle de R un ensemble de la forme suivante : pour a,b € R, a < b,

[a,b] .= {z € Rla <z < b}, (a,b) ={x €eR|a <z < b},

[a,b) ={z € R|a <z <b}, (a,b] ={r eR|a<x <b},
[a,+00) = {x € R|a < z}, (a,40) ={zr €eR|a <z},
(—o0,b) :=={zr € R|x < b}, (—o00,b) ={z € R|z < b},

Notons que [a,a] = {a} et que (a,a) = (a,a] = [a,a) = &. La longueur des intervalles (a, b), (a, b],
la,b) et [a, b] est égale a b—a. Les intervalles [a, b], [a, +00), (—00, b] et (—00, +00) sont dits fermés ; les
intervalles (a, b), (a, +00), (—00, b) et (—o0, +00) sont dits ouverts. Les intervalles [a, b], (a,b), [a, b)
et (a, b] sont dits bornés. On vérifie facilement que, lorsque a < b,

sup|a, b] = sup(a, b) = sup|a,b) = sup(a, b] = sup(—o0, b) = sup(—o0,b] = b.

De plus, max[a, b] = max(a, b] = max(—o0, b] = b, alors que (a, b), [a, b) et (—o0, b) n’admettent pas
de maximum. Les ensembles [a, +00), (a, +00) et (—00, +00) ne sont eux méme pas majorés.

Pour montrer, par exemple, que b = max][a, b}, il suffit d’observer que b est un majorant de [a, b] et
b€ [a,b]

Vérifions encore que b = sup(a, b). Evidemment b est un majorant de (a, b). Soit ¢ < b. Si ¢ < a, alors
(a+b)/2 > cappartient & (a, b) et ¢ n’est donc pas un majorant de (a, b). Si ¢ > a, alors (b+c¢)/2 > ¢
appartient a (a, b) et ¢ n’est pas un majorant de (a, b). o

Notation. Les intervalles (a, b), (a, b], [a, +00), etc., sont parfois notés |a, b, ]a, b], [a, +o0], etc.
Le résultat suivant sera utilisé a plusieurs reprises dans ce cours.
Lemme 1.12. Soit E C R non vide et majoré. Alors,
Ve > 0,3z € E tel quex > sup E — e.

Démonstration. On raisonne par ’absurde. Supposons qu’il existe € > 0 tel que, pour tout z € E,
x < sup F — €. Cela implique que sup E — € est un majorant de E et donc que sup £ — € > sup E, ce
qui est contradictoire. O

Un intervalle est toujours borné.
Un intervalle posséde toujours un supremum.
Q‘(\ Un ensemble £ C R fini est toujours borné.
@ Un ensemble £ C R fini posséde toujours un maximum.
Un ensemble £ C R contenant une infinité d’éléments n’est jamais borné.

Ooooooo

Un ensemble E' C R borné possede toujours un maximum.

Les entiers naturels

Principe d’Archimede

Théoréme 1.13 (Principe d’Archimede). N n’est pas majoré :

Vz € R,dn € N tel que x < n.
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Démonstration. On raisonne par ’absurde. Supposons N majoré et notons b := sup N. Puisque b—1 < b,
il doit exister n € N tel que n > b— 1 (sinon b — 1 serait un majorant). Or, ceci est équivalentan+1 > b.
Comme n + 1 € N, ceci contredit le fait que b = sup N. O

La variante donnée dans I’exercice suivant est souvent utilisée.

Démontrer I'affirmation suivante : Ve > 0, 3n € N* telque 0 < 1/n <.

Raisonnement pas récurrence

Soit P,, une assertion dépendant d’un paramétre n € N*. Pour chaque n, celle-ci peut étre vraie ou
fausse. Pour montrer que P,, est vraie pour tout n, on peut procéder de la facon suivante :

> Initialisation : on vérifie que P; est vraie;

> Etape d’induction : on vérifie que 'implication P,,_; = P,, est vraie.
Ainsi, la validité de P; entraine celle de Py qui entraine a son tour celle de Ps, etc. La justification d’un
tel raisonnement repose sur le théoréme suivant, appliqué a ’ensemble

E = {n € N*|P,, est vraie} .

Théoreme 1.14 (Principe d’induction). Soit E C N* un ensemble satisfaisant les deux conditions :
()leFEet(i)n—1€ FE=n¢cE. Alrs, E =N*,

Démonstration. On raisonne par I’absurde. Supposons que F' := N*\ E # @&. Soit m € F'. Considérons
I'ensemble fini [[1, m] N F et notons n son plus petit élément. Alors,n > 1,n € Fetn—1¢ F.Ona

doncn —1 € F, d’ou l'on déduit que n € E, ce qui est contradictoire. O

Nous allons voir a présent deux applications de ce type de raisonnement.

Lemme 1.15 (Inégalité de Bernoulli). Pour toutx > —1etn € N*, (1+z)" > 1 + nz.

\11/ —1 _/
/

FIGURE 1.2: llustrations de I'inégalité de Bernoulli. Gauche : n = 2. Droite : n = 3.

Démonstration. Soit x > —1. Notons P, I'assertion (1 4+ z)" > 1 + nz.
P; est vraie puisque (1 + z)! = 1 + z. Soit n > 2 et supposons P,,_ vraie. On a alors

Pn—1

l+z)"=1+z)(1+2)"" > L+2)(1+(n-1Dz)=1+nz+(n—1)2> > 1+ na,

ce qui établit P,, et conclut la démonstration. O
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Etant donné n € N*, on définit la factorielle de n par

n! ::1-2---(n—1)-n:Hk:.
k=1

On pose également 0! := 1. On définit les coefficients binomiaux par
n n!
<k:> = m Vk,n € N tels que k£ < n.

Proposition 1.16 (Formule du binéme de Newton). Quels que soientn € N* eta,b € R,

ooy =35 (D)

k=0

Souvenez-vous que I'on a adopté la convention que 0° = 1 dans des expressions polynomiales telles
A celle apparaissant dans la somme ci-dessus. Sans cela, nous serions obligés de mettre a part les termes
k = 0 et k = n dans la somme, ce qui rendrait ’énoncé bien plus lourd.

Démonstration. On procede par récurrence. L’affirmation lorsque n = 1 est triviale. Supposons donc

n—1 = n—1 kin—1—k
(a+b)"" = Z L )e b )
k=0

que

On a alors

k=0
_ —(n-1 aFtipn—1-k 4 nil n—1 kpn—k
k k
k=0 k=0
:an+n—2 n 1 k+1bn_1_k+bn+§ n 1 kbn—k
k k
k=0 k=1
_an_'_nzl n—1 akbnk—l—bn—l-nzl n 1 kbnfk
k—1 k
k=1 k=1
n—1
n n—1 n—1 kin—k 0
—a +Z{(k_1> +( L )}a )
k=1
n—1 n
= a" + (k) a*b k"
k=1
_ <Z aF ek,
k=0

ou I'avant-derniére égalité suit de I'identité =t

——

O (LD Q)
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800 1
600 1
400 1
200 1

01 2 3 45 6 78 9101112

F1GURE 1.3: Valeurs des coefficients binomiaux (Z) pourn =12et0 < k < n.

Remarque 1.17. Le triangle de Pascal® est une collection de nombres entiers an k> avecn € N et
k € [0,n], caractérisée par les propriétés suivantes :

> Qn,0 = Gnp = 1, pour toutn € N;
> Qpk = Qp—1k—1 + Qn_1 pour toutn > 2 et tout k € [1,n — 1].

Ils sont souvent représentés comme sur la Figure 1.4. Observons que les coefficients binomiaux satisfont
exactement les mémes relations :

<Z>Z<Z>:1 vael, e (Z>2(2:1)+<n;1) ¥n>2,ke[l,n—1].

En effet, la premiére propriété suit directement de leur définition, alors que la seconde est exactement (1.2).
En particulier, les coefficients binomiaux (Z) peuvent étre lus le long de la ligne n du triangle de Pascal.
Notons au passage que cela montre également que (Z) € N* pour toutn € N etk € [0,n]. o

R

FIGURE 1.4: Gauche : Les lignes 0 a 10 du triangle de Pascal. Le nombre indiqué dans chacune des cases internes
(représentées en gris clair) est la somme des deux nombres placés immédiatement au-dessus. La ligne n° n contient
les coefficients binomiaux (Z) pour k allant de 0 a n. On voit, par exemple, que (g) = 84, en consultant la 7éme
case de la ligne n° 9. Droite : Les premiéres lignes du triangle de Yang Hui, comme publié en 1303 par Zhu Shijie.

Mentionnons un corollaire de la formule du bindme de Newton qui nous sera utile plus tard.

Corollaire 1.18. Pour toutx € [0,1] etn € N, (1 4+ 2)" < 1+ 2"x.

3. Celui-ci est également connu sous de nombreux autres noms : par exemple, triangle de Khayyam en Iran, triangle de
Yang Hui en Chine ou triangle de Tartaglia en Italie. Cet objet mathématique a en effet été redécouvert de trés nombreuses
fois dans I’histoire, sa découverte initiale remontant au moins au x° siécle avec les travaux du mathématicien perse al-Karaji.
La relation de récurrence (1.2) était, quant a elle, déja connue du mathématicien indien Pingala au 11° siécle avant notre ére.
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Démonstration. Par la formule du binéme,

n __ S n k - n n
(1+z) _1+;<k>x <1—|—xz<k> <1+ 2%,

k=1

k < x pour € [0,1] et 'inégalité

i(Z)gi(Z):(Hl)”:Qn. O

k=1 k=0

ou l'on a utilisé le fait que x

Puissances rationnelles

Dans cette section, nous montrons comment définir 2" pour x € R’ et € Q. La construction est
basée sur le théoréme suivant.

Théoreme 1.19. Soient x € R’} et n € N*. Il existe un unique y € R, tel que y" = .

Démonstration. L’'unicité découle immédiatement de I'implication 0 < y; < y2 = 0 < yf < y3y
(point 5. de ’Exercice 1.5).
Il reste a démontrer I’existence d’un tel y. Pour ce faire, considérons 'ensemble

E::{26R1‘2"<m}.

Cet ensemble n’est pas vide. En effet, 'Exercice 1.6 montre qu’il existe k € N* tel que 1/k < z. Comme
0< (1/k)" < 1/k < z,il suit que 1/k € E. L’ensemble F est également majoré : si z € F, alors

<r<l4z<(1I+x),
et donc z < (1 + z). Etant non vide et majoré, E posséde donc un supremum;; on peut donc définir
y =supF. (1.3)

Nous allons montrer (en raisonnant par ’absurde) que y™ = x, ce qui conclura la preuve.
Supposons tout d’abord que y" < z et fixons N > 2"y" /(x — y™). Il suit du Corollaire 1.18 que

n

Y\ 1\n 2 aj—yn
(y+N) =y”<1+ﬁ> <y"(1+ﬁ><y"(1+ " )zx.

Or, ceci implique que y + & € E, ce qui contredit 'hypothése que y est le supremum de E.
Supposons donc que y" > x et fixons N > ny"™/(y" — x). Comme y — % n’est pas un majorant de
E, il doit exister z € E tel que z > y — %. Il suit donc de I'inégalité de Bernoulli (Lemme 1.15) que

n 1\ n __
o = B (- 4 (- ) (- ) =

ce qui est également impossible. On a donc bien y™ = x, comme désiré. O

Le nombre y apparaissant dans I’énoncé du Théoréme 1.19 est la racine n®™¢ de x et est noté *
y=a'/" = Yx.

Clairement, {/z > 0 pour tout z > 0. On définit également {/0 = 0.
Pour x € RY et m,n € N*, on définit

:L,m/n — (:El/n)m et m—m/n — (x—l)m/n.
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y = z1/2
y = /3
y = /5
1..
: x
1
FIGURE 1.5: Graphes des fonctions = — x'/2, z +— 2'/% et z s 21/5,
y = a3/ 7= 223
1.-
: T
1
FIGURE 1.6: Graphes des fonctions = +— x3/2 et z +— 22/2,

Montrer que les regles suivantes sont vérifiées : pour tout z, y € R et tout p, g € Q,

(zy)P = 2PyP, aP T = P9, 2Pl = (2P)9.

I est usuel de partitionner Z en deux parties : Zpair = {2n|n € Z} = {0,-2,2,—-4,4,...}, les
nombres pairs, et Zinpair = {2n + 1|n € Z} = {—1,1,-3,3,...}, les nombres impairs.

Le théoréme suivant montre que le Théoréme 1.19 n’est pas vrai pour Q. Le pas de la preuve qui ne
fonctionne pas pour Q est (1.3); c’est précisément celui ou I'on utilise I’axiome (C). On voit donc que
c’est cet axiome qui permet de distinguer R de Q. Les nombres appartenant 4 R \ Q sont appelés les
nombres irrationnels. ®

Proposition 1.20. Soitn € N tel quen > 1. Alors, 3/2 ¢ Q.

Démonstration. On procéde par I'absurde. Supposons que /2 soit rationnel et notons /2 = p/q la
fraction irréductible correspondante. Par hypothese, 2 = (p/q)™ et donc p™ = 2¢™, ce qui implique que
p™ est pair, et donc que p est pair (puisque le produit de nombres impairs est toujours impair); on a
donc p = 2k. Par conséquent, ¢" = p"/2 = 2"~ 1 k" est également pair, donc q est pair, ce qui contredit
I’hypothése que g était irréductible. O

Ainsi, 'introduction des irrationnels permet de «boucher les trous » présents dans Q.

Définition 1.21. Un sous ensemble A C R est dense dans R si, pour tout x,y € R tels que x < y, on
peut trouvera € A tel quex < a < y.

4. Lorsque n = 2, on utilise habituellement I’écriture simplifiée \/z = ¥z.

5. La premiére preuve de l'irrationalité de v/2 est parfois attribuée 4 Hippase de Métaponte, au VI¢ siécle avant notre ére.
La légende dit également que, pour avoir divulgué cette découverte, il aurait été jeté a la mer par ses condisciples furieux de
I’école pythagoricienne.
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En particulier, si A est dense dans R, on peut trouver des points de A arbitrairement prés de n’importe
quel point de R.

Théoréme 1.22. Q et R\ Q sont denses dans R.

Dans la preuve de ce résultat, nous utiliserons la fonction partie entiére définie par :

|']:R—Z
z— |z =max{n€Z|n<z}.

Notons qu’il suit de cette définition que |z| <z < |z] + 1.
Démonstration. Par I'Exercice 1.6, il existe n € N tel que 0 < % < y — x. 1l suffit de montrer que

q = % € (x,y), puisque ¢ € Q. Pour montrer que ¢ € (z,y), on peut observer que

nr _|nzx|+1 nx+1 1
r=—< < =r+—-—<z+(y—z)=y.
n n n n
1/n
VAR VAR VAR VAR VAR VAR VAR VAR VAR, Y
0 x Y
FIGURE 1.7: Construction du rationnel ¢ := Lm;iﬂﬂ € (x,y).

Pour montrer que R \ Q est dense dans R, soit g € QN (z,y) et m € N tel que + < %. Alors,
zi=q+ g € R\ Q (sinon v/2 = m(z — q) serait rationnel) et z < z < . O

Quelques classes importantes de fonctions

Définition 1.23. Soit © C R un ensemble symétrique par rapport a l'origine, c’est-a-dire pour lequel
x € E = —x € E. Une fonction f : E — R est paire si f(x) = f(—x) pour tout © € E; elle est
impaire si f(x) = —f(—x) pour tout x € E.

FIGURE 1.8: Gauche : la fonction 2 +— 2* — 22 est paire. Droite : la fonction x — 2% — x est impaire.

Définition 1.24. Soit E C Rett € R.. Une fonction de f : E — R estt-périodique si, pour tout x € I,
onar+te Eetf(r+t)= f(x). Le plus petitt > 0 avec cette propriété, s’il existe, est appelé la période
de f.

Remarque 1.25. Observons qu’une fonction peut étre périodique sans que sa période soit définie : par
exemple, la fonction constante f : R — R, z +— ¢, pour un c € R fixé, est périodique, mais Iensemble
{t >0| f(z+1t)= f(x)} ne posséde pas de minimum. o
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4

FIGURE 1.9: La fonction z — x — | x| est périodique, de période 1.

Définition 1.26. Soit I C R un intervalle. Une fonction f : I — R est convexe si, pour tout v,y € I et
tout o € [0, 1],
flaz +(1 - a)y) <af(z) +(1-a)f(y)

af(@)+ (1 —-a)f(y)t

f(aac +(1- a)y)-

x aw+(i—a)y y

FIGURE 1.10: Une fonction est convexe si la corde entre deux points quelconques du graphe de f se trouve au-
dessus du graphe.

1.7 Exercices supplémentaires

Pour les exercices ci-dessous, vos solutions ne doivent reposer que sur les axiomes ou sur des pro-
priétés déja établies.

1.7.1 Arithmétique

1. Démontrer les assertions suivantes, pour tout x,y € R :
a) |z =02 2=0 b) |z -yl = |z| - [y]

2. Montrer que, pour tout z,y € R,
T T —
mae(e,yy = EY L BV g g =

3. Soient a < b. Montrer que |z —a| < |z —b| & = < (a + b)/2.

z+y |-yl
2 2

4. Montrer les propriétés suivantes de la fonction partie entiére :
a) Ve e RVneZ, |z +n] =|z|+n b) Vx € R,Vn € N*,0 < |nz| —nlz] <n-1

c) Vz e R, |z| + |—x] = {_

e) Vo,y eR, |z] + ly] < lz+y] < |z]+ |y +1

0 sizeZ

d) Vz € R,Vn,m € N*, U‘”TJJ - {iJ

1 sinon nm
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5. Soient a,b € R. Montrer les implications suivantes :
a) [V6>O,|CL|<E]:>CL:0 b) [Ve>0,a<b+e]:>a<b
) [Ve>0,Ja—bl <€ = a=b

6. Pour chacun des ensembles C ci-dessous, donner un exemple explicite de bijection f : (0,1) — C':
a) C'=(0,b),oub>0 b) C = (a,b),ota <b c) C'=(0,40)
d) C = (—o0,+00) e) C =10,1]

7. Un nombre rationnel g est dyadique si ¢ = Z; avec m € Z et k € N. Montrer que les nombres
dyadiques sont denses dans R.

8. Trouver a,b € R tels que m =z+ k—f’rl et en déduire la valeur de

- 1
kz_lkz(k;Jrl)'

Fonctions

1. Soient B, FF C R, f: E — Fetg: F — R. Déterminer si la fonction composée g o f est croissante
ou décroissante sous les conditions suivantes :

a) f et g sont croissantes b) f et g sont décroissantes

c) f est croissante et g est décroissante d) f est décroissante et g est croissante

2. Soient f,g,h: R — R.
a) Montrer que (f +g)och = (foh)+ (goh).
b) Est-ce que fo (g + h) = (f o g) + (o h)?

3. Soit E, F C R et soit f : E — F une fonction croissante et bijective. La réciproque f~! est-elle
croissante ?

4. Montrer que toute fonction f : R — R peut se décomposer comme f = g + h, ol les fonctions
g,h : R — R sont respectivement paire et impaire.

5. Soit f : R — R une fonction ¢-périodique. Montrer que Vn € Z,Vx € R, f(z + nt) = f(x).

6. Soient f : R — R une fonction périodique de période T et a € R*. Montrer que la fonction = —

f(ax) est périodique et déterminer sa période.

7. Soient T, T" € R tels que /T’ € Q. Soit f : R — R une fonction périodique de période T" et
g : R — R une fonction périodique de période T”. Montrer que f + g est périodique. La période de
f + g est-elle toujours bien définie ?

8. Donner un exemple de fonction périodique f : R — R non constante et pour laquelle la période
n’est pas définie.

9. Montrer que la fonction f : R - R, z — 22 est convexe.

Supremum, infimum, maximum, etc.

Exercice 1.10

1. Soit F := [—3,3] U (6, 7). Déterminer sup F et inf F'; max E et min F existent-ils?
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2. Pour les ensembles £/ C R suivants, montrer que F est borné, déterminer sup F et inf F et dire si
E possede un maximum et/ou un minimum.

a) F:={1/n|n c N*} b) E = {2?|z€[-1,4)}
E={(-1)"+1|neN} d E={zecR|z?—z<2}

3. Soient £ C F' C R non vides et bornés. Montrer que inf I < inf £ < sup F < sup F.

4. Soient E, ' C R non vides tels que Vz € E,Vy € F,x < y. Montrer que I est majoré, que F' est
minoré et que sup £/ < inf F'.

5. Soient F/, F' C R non vides et majorés. Montrer que 'ensemble £/ U F est également majoré et que
sup(E U F') = max{sup E,sup F'}.

6. Soient F, I' C R non vides et majorés. Montrer que I’ensemble EF N F' est également majoré. Est-il
vrai que sup(F N F') = min{sup E, sup F'} ? (Justifier votre réponse.)

7. Soient E, F' C R non vides et majorés. Soit E + F := {x +y |z € E,y € F'}. Montrer que E + F'
est également majoré et que sup(E + F') = sup E + sup F.

8. Montrer que, pour tout £/, ' C R et toute famille (a; j)icE,jer de nombres réels,

sup sup a;,; = sup sup a;, ;.
i€A jEB JjEB €A

9. Pour chaque n € N*, on se donne un intervalle fermé I,, = [ay, b,]. On suppose ces intervalles
emboités : pour toutn € N*, I, 11 C I,,.
a) Montrer que (), I, # 9.

b) Donner une suite d’intervalles emboités ouverts telle que [, In = @.

Argument par récurrence

Exercice 1.11

1. Démontrer les identités suivantes pour tout n € N*.

B n+1 n(n+1)(2n+1)
Zk 5 Zk2 6

n(n+ 1) e ()
k3 d 1\ —
0 3w - (M) PICIREEE
k=1
2. Pour tout a # 1 et tout n € N*, montrer que
1—a” n+1
S e
1—a

3. Montrer que, pour tout n € N, n < 2",

4. On définit, pour n € N, le nombre de Fermat F}, := 22" 4 1. Montrer que, pour tout n € N¥,

n—1
Fo=2+]] Fr
k=0

5. Démontrer I'inégalité arithmético-géomeétrique : pour toute collection ay, ..., a, de nombres

réels positifs,
a < — .
(ITe) " <, X
k=1 k=1
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6. Soit ¢ : N — N une fonction strictement croissante. Montrer que ¢(n) > n pour tout n € N.

7. Soit P,, une assertion dépendant d’un paramétre n € N*. On veut montrer que P,, est vraie pour
tout n € N*. Dans le raisonnement par récurrence forte, on procéde comme suit :

> Initialisation : on vérifie que P; est vraie;
> Etape d’induction : on vérifie que (P; AP2 A --- AP, _1) = P, est vraie.
Montrer que le raisonnement par récurrence forte est équivalent au raisonnement par récurrence.

8. Un nombre entier n € N, n > 2, est premier s’il n’existe pas a,b € [2,n — 1] tels que n = ab.
Montrer que tout nombre n € N tel que n > 2, peut étre décomposé comme produit de nombres
premiers (3pq, . . ., pi premiers tels que n = py - - - p) et que cette décomposition est unique.

9. La suite de Fibonacci est définie par ug := 0, u; := 1 et, de fagon récursive, par u, = up—2 +up_1
pour n > 2.

a) Démontrer la formule de Binet : pour toutn € N,
W L[V (1= VEY
"5 2 2 '

b) Montrer que u% + u% + -+ u% = UpUn+1, pour toutn € N.

10. Démontrer 'inégalité de Jensen : soit / C R un intervalle, f : I — R une fonction convexe,
Ti,...,xp € Tetar,...,an €[0,1] tels que > ;" | o = 1. Alors,

f(Z ;) < Z i f ().
i=1 i=1

1.7.5 Puissances rationnelles

Exercice 1.12

1. Soitn € N* et x € R. Soit F := {y € R|y" = x}. Montrer que

({— 3/, Yz} sixz > 0etn estpair
{{/x} siz > 0 et n est impair,
E =< {0} siz =0,
{=/—z} siz < 0 et n est impair,
@ siz < 0 etn est pair.

2. Soit a, b, c € R avec a # 0. On considére 'ensemble
E:={zeR|az’+bx+c=0}
des racines de 'équation quadratique az? + bz + ¢ = 0. Soit A := b? — 4ac le discriminant de
cette équation. Montrer que

E = {2—5 siA =0,

%) siA <0.

3. Montrer que, pour tout n € N*, la fonction  — x'/" de R, dans R est bijective et strictement
croissante.

1/n

4. Montrer que, pour tout n € N*, 0 < z < 1 implique '/ > z, alors que = > 1 implique z'/™ < z.

5. Montrer que v/3 ¢ Q et que v/2 + /3 ¢ Q.
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6. Montrer qu’il n’y a pas de nombre rationnel 7 tel que 2" = 3.
7. Démontrer I'inégalité suivante : pour tout a1,...,a, € Ry etby,...,b, € R%,ona
2
n S
En: %> (Zkzl ak)
T Z T w5 -
=1 br: Zkzl br:
(Indication : utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz.) En déduire que, pour tout z,y, z € R,

z? y2 22 >x+y+z.

+ + Z
yt+z z4+zxT x4y 2
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Suites humeériques

Dans ce chapitre, nous allons introduire les suites numériques et étudier la notion de limite d’une
telle suite. Ces concepts sont absolument centraux dans ce cours : en particulier, les notions de série,
de continuité, de dérivée et d’intégrale de Riemann reposent toutes de facon essentielle sur la notion
de limite. Une des caractéristiques de I’analyse est d’approximer divers objets ou quantités d’intérét
par d’autres plus simples, puis d’effectuer un « passage a la limite » afin d’obtenir des informations sur
l'objet de départ. Une telle approche remonte a I’Antiquité : c’est déja de cette fagcon qu’Archimede a
déterminé 'aire d’un disque, le volume d’une boule, etc., plus de 200 ans avant notre ére. C’est également
lapproche utilisée par Newton et Leibniz dans leur développement du calcul différentiel au XVI¢ siecle.
I a pourtant fallu attendre le XIX¢ siécle et les travaux de mathématiciens tels Cauchy et Weierstrass
pour qu’une approche réellement rigoureuse du concept de limite soit développée.

Limite d’'une suite numérique

Une suite numérique est une fonction v : N — R, habituellement dénotée (uy,)nen et que I'on
abrégera souvent (u,, ). On considérera également des suites indexées par les entiers strictement positifs,
dénotées (un)nen+ ou (Up)n>1.

Exemple 2.1. > uy = (1+ %)” n € N*.
> La suite de Fibonacci est définie par la relation de récurrence (d’ordre 2) suivante :

— up:=0,u; =1;

— Up = Up—1 + Un—2, lorsque n > 2.

Ses premiers termes sont donc: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,... o

Uy, Unp

4 30

S 20 :

2 o« (]

1 10 L.
——n —e ¢ ¢ SN
123456789 0 234567389

up = (1+ 1)m Fibonacci

FIGURE 2.1: Les deux suites de I'Exemple 2.1.

33
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Comme on peut le voir dans la figure 2.1, les deux suites de 'Exemple 2.1 présentent des com-
portements apparemment fort différents : la premiére semble se stabiliser rapidement vers une va-
leur de I'ordre de 2, 7, alors que la seconde semble croitre rapidement et sans limite (la question 9. de
IExercice 1.11 précise cela). L’étude du comportement asymptotique des suites numériques (c’est-a-
dire, lorsque le paramétre n devient trés grand) est le sujet principal de ce chapitre.

Intuitivement, la suite (uy,)nen converge vers £ € R si u,, s’approche de ¢ lorsque n devient grand.
Plus précisément, on veut pouvoir garantir que u,, est arbitrairement proche de ¢ en prenant n suffi-
samment grand.

Définition 2.2. Soit (u,,) € RN et ¢ € R. La suite (u,,) converge vers (ou tend vers) { si
Ve > 0,3IN € N,Vn > N, |u, — ] < e.
Dans ce cas, { est appelé la limite de la suite (uy,) et est noté £ = lim,,_, oo Uy,

En d’autres termes, / est la limite de la suite (uy,) si, pour tout € > 0, le nombre de valeurs de n pour
lesquelles u,, ¢ (¢ — €, ¢ + €) est fini.

\
> n

N(El) N(Gg) N(€3)

FIGURE 2.2: { est la limite de la suite (u,,) si, pour tout € > 0, il est possible de trouver N tel que |u,, — ¢| < €
pour toutn > N.

Remarque 2.3. > Lorsqu’une suite (uy,) converge vers une limite {, on dit qu’elle est convergente.
Sinon, elle est divergente.

. . , . e n—o0
> Au lieu de lim,,_ oo U, = £, on écrira aussi lim,, u,, = £, u,, —— £ ou uy,, — £.

> La limite ¢, lorsqu’elle existe, est toujours unique. En effet, supposons que {1 soit une limite de (uy,)
et considérons {y # (1. Montrons que {5 ne peut pas étre une limite de (u,,). Fixons € := {1 — l3|/2.
On peut alors trouver N € N tel que

Vn = N, |u, —l1| <e.
Par conséquent, I'inégalité triangulaire implique que, pour toutn > N,
[ — Lo| = |up — 1 + 0y — Lo = [0y — Lo| — |up — £1] > 26 —€ = ¢,

ce qui implique bien que (uy,) ne tend pas vers (5.

> L’existence et la valeur de la limite sont des notions asymptotiques, dans le sens qu’elles ne dé-
pendent pas des valeurs prises par lesn + 1 premiers termes de la suite, ug, Uy, . .., Un, et ce quel
que soitn € N. o
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Silim,, u,, = £ et ng > no, alors |u,, — €| < |up, — .
Si lim,, u,, = 0, alors Ve > 0, |u,| < e.

Si lim,,|u,,| = 0, alors lim,, u,, = 0.

Q‘(@ Si lim,, u,, = 0, alors lim,,|u,| = 0.

Si limy, |u,,| = ¢, alors lim,, u,, = £ ou lim,, u,, = —¥.

Si (uy,) est une suite telle que u,, > 0 et lim,, u,, = ¢, alors £ > 0.

Ooooooao

Si (uy,) est une suite telle que u,, > 0 et lim,, u,, = ¢, alors £ > 0.

Lorsque I'on a un candidat ¢ pour la limite d’une suite u,,, démontrer qu’il s’agit bien de la limite se
fait en général de la fagon suivante : on fixe € > 0, puis on établit la validité, lorsque n est suffisamment
grand, des deux inégalités

f—e<up, <fl—+e
Voyons cela sur quelques exemples.

Exemple 2.4. Montrons que la suite u, = %, n € N*, converge vers 0. Pour ce faire, fixons € > 0.
Clairement, u,, = % > (0 > —e pour tout n € N*. Il reste donc a montrer que % < € lorsque n est assez
grand. Par ’Exercice 1.6, il existe NV € N* tel que % < €. On a donc, pour toutn > N,

1<1< R
- < —=<e
n N

Exemple 2.5. Soit ¢ € (—1,1). Montrons que la suite u,, := ¢, n € N*, converge vers 0. Evidemment, si

g = 0,1l n’y a rien a démontrer. Supposons donc ¢ # 0. Fixons € > 0. Il nous faut montrer que |¢"| < €

pour tout n grand. Soit A == ﬁ — 1 > 0. II suit alors de I'inégalité de Bernoulli (Lemme 1.15) que

1 1
" = n— < < ,
") = ldl A+N" S1+nr ¢
des que 1 + nA > 1/, c’est-a-dire pour tout n > (1 — €) /€. o
Exemple 2.6. Montrons que la suite u,, := {/n, n € N*, converge vers 1. Comme avant, on fixe € > 0.

Manifestement, {/n > 1 > 1 — € pour tout n > 1. Il reste donc a vérifier que {/n < 1 + € pour tout n
grand. Or, cette derniére inégalité peut s’écrire (1 + €)” > n. Par la formule du bindme de Newton,

A+ =1+ +n(n—1) 2+§n: (AW (n —1)e? N
e)" = ne+——5—¢ L)€ 2T >,
>0 k=3
|
>0
dés que (n — 1)e?/2 > 1, c’est-a-dire pour tout n > 1 + 272, o

Définition 2.7. Une suite (u,,) € RY est majorée s’il existe K € R tel queu,, < K pourtoutn € N, c’est-
a-dire si l'ensemble {u,, | n € N} est majoré. La suite est minorée si (—u,,) est majorée. Elle est bornée si
elle est a la fois majorée et minorée.

Proposition 2.8. Toute suite convergente est bornée.

Le contraire n’est pas vrai en général : une suite bornée n’est pas nécessairement convergente (voir
A I’Exemple 2.10 ci-dessous).
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Démonstration. Soit £ la limite de la suite. Par définition de la convergence (avec ¢ = 1), il doit exister
N € N tel que, pour tout n > N, |u,, — ¢| < 1. En particulier,

Vn = N, |up| =|up — 0+ < |up — €+ €] <1+ .

Par conséquent, |uy| < max{|ug|, |u1,..., |lun—1|,1+ |¢|}, pour tout k € N. O

La proposition précédente fournit une premiére approche pour montrer qu’une suite est divergente :
montrer qu’elle n’est pas bornée.

Exemple2.9. Soit ¢ > 1. Nous allons montrer que la suite u,, = ¢" diverge. En effet, il suit de 'Exemple 2.6
que n!'/" < ¢ pour tout n suffisamment grand. Or, ceci est équivalent & ¢ > n pour tout n suffisam-
ment grand. Il suit que la suite (u,,) n’est pas bornée et donc, par la Proposition 2.8, qu’elle n’est pas
convergente. o

Plus généralement, pour montrer qu’une suite (uy,,) est divergente, il faut montrer que
V¢ e R,3e > 0,VYN € NyIn > N, |u, — ] > €.

lustrons cela sur un exemple simple.

Exemple 2.10. Montrons que la suite u,, := (—1)" est divergente. Soit £/ € R et € := 1. Soit N € N. On
a luy — un41| = 2. Par conséquent, par I'inégalité triangulaire,

lunv =0+ [ungr — 0] 2 Jungr — £+ £ —un| = Junr — un| = 2.

11 suit que max{|un — ¢|, |un+1 — €|} > 1 = €. Ona donc trouvé n > N tel que |u,, — £| > €, comme
souhaité (il suffit de prendre soit n = N, soitn = N + 1). o

O Une suite non bornée ne peut étre convergente.
& O Une suite ne prenant qu'un nombre fini de fois une valeur non nulle converge vers 0.
O Toute suite divergente est non bornée.

L’exercice suivant se révéle utile pour simplifier la rédaction de certaines preuves :

Soit (u,) € RN et £ € R. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Ve > 0,IN e N,Vn > N, |u, — {| < €
(i) Ve > 0,IN e N,Vn > N, |u, — (| < €
(iif) IM > 0,¥e > 0,3IN € N,Vn > N, |u,, — £| < Me

Etudions a présent le comportement des opérations arithmétiques et de la relation d’ordre, lorsque
celles-ci sont appliquées a des suites convergentes.
Proposition 2.11. Soient (u,,) et (v,) deux suites convergentes.
(i) La suite (u,, + vy,) est convergente et limy, (u,, + vy,) = lim,, u,, + lim,, v,,.
(ii) La suite (u,, - v,) est convergente et lim,, (u,, - v,) = lim,, u,, - lim,, vy,.

(iii) Siv, # 0 pour tout n et lim,, v, # 0, la suite (u,/vy,) est convergente et

(iv) Siu, < v, pour tout n suffisamment grand, alors lim,, u,, < lim,, v,.
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Notez qu’il suit en particulier de (ii) que lim(c - uy,) = ¢ - lim u,, pour tout ¢ € R.

La convergence des suites (uy,) et (v,,) est essentielle : il est par exemple possible que lim,, (u,, +vy,)
A existe alors que les suites (u,,) et (v,) ne convergent pas, rendant impossible I’écriture de la limite
de la somme comme somme des limites : prendre, par exemple, u,, :== (—1)" et v,, == (—1)" 1.

2 Silon au,, < v, pour tout n, on n’a pas nécessairement lim,, u,, < lim,, v,, (mais on a évidemment

toujours lim,, u,, < lim,, v,,) : prendre, par exemple, u,, := 0 et v,, == %

Démonstration. Soient u = lim,, u,, v = lim, v, et € > 0. En particulier,
aN1,Vn = Ny, Ju, —ul < e et IN2,Vn = N, |v, —v| < e.

Posons N := max{Nj, Na}.

(i) Par I'inégalité triangulaire, on a, pour tout n > N,
|(un 4+ vp) — (u+0)| = |(up, — u) + (v, —0)| < |up — u| + v, — v] < 26
(ii) On peut supposer que € < 1. On a, pour tout n > N,
|tnvn —uv| = [(un —u)on+u(vn —v)| < |un —ulfon]+|ullon —v] < (Jon|+[ul)e < (1+[v]+]ul)e,

puisque |v,| = |vp, —v 4+ v| < v, — v+ v < e+ |Jv| < 1+ |v).
(iii) Il suffit de traiter le cas u,, = u = 1 pour tout n, car le résultat général suit alors du point (ii). On

peut également supposer, sans perte de généralité, que € < %l On a donc, pour tout n > Na,

e e |
lon| = |vn — v+ 0| Z |v| — v, —v| > |v]| —€ > 5
et, par conséquent,
1 1 Up — U 2
— _ = < glvn —v| < —5e
Up U () ] v

(iv) Prouvons la contraposée. Supposons que v < u. Alors, en prenant € := “5*, on obtient, pour tout
nz=N,
Up <VF+e=u—¢€< Up. OJ

Exemple 2.12. Considérons la suite

B 3nt — 3 +5 _ 3—7n 145t
A4+ 6n2+3n 24+6n"2+3n3"

Up !

Les suites (n 1), (n™2), (n73) et (n™*) tendent toutes vers 0, puisque 2 — 0. Par conséquent, le
numérateur tend vers 3 et le dénominateur vers 2. Il suit que u,, — % o

Exemple 2.13 (Série géométrique). Nous allons considérer la convergence de la série géométrique;
cette derniére apparait trés fréquemment. Soit € (—1, 1) ; on considére la suite

n
wn =3k
k=0
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Observons a présent que !

n n
1—=r)u,=(1-r) rk = (rk—rk+1):1—r”+l,
k=0 k=0
et, par conséquent, u,, = 1‘{:;“. On conclut de 'Exemple 2.5 que
, 1
lim u, = . o
n—o0 —7r

Remarque 2.14. La notation usuelle pour la limite des sommes partielles apparaissant dans l'exemple
précédent, est > 7o o % = limy,_y00 D p_q 7. On parle alors de série numérique. L’étude systématique
de ces objets sera abordée au second semestre. o

Théoréme 2.15 (Théoréme des gendarmes). Soient (uy,), (vy,) et (wy,) trois suites telles que
> U < Uy < Wy, pour tout n suffisamment grand et
> lim,, u,, = lim, w, = £.

Alors, (vy,) est convergente et lim,, v, = /.

Démonstration. Soit Ny tel que u, < v, < wy, pour tout n > Ny. Fixons € > 0. Soient N; et N» tels
que |u, — ¢| < € pour tout n > Nj et |w, — | < € pour tout n > Nj. Posons N := max{Ny, N1, Na}.
Alors, pour tout n > N,

{—e<up <vy, <wp, <fl+e,

c’est-a-dire |v, — {| < e. O
Dans la preuve précédente, on ne peut pas se contenter d’appliquer deux fois le point (iv) de la

A Proposition 2.11, car pour cela il faudrait savoir que la suite (v,,) converge, ce qui ne fait pas partie
des hypothéses.

Corollaire 2.16. Soient (u,,) une suite bornée et (vy,) une suite convergeant vers 0. Alors, la suite (u,vy,)
converge vers (.

Démonstration. Soit C' tel que |uy,| < C pour tout n. On peut donc écrire
_C’Un’ < _‘unuvn‘ = _|unvn‘ < UnUp < ‘unvn| = ‘un‘|vn| < C|Un‘-
Comme v, — 0, on a —C/|v,| — 0 et C|v,| — 0. Par le théoréme des gendarmes, u,v,, — 0. O

Exemple 2.17. La suite w, := (n*? — |n®?])/n converge vers 0. En effet, comme 0 < = — |z < 1
pour tout = € R, la suite u,, := n3? — |n3/2| est bornée. La conclusion suit puisque la suite v,, := 1/n
tend vers 0. o

Montrer que, pour tout * € R, il existe une suite (u,,) € Q" telle que u,, — . (Indication : utiliser les
Théorémes 1.22 et 2.15.)

1. Une somme de laforme 37, (ax — 1) = (tm —Tomee) + (@omeelL— i) + (orig—Tmee) ++ - -+ (B 1n21) =
Gm — Qn+1, comme celle apparaissant dans ce calcul, est appelée somme télescopique. Vous en avez déja rencontré un
exemple au point 8. de I'Exercice 1.8.
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Convergence monotone

Dans tous les exemples traités jusqu’a présent, nous avions un candidat pour la limite et la preuve de
la convergence établissait simultanément la validité de ce candidat. En général, une telle approche n’est
pas possible, et une méthode permettant de montrer la convergence sans nécessairement déterminer
explicitement la limite est requise. Nous allons étudier, dans cette section, une premiere approche de ce

type.

Définition 2.18. Une suite (u,,) € RY est dite croissante sit,, < u,1 pour toutn. Elle est décroissante
SL Uy, 2 Up+1 pour tout n.

2

2) est croissante.

Si (uy,) est croissante, alors (u
Si (un,)
Si ()

Un,
Si (uy,) est croissante et Vn € N, u,, # 0, alors (1/u,,) est décroissante.

est croissante, alors (u,,) n’est pas majorée.

est croissante et Vn € N, v,, > u,,, alors (Un) est croissante.

®

Une suite peut étre a la fois croissante et décroissante.

Oooooo

Une suite convergente est soit croissante, soit décroissante.

Théoréme 2.19 (Convergence des suites croissantes et majorées). Une suite (u,,) croissante et majorée
est convergente et lim,, u,, = sup,, Uy, := sup {u, |n € N}.

Evidemment, ce résultat s’étend aux suites décroissantes et minorées (en remplagant sup par inf).
Démonstration. Soit € > 0. Par le Lemme 1.12, il existe IV tel que ux > supj, ui — €. Par conséquent,

pour toutn > N,
supur — € < UN K Up < SUpUg < supug + €. ]
k k k

Exemple 2.20. Nous allons montrer la convergence de la suite
n
1
Un = Z 2
k=1

Tout d’abord, (u,) est clairement croissante, puisque ;11 — u, = 1/(n + 1)2 > 0. La convergence
sera donc garantie si on parvient a montrer que (u,,) est également majorée. Pour cela, observons tout
d’abord que, pour tout k£ > 2,

1
i — - . 2.1
. < . k ( )
On obtient donc
1 1 1 1
n=1 — <1 (———):1 (1—7) 2.
u +Zk2< +kz2 17 + -) <

La convergence est établie. Cet argument ne fournit toutefois pas la valeur de la limite ¢ (on sait juste
que 2 > ¢ = supy, ug > uy pour tout n;avec n = 10, on obtient 1,54 < ¢ < 2). Celle-ci a été déterminée
pour la premiére fois en 1734 par Euler : elle est égale a 72/6 = 1,64. o
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Exemple 2.21. Soit ¢ > 0 et a > 0. On considére la suite (u,,) définie par la récurrence

1
Uy ‘= a et Vn eN, upy1 = = <un + c) .
2 Up,

On vérifie immédiatement (par récurrence) que u, > 0 pour tout n > 0. De plus, pour tout n > 0,

2 2
9 1 c 1 c
R e R G Rl

—_ 2 . .
En particulier, uy 11 — up = % < 0 pour tout n > 1 (Paffirmation est fausse pour n = 0 si a® < c).

On en déduit que la suite (u,),en+ est décroissante et minorée. Elle est donc convergente ; notons ¢
sa limite. Afin de déterminer /, il suffit d’observer que la relation de récurrence et la Proposition 2.11

impliquent que X X
: c c

1l suit que (%2 = ¢. Comme ¢ > 0, on obtient finalement ¢ = Ve.

Notons que cette suite fournit une méthode simple et efficace pour obtenir une valeur approchée
de la racine carrée d’'un nombre. Par exemple, en prenant ¢ = o := 2, les premiers termes de la suite
sont

3 u—1—7 u—@ u_665857
20 2T 120 P 4080 T 470832
On voit que u4 fournit déja une excellente approximation de /2 = 1,414213562373. Cette méthode

d’extraction d’une racine carrée est connue sous le nom de méthode de Héron et remonte au moins
au premier siecle, et peut-étre méme aux mathématiciens babyloniens plusieurs siécles plus tot. o

up = = 1,414213562375.

Exemple 2.22 (Représentation décimale). La représentation décimale d’'un nombre réel positif prend la
forme
T = X0,X1X2X3 . . . , avec xg € Netxy,xg,...€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Elle est définie a I’aide de la suite
n
Up, = X0, X1XQ - . . Xy 1= Zxk 107,
k=0

Manifestement, la suite (u,,) est croissante est majorée (par xo + 1). Par conséquent, x = lim,, u,, existe.

Observez que cette représentation n’est pas unique. Par exemple, le nombre correspondant a xg = 0
et x;; = 9 pour tous les k£ > 1 (c’est-a-dire, 0,9999 . . .) coincide avec le nombre correspondant a xg = 1
et x; = 0 pour tout k > 1 (c’est-a-dire, 1,0000 . . .). En effet, ce sont respectivement les limites des suites
Up =Y 1 19" 107 et v, == 1. Or, par le résultat de 'Exemple 2.13, on a

n
1
. o . -k o _ .
nhm Up = 9(nhm kE_O 10 1) = 9(1 - 110 1) = 1. o

Théoréme 2.23 (Théoréme des suites adjacentes). Soient (u,) et (v,) deux suites adjacentes, c’est-d-
dire satisfaisant
(i) (un) est croissante et (vy,) est décroissante;
(ii) vy, = uy, pour toutn;
(iii) limy, (v, — u,) = 0.

Alors, (uy,) et (v,) convergent et lim,, u,, = lim,, v, = sup,, u, = inf,, vy,.
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FIGURE 2.3: Deux suites adjacentes.

Démonstration. La suite u,, est croissante et majorée (puisque u,, < v, < vg pour tout n). Par consé-
quent, il suit du Théoréme 2.19 que (u,,) est convergente. De méme, (v,,) étant décroissante et minorée
(par ug), elle est également convergente. L’égalité des limites suit alors de la propriété (iii). O

Exemple 2.24. Considérons les suites

1
un::Z— et vn::un—l—m.

Comme U, — Up—1 = % > 0, (uy,) est croissante. Pour vérifier que v,, est décroissante, on écrit

1 n 1 1 —1 <0
Un — Unp—1 = — _— = .
LT i (n—1ln-1) nlnn-1)

De plus, v, — u, = ﬁ est positif et converge vers 0. Par conséquent, les suites (u,) et (v,) sont
adjacentes et convergent donc vers une méme limite, notée e, appelée nombre d’Euler . Méme si
cette approche ne nous donne pas explicitement la valeur de la limite, elle nous fournit, via les identités
e = sup,, 4, = inf, vy, une suite d’encadrements de cette constante. Par exemple, avec n = 10, on
obtient 2,71828180 < u1p < e < v19 < 2,71828183. o

11 est intéressant de noter que les encadrements obtenus pour la constante d’Euler dans 'exemple
précédent sont en fait suffisants pour en déduire une propriété non triviale de cette derniere.

Proposition 2.25. Le nombre d’Euler e est irrationnel.

Iq) avec p, ¢ € N*. 1l suit des encadrements fournis par

I'exemple précédent que u,; < e < vy, c’est-a-dire
>

k!

Si I'on multiplie ces deux inégalités par ¢!q, on obtient

q q
X <

Démonstration. Supposons au contraire que e =

1 1
S h

qlq

»Q\’B

Or, £ k:' = [T, 41 ¢ estun entier et donc les sommes ci-dessus sont également entiéres. On conclut donc
que Pentier ¢!p est encadré strictement par deux entiers successifs, ce qui est absurde. O

2. Le nombre d’Euler est intimement lié aux fonctions logarithme et exponentielle, comme on le verra dans le Chapitre 6.
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Exemple 2.26. On considere les suites (pour n € N*)
1\n 1\n+1
Up = (1 + —) et Up = (1 + 7> .
n n

Nous allons tout d’abord montrer que ces deux suites convergent vers une méme limite en prouvant
qu’elles sont adjacentes. Commencons par la croissance de (uy,) : par 'inégalité de Bernoulli,

1+1\" n
- () (- (3 e (- D
Up_1 1—1—m —1 n n—1 n)n-—1

On montre de facon similaire que (v, ) est décroissante :

_ 1 \" 1 1 1\ 1
Ul _ (14 (1t ) > (14 = - =1,
Un n*-1) 1++ n?—1/)1++ n) 1+

ou la premiere inégalité suit & nouveau de 'inégalité de Bernoulli. Le fait que v, > u, pour tout n
est évident. Finalement, v;, — u,, = “* et on a bien lim,, (v, — u,) = 0 par le Corollaire 2.16, puisque
1/n — 0 et (uy,) est bornée (Vn € N*,2 = u; < uy, < v, < v1 = 4).

(uy) et (v,) convergent donc toutes deux vers la méme limite. Il se trouve que cette limite est a
nouveau donnée par le nombre d’Euler e, comme nous allons le montrer a présent.

Notons t, = >, % On a vu que lim, ¢, = e (Exemple 2.24). Par la formule du binéme,

n

S () S | L ED RS

<1

11 suit que lim,, u,, < lim,, t,, = e. Afin de montrer I'autre direction, observons que, si n > m,

m 1 kfl
k!
=0 i=

Dans le membre de droite on a une somme de m + 1 termes. Comme hmn —t =1 (attention : on garde
m fixe et ¢ < m), chacun de ces termes converge, lorsque n — 0o vers H' On obtient donc, pour tout
m e N,

1
hrrlnun > ZE =tm.
k=

En prenant a présent la limite m — oo, on obtient lim,, u,, > lim,, ¢,,, = e, comme désiré. o

Suites tendant vers l'infini et formes indéterminées

Définition 2.27. Soit (u,) € RY une suite.
> (uy,) tend vers +o00 siVM € R, IN € N,

Yn > N M.
> (uy,) tend vers —oo siVM € R, 3N € N,Vn > N M.
Insistons sur le fait qu’une suite qui tend vers +00 ou —oo est divergente : +00 et —oo ne sont pas des
limites au sens propre du terme, puisque ce ne sont pas des nombres réels (mentionnons ici qu’on ne
peut pas ajouter +00 et —oo 4 R et préserver 'ensemble des axiomes du Chapitre 1). Nous écrirons tout
de méme, par analogie, lim,, u,, = *00. De méme, on s’autorisera a écrire, par exemple, sup £/ = +00

(inf F = —o0) si £ C R n’est pas majoré (minoré).
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Unp,
| .
| .
| %",
| C %o
‘.o“.o
.0000:00
.
L R
°®e
o e | N
o .
e N > N

FIGURE 2.4: Une suite qui tend vers +o0 : pour tout M, on peut trouver NV tel que u,, > M pour toutn > N.

[0 Une suite tendant vers 400 n’est pas majorée.
0 Si A C R n’est pas majoré, alors il existe une suite (u,,) € A" tendant vers +oo.
O Une suite croissante et non majorée tend vers +oc.
Q}\ O Soit (u,) une suite telle que Vn € N,u, < 0. Alors, lim, u, = —oo si et seulement si
© i, Ljuy, = 0.
O Soit (uy,) une suite telle que Vn € N, u,, # 0. Alors, lim,, 1/u,, = 0 implique lim,, u,, = —o0 ou
lim,, u,, = +o0.
O Soit (u,) une suite telle que Vn € N, w41 > uy,. Alors lim, u, = +00.

Soit (uy,) une suite tendant vers +o00. Démontrer les affirmations suivantes.

1. Siu, < v, pour tout n suffisamment grand, alors (v,,) tend vers +oc.
2. Si (vp,) tend vers +o0, alors (uy, + v,) et (uy, - v,) tendent vers +oc.

3. Si (vy,) est bornée, alors (u,, + vy,,) tend vers +oo.

4. S’il existe § > 0 tel que v,, > § pour tout n suffisamment grand, alors (u, - vy,) tend vers +oo.
5. Si (v

) est bornée, alors (3) tend vers 0.

Observons que, dans 'exercice précédent, on ne retrouve pas toutes les propriétés de la Propo-
sition 2.11. C’est parce qu’en général le comportement dépend des suites choisies. On parle alors de
formes indéterminées :

Si (uy) | et (vp) alors est une indétermination du type
— 400 | =+ —00 (un—l—vn) « 00 — 00 »
—0 — 400 | (up - vp) «0-00»
—0 —0 (u") «0/0 »
— 40 | — 400 (ZZ) « OO/OO »
—1 — 400 (u}iﬁ) « 1%° »
— 400 — 0 (u}’ﬁ) « OO0 »
—0 —0 (upr) « 09 »

Exemple 2.28. Soit uy, == n, v, = n?. Ces deux suites tendent vers +oo, et on vérifie aisément que
Z—Z — Oet Z—Z — 4-00. Ce type de comportement est typique des formes indéterminées : c’est la vitesse a
laquelle les limites en question sont approchées qui va déterminer I’existence et la valeur de la limite. ©

Exemple 2.29. Mentionnons que ’analyse du comportement asymptotique des suites définies par ré-
currence peut parfois étre extrémement difficile. Un exemple frappant est celui de la conjecture de
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Syracuse °. Ce probléme consiste a étudier le comportement de la suite définie par la relation de récur-

rence
. %un si u,, est pair,
Un41 = . . .
3un +1  siwuy, estimpair.
en fonction de la valeur initiale ug € N*. Par exemple, si ug := 1, alors on obtient la suite 1,4,2,1;

comme on est retombé sur 1, la suite se répéte ensuite périodiquement. Avec ug := 7, on obtient la
suite 7,22,11,34,17,52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1 ; a nouveau, étant tombé sur 1, cette suite se
poursuit a partir de 1a comme la suite précédente. Un dernier exemple : avec ug := 33, on obtient la suite
33,100, 50, 25, 76, 38, 19, 58, 29, 88, 44, 22,11, 34,17, 52, 26, 13, 40, 20, 10, 5, 16, 8,4, 2, 1 ; a nouveau,
ayant atteint 1, on poursuit comme la premiére suite.

La conjecture de Syracuse affirme que, quelle que soit la valeur initiale ug € N*, la suite obtenue finit
toujours pas tomber sur 1 et se termine donc avec le motif 1, 4, 2 répété périodiquement. Cette conjec-
ture a été vérifiée expérimentalement pour toutes les valeurs de ug jusqu’a 2% = 2,95-10%°. Néanmoins,
cette conjecture résiste aux mathématiciens depuis qu’elle a été énoncée par Lothar Collatz en 1937. Le
célébre mathématicien Paul Erdés aurait déclaré a propos de cette conjecture : « Mathematics may not
be ready for such problems ». o

Sous-suites et valeurs d’adhérence

Exemple 2.30. La suite u,, = (—1)"7%1 ne converge pas. Cependant,

2n n—oo

> sion observe la suite uniquement le long des indices pairs, alors ug, = 5777 — 1;

24l N0, g

> sion observe la suite uniquement le long des indices impairs, alors uon11 = — 575

Ainsi, méme si une suite n’est pas convergente, on peut espérer obtenir des informations sur son com-
portement asymptotique en se restreignant a un sous-ensemble des indices. o

Définition 2.31. Soit (uy,) une suite. Une sous-suite extraite de (uy,) est une suite de la forme (uy,))
ot : N — N est strictement croissante.

Ug Uy Ug u3 Uy us Ug Uy ug U9 U1
' © ® o
Ui (0) Up(1) Uep(2) Up(3)

FIGURE 2.5: Extraction d’une sous-suite.

Exemple 2.32. (uay,), (u2n+1) et (ugn) sont des sous-suites extraites de (uy,). o

Soit (uy,,) une suite convergeant vers {. Montrer que toute sous-suite extraite de (uy,,) converge égale-

ment vers /.

[0 Toute sous-suite d’une suite croissante est croissante.
(@ 0 Si une suite n’est pas croissante, alors aucune de ses sous-suites n’est croissante.

O Toute sous-suite d’une suite non bornée est non bornée.

3. Egalement connue sous I’appellation de conjecture de Collatz, conjecture d’Ulam, probléeme de Kakutani, conjecture
de Thwaites, algorithme de Hasse, conjecture tchéque et probleme 3n + 1.
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Définition 2.33. a € R est une valeur d’adhérence de la suite (u,,) s’il existe une sous-suite extraite de
(uy) convergeant vers a.

Exemple 2.34. > La suite u, = (—1)"#_1 possede deux valeurs d’adhérence : —1 et 1.
> Par Exercice 2.4, toute suite convergente possede une unique valeur d’adhérence : sa limite. ¢

Intuitivement, a est une valeur d’adhérence de la suite (u,,) si, pour tout € > 0, u,, € (a — €, a+ €) pour
une infinité de valeurs de n : la suite s’approche arbitrairement prés de a infiniment souvent. Ceci est
rendu précis dans la proposition suivante.

Proposition 2.35. Soit (u,) € RY eta € R. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) a est une valeur d’adhérence de (uy,).
(ii) Ve > 0,VN € N,3dn > N, |u, — a| < e.
Démonstration. (i) = (ii). Il existe une fonction strictement croissante ¢ : N — N telle que la suite

(tp(n)) converge vers a. Fixons e > O et N € N.Tlexiste N’ € Ntel que, pour toutn > N, [ug, ) —al <
e. Prenons n := p(max{N, N'}). On a alors |u, — a| < e et n > N (par le point 6. de I'Exercice 1.11).

(ii) = (i). Nous allons construire, par récurrence, une fonction strictement croissante ¢ : N — N
telle que la sous-suite (u(,)) converge vers a.

Posons tout d’abord €p := 1 et Ny := 0. Soit & > Ny tel que |uy — a] < ¢g = 1. On pose p(0) = k.
Supposons a présent que I'on ait déja construit ¢(0),...,@(n — 1). Nous allons expliquer comment
construire ¢(n). Posons €, = N, = p(n —1) + 1. Par (ii), il existe k > N, tel que |uy — a| <

_ 1
€n = 737

La construction ci-dessus garantit que p(n +1) > ¢(n) et [u, () —al < %H’ pour toutn € N. [

1
T‘H et
On pose p(n) = k.

Soit (uy,) une suite bornée. On définit deux nouvelles suites :
M, == sup{ug |k > n} et my, = inf {ug |k > n}. (2.2)
Clairement, m,, < M, pour toutn € N.
Lemme 2.36. Les suites (M,,) et (m,,) sont convergentes.

Démonstration. Comme E C F implique sup E' < sup F' (Exercice 1.10, point 3.), la suite (M) est
décroissante. De plus, elle est bornée, puisque (uy,) l'est. Donc, (M,,) est convergente. On procéde de
facon similaire pour (m,,). O

Définition 2.37. Soit (u,,) une suite bornée et (M,,) et (m,,) comme définies dans (2.2).

> La limite supérieure de (uy,) est définie par

limsupu, = lim M, = lim sup{ux|k >n}.
=0 n—00 n—00

> La limite inférieure de (u,,) est définie par

liminf u, == lim m, = lim inf {ug |k > n}.
n—oo n—o0 n—oo

Comme pour la limite, on écrira plus simplement lim sup,, uy, et lim inf,, u,,. Puisque M,, > m,,, pour

tout n, on a

lim sup u,, > liminf u,,.
n n
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FIGURE 2.6: Limites supérieure et inférieure d’une suite.
O Silimsup,, u, = 0, alors limsup,, |u,| = 0.
O Silimsup,, |u,| = 0, alors lim,, u,, = 0.
O Silimsup,, |u,| = 3, alors lim sup,, u, = 3.
C)@ O Silimsup,, |u,| = 3, alors (uy,) est bornée.
O Si (uy,) est une suite telle que lim,, u,, existe, alors lim inf,, v,, = limsup,, u,, = lim,, u,,.
O Soient a une valeur d’adhérence de (u,,) et b une valeur d’adhérence de (v,,). Alors a + b est une

valeur d’adhérence de (u,, + v,,).

Proposition 2.38. Soit (uy,) une suite bornée. Alors, lim sup,, u,, et liminf,, u,, sont des valeurs d’adhé-
rence de (uy,). De plus, lim sup,, u,, (resp. lim inf,, u,,) est le maximum (resp. minimum) des valeurs d’adhé-
rence de (uy,).

Démonstration. Montrons tout d’abord que lim sup;, uy, est une valeur d’adhérence de (u,,). Nous allons

utiliser la caractérisation de la Proposition 2.35. Fixons donc € > 0 et N € N. D’une part, on a vu que

(M,,) est une suite décroissante qui converge vers lim sup;, ux. Par conséquence, il existe N’ € N tel

que, pour tout n’ > N’,

limsupup < M, < limsupug + €. (2.3)
k k

D’autre part, posons N” := max{N, N'}. Puisque My~ = sup {uy |k > N"}, il suit du Lemme 1.12
qu’il existe n > N” tel que
MN// — € § Unp, g MNN.

En combinant cela avec (2.3), on obtient

(2.3) (2.3)
limsupug — € < Myv —e <up < Myr < limsupug + €.
k 2
Comme n > N” > N, le critére de la Proposition 2.35 est vérifié.

Montrons finalement que lim supj, uj est un majorant de 'ensemble des valeurs d’adhérence de
(uy) (et en est donc le maximum). Soit @ > lim sup,, uy, et posons € := (a — limsup;, ux)/2. Comme
up, < sup{ug |k > n} = M, on déduit que, pour tout n > N’,

(23)
Up < M, < limsupuy + €.
k

a—up| = a—uy > a— (limsup, ug + €) = 26 — € = € pour tout n > N'. Il suit que

Par conséquent,
a n’est pas une valeur d’adhérence de la suite (uy,). O
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Remarque 2.39. Clairement, il suit qu’une suite bornée est convergente si et seulement si ses limites
supérieure et inférieure coincident. o

Corollaire 2.40 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass). Toute suite bornée admet une valeur d’adhérence.

Evidemment, ce résultat n’est plus vrai sans ’hypothése que la suite est bornée (considérer, par exemple,
la suite u,, = n).

Démonstration. On a vu que lim sup,, u,, est une valeur d’adhérence. O
Toute suite admet une sous-suite convergente.
Une suite divergente ne peut pas posséder une sous-suite convergente.
Q‘,\ Une suite non bornée ne peut pas posséder une sous-suite bornée.
@ Une suite non bornée ne peut pas posséder une sous-suite convergente.

Une suite tendant vers 400 ne peut pas posséder une sous-suite convergente.

Oooooo

Si (uy,) est divergente, alors il est possible qu’il existe k& € N tel que (up k), SOit convergente.

Suites de Cauchy

Nous allons a présent voir une autre approche pour démontrer la convergence d’une suite sans
déterminer sa limite.

Définition 2.41. Une suite (u,) € RY est de Cauchy si
Ve > 0,IN € N,Vn,m > N, |u, — up| < €.
Théoréeme 2.42. Toute suite convergente est de Cauchy.

Démonstration. Fixons ¢ > 0 et soit ¢ := lim,, u,,. Alors, il existe N € N, tel que, pour tout n > N,
|u,, — €| < §. Ainsi, pour tout m,n > N, par I'inégalité triangulaire,

€ €
|unfum|:\unf€+€fum\<]unf€|+\€fum|<§+§:e. O
Remarquablement, dans R, 'inverse est aussi vrai!

Théoréme 2.43 (R est un espace métrique complet). Toute suite de Cauchy converge.

Démonstration. Soit (u,,) une suite de Cauchy. On commence par montrer que (u, ) est bornée. Il existe
N € Ntel que, pour tout m,n > N, |u, — | < 1.Enprenantm = N, on obtient donc 1 > |u, —uy| >
|un| — |un|, c’est-a-dire |uy,| < 1+ |un| pour tout n > N, ce qui montre que (uy,) est bien bornée :

Vn € N, lu,| < max{|ugl,...,|lun—1],1+ |un|}.

Par le Corollaire 2.40, on peut trouver un nombre réel £ € R et extraire une sous-suite (u,,)) de sorte
que limy, uy,(,) = £. Il reste a montrer que lim,, u, = ¢.
Fixons € > (. D’une part, la convergence de la suite () vers £ implique

ANy € N,¥Vn > Ny, |u¢(n) — €| < 6/2.
D’autre part, la suite étant de Cauchy, on a
AN € N,Vm,n > N, |u, — up| < €/2.

Soit k > Ny tel que (k) > N. Alors, en combinant les inégalités ci-dessus, on obtient, pour tout
n>N,

€ €
\un—€|<|un—u¢(k)]+|uw(k)—€]<§+§:6. O
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Montrer que le Théoréme 2.43 ne s’applique pas a Q (« Q n’est pas complet »).

(_\ O Une suite converge vers ¢ si et seulement si elle est de Cauchy et posséde une sous-suite conver-
@ geant vers £.

O Une suite de Cauchy n’est pas nécessairement bornée.

_1)k
Exemple 2.44. Considérons la suite u, == > ,_; %, n € N*. Fixons € > 0. Alors, pour tout n > 1/e

ettoutm € N,
n+m k n+m n+m
(—1) ’ 1 1 1 1 1 1
u — U, = < — < _— =) = - — < —<e€
fintm = ] ‘Z k21T 2 k2 = Z(k—l k:) n o n+m n
k=n+1 k=n+1 k=n+1
ou 'on a utilisé (2.1). Ceci montre que la suite (u,,) est de Cauchy et est donc convergente. o

Exemple 2.45 (Divergence de la série harmonique). Nous allons montrer que la suite u, == Y %
diverge (comme elle est croissante, on en déduit alors qu’elle tend vers +00) *; voir la Figure 2.7. Pour
ce faire, nous allons montrer qu’elle n’est pas de Cauchy.

Pour tout £ € N*,
2k

1 1 .
Ugk — U = 111
w—w= Y. T Zhogr=3
i=k+1 N~~~
>%
La propriété de Cauchy est donc violée pour tout € < % o
uTL
N
.........................
....
°® 000”.. o°
o
....
L]
L]
L]
>N

FIGURE 2.7: Les 50 premiéres sommes partielles de la série harmonique.

Observez que, dans 'exemple précédent, on a lim,, (u,,+1 —uy,) = lim,, = 0.1l est donc essentiel,

1
n+1
A pour vérifier qu’une suite est de Cauchy, de considérer toutes les paires d’entiers m, n suffisamment

grands, et non pas simplement n et n + 1.

2.6 Exercices supplémentaires

1. Soit (u,) une suite convergente, de limite /. Montrer que la suite (|u,|) est également convergente
et de limite |/|.

4. La premiére preuve connue de ce résultat est due a Nicolas Oresme et remonte a 1360!
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2.

10.

Un+1

(Critére de d’Alembert pour les suites) Soit (u,,) € RY une suite telle que p == limy, 00| =2

existe. Démontrer les affirmations suivantes :

a) Si p > 1, alors la suite (u,,) diverge. De plus, si u, > 0 pour tout n suffisamment grand, alors
lim,,— o0 Uy, = +00.

b) Si0 < p < 1, alors limy,_ oo u,, = 0.

Donner également des exemples de suites (u,,) € RN pour lesquelles p = 1 et
¢) lim, u, =/¢ € R* d) lim, u, =0 e) lim, u, = +o00

f) (uy) ne tend ni vers une limite finie, ni vers l'infini.

. Soient (uy), (v,) € RY deux suites convergeant respectivement vers ¢ et £. Montrer que la suite

(max{uy,, vy, }) converge et que sa limite est max{/, ¢'}.

Pour chacune des suites suivantes, déterminer si elle converge et, si c’est le cas, quelle est sa limite.

2n3 \2 6n2 — \/n\?2
a) Uy = (%) b) uy, = (;127_’_;) c) up =vVn+3—+vn+1
d) up, = (—1)" nt5 e) U, = ng(::é) £) wu, = 7122;_2
g) un = Z—; h) uy = %T: (c€R) D)y = (_1)"\2/2
0 e |z] + |2z] + ngrj + -+ [nx]

En utilisant le fait (Exemple 2.26) que lim,, o0 (1+ £)™ = e, montrer que, pour toute suite (v,) € NV
telle que lim,, v, = +o0,

1 \vn
lim (1—1——) =e.

n—oo ’Un
Soit r,x € R. On consideére la suite (u,) € RN définie récursivement par ug = x et, pour n > 1,
Up = 14+ 1rup_1.
a) Trouver une expression explicite pour u,, n > 1.
b) Déterminer sous quelles conditions (sur r et x), la suite converge et, lorsque c’est le cas, déter-

miner la limite.

On considére la suite (u,) € RY définie par u1 := 3 et, pour n > 1, Uy 41 = “"4+4.
a) Exprimer u,4+1 — u, en fonction de u,, — u,_1 et en conclure que (u,) est décroissante.
b) Vérifier que u,, > 0 pour tout n € N* et en conclure que la suite est convergente. Déterminer sa
limite.

On considére la suite (u,,) € RY définie par u1 := 0 et, pour n > 1, Uy 41 = 3“21“

a) Trouver un candidat ¢ pour la limite (en passant a la limite dans la relation de récurrence).

b) Exprimer |u,,+1 — ¢| en fonction de |u,, — ¢| et conclure que la suite converge vers .

On considere la suite (u,,) € RN définie par Uy = 2 et,pourn = 2, upy1 =1+ 2un 5Un-
a) Montrer que, pour toutn > 1,1 < u, < 2.
b) En déduire que (u,,) est décroissante (en considérant le signe de un4+1 — up).

¢) Conclure que (uy,) est convergente et déterminer sa limite.

On considére la suite (u,) € R définie par uy := 3 et, pour n > 1, up41 = (u2 + 6)/5.
a) Montrer que u,, € [2, 3] pour tout n > 1.
b) Montrer que u,, est décroissante.

c¢) Conclure que u,, converge et calculer sa limite.
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11. On considére la suite (u,,) € RY définie par uj := 10 et, pour n > 1, uy, 11 == =+ i
a) Montrer que u, > V2 pour tout n > 1.
b) Montrer que u,, est décroissante.
¢) Conclure que u,, converge et calculer sa limite.

. 1
1+un

13. Pour chacune des suites ci-dessous, déterminer si elle converge et, lorsque c’est le cas, déterminer
sa limite.

Q) V2,V2+ V2, V2 +V2+ V2, ... b) V2, V2vV2, V2V2V2, ...

12. Montrer que la suite définie par u; = 1 et upy1 == % converge et déterminer sa limite.

(Indication : dans les deux cas, commencer par exprimer la suite a ’aide d’une relation de récurrence,
puis déterminer si la suite est bornée.)

14. Donner un exemple de suite (u,,) dont 'ensemble A des valeurs d’adhérence satisfait :
a) A=1{0,2,7} b) A=0 c) A=N* d) A=[0,1]

15. Etablir les bornes suivantes sur les coefficients binomiaux (e est la constante d’Euler) :

n\k n nk en\k
(2) <(e) < =<(%)
k k k! k
16. Soient (uy,) et (v,) deux suites bornées.
a) Montrer que liminf,, u,, + liminf, v, < liminf, (u, + v,).

b) Donner un exemple montrant que I'inégalité du point précédent peut étre stricte.

c) On suppose que u,, < v, pour tout n. Montrer que lim inf, u,, < liminf, v,.

17. Soient ¢ € R et (u,) une suite majorée.
a) On suppose ¢ > 0. Montrer que lim sup,,(cu,) = climsup,, up,.

b) Quelle est I'affirmation correspondante lorsque ¢ < 0 et (uy,) est bornée?

18. (Théoréme de Cesaro) Soit (u,) € RN une suite convergeant vers £ € Ret S, == uy + - - + up.
Le but de cet exercice est de montrer que la suite (1.5,,) converge vers /.

a) Montrer que, pour tout € > 0, il existe N € N tel que, pour tout n > N,
1 n
— E lup — €| <e.
n
k=N

b) Montrer que, pour tout € > 0 et N € N, il existe N’ > N tel que, pour tout n > N’,
| N-1
— Z ”U,k — €| < €.
n
k=1

c¢) En déduire la convergence de %Sn vers . On dit que la suite (u,,) converge vers £ au sens de
Cesaro.

d) En procédant de facon similaire, montrer que si la suite (u,,) tend vers 400, alors la suite %Sn
tend également vers +oo.

e) Donner un exemple de suite divergente qui converge au sens de Cesaro.

19. Le flocon de von Koch est la fractale dont la construction est décrite dans la Figure 2.8. Calculer
son aire (se souvenir de la série géométrique). Qu’en est-il de son périmeétre ?

20. Soit C' € R et (am,n)men,neN une collection de nombres réels satisfaisant a,,, < C pour tout
m,n € N.
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Atk

FIGURE 2.8: Les 4 premiéres étapes de la construction du flocon de von Koch. Soit K un triangle équilatéral
de co6té 1 (y compris son intérieur). K7 est obtenu en centrant sur chaque segment du bord de K un triangle
équilatéral de coté 1/3. K, est obtenu en centrant sur chaque segment du bord de K,,_; un triangle équilatéral
de coté 1/3™. Le flocon est la figure obtenue en itérant cette procédure une infinité de fois.

a) Donner un exemple tel que lim lim a,,, # lim lim ap, .
m—00 N—r00 n—r00 M—r00

b) En supposant que a1, < @y pour tout m < m’ et n < n/, montrer que

lim lim app, = lim lim ap,, =sup{amn, | m,n € N}.

21. (Lemme de Fekete ou lemme sous-additif) Une suite (uy,),cn+ est sous-additive si w4y, <
U, + Uy, pour tout n, m € N*. Soit (u,,) une suite sous-additive et minorée. Le but de cet exercice

3 Un 1 Un,
est de montrer que la suite (42 ),cn+ converge vers inf,,cn- “2.

n

a) Montrer que £ := inf,cn+ 7 est bien défini.

b) On fixe € > 0. Montrer qu’il existe m € N* tel que © </ +e.

c) Pour tout n € N*, on peut écrire n = km + r avec k,7 € N et 0 < r < m. Montrer que
nl < up < kb, + up.

d) En déduire que ¢ < liminf,, ©* < limsup,, 4* < %2 </ + ¢. Conclure.

22. Soit (v,) € RY une suite décroissante convergeant vers 0 et soit u, == > _r_,(—1)*vy.
a) Montrer que, pour tout n, k € N, 0 < v, — Upt1 + Upta — Ungg + -+ (—1)kvn+k < vp.
b) En déduire que la suite (u,,) est de Cauchy et est donc convergente.

k41
c¢) Montrer que la suite w,, = Y ;_,; ( 1,)6 converge. (Vous verrez plus tard que la limite est

log 2.)

23. Soit (vg,) € [~1, 1]N. Montrer que la suite (uy,),en définie par u,, = Z % est convergente.

(Indication : Commencer par montrer que, Vn > 1, VM > n, Zg:n 1/k! < 2/nl)

24. Soient a,b € R avec a < b. On définit deux suites (u,) et (vy,) récursivement par ug = a, vg == b
et, pour tout n € N, w1 = \/Upv, et vy 1 = %(un + vp).
a) Montrer que, pour tout ,y € R, 22 + y? > 2zy. En déduire que u,, < v, pour tout n.
b) Montrer que (uy,) est croissante et (v,,) décroissante.
c) Montrer que 0 < vp41 — Upt1 < 3(Un — uy). En déduire que (uy) et (v,,) sont convergentes et
ont la méme limite. Celle-ci est appelee la moyenne arithmético-géométrique de a et b.

25. (Théoréme du point fixe de Banach) Soient a < b deux réels, f : [a,b] — [a,b] et A € (0,1). On
suppose que f est contractante : pour tout z,y € [a,b], |f(z) — f(y)| < Alz — y|. Le but de cet
exercice est de montrer que f posséde un unique point fixe : Iz, € [a b}, f(zy) = x.

On fixe ug € [a, b] et on considére la suite définie récursivement par u,, = f(u,—1) lorsque n > 1.

a)

= n| < A"fur —ugl.
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b) En utilisant le point précédent, montrer que, pour tout n,m € N, |ty 4 — upn| < % |ug — ug.

En déduire que la suite (u,) converge vers une limite ¢ € [a, b].

¢) Montrer que, pour toutn € N, | f(£) — 4| < |f(£) — f(un)| + |un+1 — £|. En déduire que f(¢) = ¢,
ce qui montre I'existence d’un point fixe.

d) Supposer que z, et y, soient deux points fixes. Montrer que |z, — y«| < Az, — y«| et donc que
Ty = Ys.




3.1

Fonctions continues

Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion de continuité pour des fonctions définies sur
un sous-ensemble 2 C R, puis étudier les propriétés de telles fonctions. La définition moderne de
la continuité n’a été introduite qu’en 1817, par Bolzano, bien que plusieurs définitions alternatives
beaucoup plus restrictives aient été proposées plus tot.

Limite d'une fonction en un point
Etant donné un sous-ensemble ' C R, nous dirons que o € R est un point limite de E si
Ve > 0,3z € E,0 < |z — x| < e.

En d’autres termes, xg est un point limite de £ si 'on peut trouver une suite d’éléments de F tous
distincts de z( et convergeant vers xg.

Définition 3.1. Soit ¢/ € R, E C R et xg un point limite de E. Une fonction f : E — R tend vers £ en
o Si
Ve > 0,36 >0,Vz € E, [0 < [z — 20| <6 = |f(z) — {| <€

Dans ce cas, on écrira lim f(z) = ¢.
T—T0

xol—(s ajlo l‘ol—l-(;

FIGURE 3.1: La limite de f en z( est égale a £ : pour tout € > 0, on peut trouver § > 0 tel que le graphe de f
au-dessus de (zo — d, 29 + d) \ {zo} soit inclus dans la région grisée. La valeur de f en xo n’intervient pas (en
fait 2y peut ne pas appartenir au domaine de définition de f).

53
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Remarque 3.2. > Lorsque xo ¢ E, il est nécessaire de supposer que x est un point limite de E afin
de garantir qu’on puisse trouver des points de I arbitrairement preés de xo. En particulier, chercher
a déterminer la limite d’une fonction en un point a distance strictement positive de son domaine de
définition n’a pas de sens; par exemple, on ne peut pas étudier la limite de \/x2 — 1 enx = 0.

> Méme lorsque zo € E, ni Uexistence ni la valeur de la limite ne dépendent de la valeur de f(xo).

> La limite de f en x( est une propriété locale : elle ne dépend que du comportement de f « au voisinage
de ¢ ».

> On vérifie aisément que, lorsqu’elle existe, la limite de f en xq est toujours unique. o

Exemple 3.3. On consideére la fonction x +— +/z, définie sur R ;. Montrons que, pour tout xg € R,

lim vz = /.

T—T0

Soit € > 0. Supposons x¢ > 0. Posons ¢ := €,/z¢ > 0. Alors, pour tout z € R tel que 0 < |z — x| < 9,

|V/x + /70| _ |z — 0] < |z — 0]
IVZ+ Zo| VT+To  /To

Dans le cas ol 2o := 0, on peut prendre § := €2 > 0, puisqu’alors, pour tout € R tel que |z| < 0,

IV = Vao| = [z = v/

<€

VT - V0| =z <Vi=e o

Nous utiliserons a de nombreuses reprises le résultat élémentaire suivant.

Soit E,F CR,zp€ F,yo € Fetl{ € R.Soit f: E — Fetg: F — Rtelles que
> Vo € E\{zo}, f(z) # yo;
> limg 0, f(2) = yos
> limy .y, g(y) = L.

Montrer que limg 5, g(f(z)) = £.

La proposition suivante fournit une définition alternative de la limite d’une fonction en un point et
se révele utile en pratique.

Proposition 3.4. Soit{ e R, E C R, f: E — R etz un point limite de E. Les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(ii) Pour toute suite (u,) € (E \ {xo})Y convergeant vers xq, lim,, oo f(uy) = £.

Démonstration. (i) = (ii). Soit (u,) € (E \ {x0})" convergeant vers x(. Fixons ¢ > 0. D’une part,
puisque limy_,, f(z) = ¢, il existe & > 0 tel que, pour tout z € E \ {x¢} tel que |[x — x¢| < 0, on a
|f(z) — ¢| < e. D’autre part, puisque u,, — o, il existe N tel que |u,, — x| < d pour toutn > N. On
adonc |f(u,) — ¢ < € pour tout n > N.

(if) = (i). On procéde par contraposition. Supposons donc que f ne tende pas vers £ en . Il existe
donc € > 0 tel que, pour tout 6 > 0, on puisse trouver x5 € E satisfaisant 0 < |zs — zg| < J et
| f(25) —£| > €. Pour chaque n € N*, on pose u, := 21 /,. Onaalors 0 < |u, —xo| < 1/net|f(u,)—£] >
€. On a ainsi construit une suite (u,,) € (E\ {70})" convergeant vers x¢, mais pour laquelle f(u,) ne
converge pas vers £. O
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Il suit aisément des Propositions 2.11 et 3.4 que la limite d’'une fonction en un point se comporte
bien vis-a-vis des opérations arithmétiques. La preuve est laissée en exercice :

Soient E C R et zp € R un point limite de E. Soient f,g : E — R telles que limg_,,, f(z) = (et
hmm_>ch g(z) = ¢'. Démontrer les affirmations suivantes.

a) limg o, (f+9g)(x) =041
b) limg ., (f - g)(z) =£- 1.
c) Sit #0,limy . (f/g)(x) =4/l

Exemple 3.5. Les cas les plus intéressants sont lorsque ’on obtient des formes indéterminées (dans les
deux exemples ci-dessous, du type 8).

> Soit f: R\ {1} > R,z — "f%ll Puisque 22 — 1 = (z +1)(x — 1), on observe que f(z) =z + 1
pour tout 2 # 1. Par conséquent, lim, 1 f(z) = 2.

> Soit f: [~1,0) U (0,400) = R,z — (VI +a —1)/x ety = 0. Alors,

vi+z—-1 vVi+tz—-1 14+z+1 . 1 1

20 x 250 x Vito+l oo0/ita+l 2
ou la derniére égalité suit de I’Exercice 3.1 et de 'Exemple 3.3. o

La Proposition 3.4 fournit également une approche pour démontrer qu’une fonction n’admet pas
de limite en un point x : il suffit de construire deux suites (u,,) et (v, ) convergeant vers z et telle que
les suites (f(uy)) et (f(vy,)) ne posseédent pas la méme limite.

Exemple 3.6. La fonction signe, définie par

1 siz >0,

sign(z) =< 0 siz =0,

-1 six <0,
n’admet pas de limite en 0. Il suffit en effet de considérer u,, := 1/n etv,, := —1/n, puisque lim,, f(u,) =
1etlim, f(v,) = —1. o

Exemple 3.7. Considérons la fonction f : (0,1] — R définie de la fagon suivante. On pose d’abord
f(5k) = 0et f(5-17) == 1 pour tout n € N*. On procéde ensuite a une interpolation linéaire entre
ces points : on pose f(z) := (2n—1)(2nz —1) pour chaque z € (55, 32— ) et f(z) = (2n+1)(1—2nz)
pour chaque = € (2n+1, 2n) (voir la Figure 3.2).

La fonction f ainsi construite n’admet pas de limite en 0. Pour le voir, il suffit considérer les suites

1 1
Up = 5, et Uy == 5. <o

W=
130 T R
NI

FIGURE 3.2: La fonction de I’Exemple 3.7.
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L’exercice suivant fournit un analogue du théoreme des gendarmes.

Soient £ C R, xg un point limite de E' et f, g, h : E — R satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(i) il existe € > 0 tel que f(x) < g(z) < h(z) pour tout x € E tel que 0 < |z — x| < ¢,
(i) limg—y, f(x) = limg_yz, h(z) = £.

Montrer que g posséde une limite en ¢ et que lim,_,,, g(x) = £.

3.2 Convergence a l'infini et divergence vers l'infini

Définition 3.8 (Convergence a I'infini).

> Soit E tel que [m,+00) C E pourunm € R. Soit f : E — R et € R. On dit que f converge vers

£ en +o0 si
Ve>0,IN eR,Vz € E, [z > N = |f(z) — {| < ¢].

Dans ce cas, on écrit lim f(x) = 4.
r——+00

> Soit E tel que (—oo, m| C E pourunm € R. Soit f : E — R et{ € R. On dit que f converge vers

£ en —oo si
Ve>0,IN eR,Vz € E, [zt < N = |f(z) — {| < ¢].

Dans ce cas, on écrit lim f(x) = /.
T—r—00

> Dans les deux cas, on dit que la droite y = ¢ est une asymptote horizontale au graphe de f.

FIGURE 3.3: Fonction tendant vers ¢ en +o0.

Les propriétés listées dans I'Exercice 3.2 s’étendent immédiatement aux limites en +00. La vérification
est laissée en exercice.

Définition 3.9 (Divergence vers U'infini). Soit f : E — R et xg un point limite de E.
> On dit que f tend vers +00 en xg si
VM,36 > 0,Vz € E, [0 < |z — x| < & = f(z) > M].
Dans ce cas, on écrit lim f(z) = +o0.

T—rT0

> On dit que f tend vers —oo en xg si
VM,36 > 0,Vz € E, [0 < |z — x| < 6 = f(z) < M].

Dans ce cas, on écrit lim f(z) = —o0.
T—rT0

> Dans les deux cas, on dit que la droite x = x( est une asymptote verticale au graphe de f.
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o

FIGURE 3.4: Une fonction tendant vers +00 en xg.

Exemple 3.10. La fonction z — 1/CL‘2, de R* dans R, tend vers l'infini en 0, mais la fonction z +— 1/x,
de R* dans R, ne tend pas vers l'infini en 0. o

Définition 3.11. Soit E tel que [m,+00) C E pour unm € R.
> On dit que f tend vers 400 en 400 si
VM,3N e R,Vz € E, [z > N = f(z) > M].
Dans ce cas, on écrit lim f(x) = +oc.

T—>+00

> On définit de fagon analogue lim f(z) = —oo, lim f(z) =+occet lim f(z)= —oc.
T—+00 T—>—00 T—r—00

Exemple 3.12. Soit n € N*. Considérons la fonction polynomiale P(z) := ag+ a1z +asz? +- - -+ a,z",
avec a, > 0. Alors, pour tout z > 1,0ona

P(z) = (aox_” +az "+ ta, g + an)x" > <an _ lao| + |ar| 4 -+ -+ |an—1|>$n'

x
En particulier, pour tout = > 1 telque z > 2(|ag|+|a1|+- - - +|an—1]) /an, ona P(z) > fa,2™ > 3an2.
Par conséquent,

lim P(z) = +oo.

Tr—-+00

On montre que

lim P(z) =

T—r—00

{+oo si n est pair,

—00 sin estimpair

en procédant de facon similaire. Finalement, les affirmations correspondantes dans le cas ou a,, < 0
peuvent étre déduites des précédentes en considérant la fonction @ := —P. o

3.3 Continuité

Formulé de facon informelle, une fonction f est continue en xg si f(y) est « arbitrairement proche »
de f(xo) pourvu que y soit pris « suffisamment proche » de x.

Définition 3.13. > Soit f : E — Retxg € E. La fonction f est continue en xg si f tend vers f(xq)
en x, c’est-a-dire, de facon explicite,

Ve > 0,36 > 0,Vz € E, [|z — 0| < 6 = |f(z) — fwo)| < €].

> Si f n’est pas continue en xq, on dit qu’elle est discontinue en x.

> Si f est continue en chaque xo € E, on dit que f est continue sur E. L’ensemble des fonctions
f : E — R continues sur E est noté ¢°(E).
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Remarque 3.14. > Lorsqu’une fonction est continue sur tout son domaine de définition, on dit parfois
simplement qu’elle est continue.

> Remarquons d nouveau que la continuité en un point x( est une propriété locale de la fonction. ¢

Exemple 3.15. > Soit ¢ € R. La fonction constante z —> ¢ est continue en tout point de R.

> La fonction f : R — R, x — x est continue en tout point de R. o

Soit f : R — R une fonction discontinue en x.
O Ve> 0,36 > 0,Vz € R, [| f(z) — f(z0)| < € = |z — x0| > 4].

O Ve>0,36 > 0,Vz € R, [z — zo| <6 = |f(z) — x0|>6]

6(@,) O 3e>0,V6> 0,3z €R, [lz —mo| <& A |f(z) - > el
O In € N* ¥Ym € N*, 3z € R, U:z:fxo| <1l/m A |f( )—f( 0)] 21/71].
O 3e > 0,3(uy) € RY, [limy, up = 29 A limy,|f(un) — f(20)] = €].

Remarque 3.16. II suit immédiatement de la Proposition 3.4 que f est continue en xg si et seulement si
f(un) — f(xo) pour toute suite (u,) convergeant vers xo. En particulier, si f est continue en x et si la
suite (uy,) converge vers xg, alors

lim f(u,)= f(HILIEO Up).

n—o0

Ainsi, lorsque f est continue en xg, on peut permuter les opérations « passage a la limite » et « évaluation
de la fonction ». o

O Si f n’est pas continue en x, alors il n’existe pas de suite (u,) convergeant vers x telle que
limy, o0 f(un) = f(20)-
O S’il existe une suite (u,,) convergeant vers xo pour laquelle lim,, oo f(u,) = f(zg), alors f est
(%/) continue en z.
O Si f n’est pas continue en xg, alors il existe une suite (u,,) convergeant vers xo pour laquelle

limy, o0 f(un) # f(zo).

O Silimg_,4, f(x) existe et si f(zo) existe, alors f est continue en z.

Exemple 3.17. Soit a € R, f € €°(R) et soit (u,) € R une suite définie récursivement par ug := a et
Up+1 = f(up) pour n € N.

Supposons que lim;,_, o u,, = £. Alors, puisque up+1 — f(u,) = 0 pour tout n € N, il suit de la
Remarque 3.16 que

0= Jirm, (s = Flun)) = Jizg s = Ji fun) = Jirg s = F( i wn) = £ £

Ainsi, lorsqu’elle existe, la limite d’une telle suite satisfait nécessairement ¢ = f(¢). o

Exemple 3.18. La fonction caractéristique des rationnels, xg : R — R, définie par

(2) = 1 sizeQ,
XQE) = 0 sizé¢Q,

est discontinue en chaque point g € R. En effet, si 79 € R\ Q, on peut considérer une suite (u,,) € QY
convergeant vers x( (une telle suite existe puisque Q est dense dans R); on a alors lim,, xg(un) =
1 # xo(zo). On procéde de facon similaire lorsque 29 € Q (en considérant une suite d’irrationnels
convergeant vers ). o

1. Observez que 'on n’a pas imposé 0 < |z — 0| comme on ’avait fait auparavant. La raison est que lorsque z = o, la
condition | f(z) — f(zo)| < € est trivialement satisfaite.
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1/24

1/31
1/44

0 1

FIGURE 3.5: La fonction de Thomae, introduite dans I’Exercice 3.4, est discontinue en chaque rationnel, mais
continue en chaque irrationnel.

On consideére la fonction de Thomae 7" : (0,1) — R définie par (voir la Figure 3.5)

0 sizé¢Q,

1 : _p
Lo p
; Siz qEQ,

ou la fraction g est supposée irréductible. Le but de cet exercice est de montrer que 7" est continue en

T(x) =

zo € (0,1) si et seulement si g est irrationnel. *
a) Soit 29 € (0,1) rationnel. Construire une suite (u,) € (0,1)Y convergeant vers z¢ et telle que
T(z0) # limy, 00 T'(uy ). En conclure que T est discontinue en x.

b) Pour € > 0 fixé, montrer que 'ensemble B, := {z € (0,1)|T(z) > €} ne contient qu'un nombre
fini de points. En déduire que T est continue en tout 2 € (0, 1) irrationnel.

Les propositions suivantes montrent que la notion de continuité se comporte bien vis-a-vis des
opérations arithmétiques et de la composition de fonctions.

Proposition 3.19. Soient f et g deux fonctions de E dans R continues en xq. Alors, f + g, f - g et, si
g(zo) # 0, f/g sont continues en x.

Démonstration. C’est une conséquence directe de ’Exercice 3.2. t

Exemple 3.20. > 1II suit de la Proposition 3.19 et de ’Exemple 3.15 que les fonctions monomiales
x — z", n € N, sont des fonctions continues en tout point de R.

> Il suit de la Proposition 3.19 et du point précédent que les fonctions polynomiales sont continues
en tout point de R.

> Il suit de la Proposition 3.19 et du point précédent que les fonctions rationnelles sont continues
en tout point de leur domaine de définition. o

Proposition 3.21 (Composition de fonctions continues). Soient f : E — Fetg: F — R, avec E, F C
R, et soit zg € E. Si f est continue en xq et g est continue en f(xg), alors g o f est continue en x¢. Par
conséquent, si f : E — F et g : F — R sont continues, alors go f : E — R est continue.

Démonstration. On utilise la caractérisation de la Remarque 3.16. Soit (u,,) € EN une suite convergeant
vers xo. La continuité de f en zy implique alors que lim, o f(u,) = f(z0). La suite (f(uy,)) €
FN converge donc vers f(xg). La continuité de g en f(zg) implique alors que lim,, o0 g(f(un)) =
9(f(z0)), ce qui montre que g o f est continue en z. O

2. Il est intéressant de noter qu’il n’est par contre pas possible de construire une fonction qui soit continue sur les ration-
nels et discontinue sur les irrationnels. Une preuve élémentaire de ce fait a été donnée par Volterra en 1881 alors qu’il était
encore étudiant a la Scuola Normale Superiore de Pise. Une présentation de sa preuve peut étre trouvée dans la Section B.3.
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Remarque 3.22. Sila composition de deux fonctions continues est continue, la composition de deux fonc-
tions discontinues n’est pas nécessairement discontinue. Par exemple, les fonctions

0 six <O, 1 siz <0,
f(z) 12{ et g(x) 12{ 5

1 siz>0 xz° six >0

sont toutes deux discontinues en 0, mais g o f(x) = 1 pour tout x € R et est donc continue. o

O Si f € €°R) et (u,) € RY est convergente, alors lim sup,, f(u,) = f(limsup,, u,).
6@,) O Si f € €°R) et (uy,) € RY est majorée, alors limsup,, f(u,) = f(limsup,, u,).
O Si f € €°(R) est croissante et (u,) € RY est bornée, alors lim sup,, f(u,) = f(limsup,, uy,).

Maximum et minimum d’une fonction continue

Dans cette section, on va s’intéresser aux propriétés d’une fonction continue définie sur un inter-
valle fermé et borné (on dit aussi compact), c’est-a-dire de la forme [a, b] avec a < b deux réels.

Définition 3.23. Soient E C R, f : E — Retzg € E.

> La fonction f est majorée (resp. minorée, bornée) si 'ensemble { f(z) |z € E} est majoré (resp.
minoré, borné).

> La fonction f atteint son maximum en xg (ou admet un maximum en xg) si
Vo € E, f(x) < f(wo).
> La fonction f atteint son minimum en xg (ou admet un minimum en x) si

Ve € E, f(z) > f(xo).

Lorsque F' C E et f est majorée, on écrira supy f = sup,cp f(x) = sup{f(x) |z € F}. Lorsque
F = FE on écrira simplement sup f = supy f. On fera de méme pour 'infimum, le maximum et le
minimum (lorsque ces quantités existent).

Théoréme 3.24. Toute fonction f € €°([a,b]) est bornée et admet un maximum et un minimum.
Il est bien entendu possible que le minimum et/ou le maximum soit atteint sur le bord de I'intervalle.

Démonstration. Montrons d’abord que f est majorée. On procéde par ’absurde. Supposons donc que f
ne soit pas majorée. Dans ce cas, pour tout n € N*, on peut trouver u,, € [a, b] tel que f(u,) > n.Or,
la suite (uy,) est bornée et il suit donc du Théoréme de Bolzano-Weierstrass que I’on peut extraire une
sous-suite (u,(,)) qui converge vers un point zo € [a, b]. On a alors, par continuité de f,

f(mO) = lim f(ugo(n)) = +09,
——

n—00

>p(n)

ce qui est absurde. On montre de la méme facon que f est minorée.
Montrons & présent que f admet un maximum. Soit S := sup { f(z) |z € [a, b]} (qui existe puisque
f est bornée). Par le Lemme 1.12, pour tout n € N*, on peut trouver v,, € [a, b] tel que

S— =< f(vp) <S.

1
n
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En particulier, lim,,_,~ f(v,) = S. A nouveau, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut ex-
traire une sous-suite (v,(,,)) convergeant vers un point * € [a, b]. On a alors, par continuité de f,

f(l‘*) = lim f(vap(n)) =5,

n—oo

ce qui montre que f atteint son maximum en z*. On proceéde de la méme facon pour le minimum. [

Exemple 3.25. Les contre-exemples suivants illustrent I'importance des hypothéses dans le théoréme
précédent.

> (Fonction définie sur [a, b], mais non continue.) La fonction f : [0,2] — R définie par

1-§ size(L2 \

1 2

N[ =

n’admet pas de maximum.

> (Fonction continue sur un intervalle borné mais ouvert.) La fonction f : (—1,1) — R définie par

| |
| |
| |
| |
T | 1 |
fla) = —2— |0 ;
| |
| |
! !
-1 1
n’admet pas de maximum.

> (Fonction continue sur un intervalle fermé, mais pas borné.) La fonction f : [1, +00) — R définie
par

fla)=

n’admet pas de minimum. o

3.5 Théoreme des valeurs intermédiaires

En dépit de son caractére intuitif, le résultat suivant joue un role essentiel en analyse. La premiére
preuve en a été donnée par Bolzano en 1817.

Théoréme 3.26 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soit f € €°([a, b]) telle que f(a) < f(b). Alors,
pour tout h € (f(a), f(b)), il existe z € (a,b) tel que f(x) = h.

Démonstration. Nous allons construire récursivement deux suites adjacentes dont la limite commune
aura la propriété souhaitée. On dit que 'on procede par dichotomie (voir également la Figure 3.7).

1. On pose ug = a et vy = b. Il suit des hypotheéses que f(ug) < h < f(vp).
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a z b

FIGURE 3.6: Le théoreme des valeurs intermédiaires affirme que chaque droite horizontale y = h avec h €
[f(a), f(b)] intersecte le graphe de f au-dessus de [a, b] en au moins un point.

2. Supposons que u,, et v, aient déja été définis et satisfont u,, < v, et f(u,) < h < f(v,). Soit
Wy, = (Upn, + vy,)/2 le point milieu entre u, et v,. Nous définissons alors w1 et v,4+1 de la facon
suivante :

> si f(wy) = h, alors u, 41 = Uy et V41 = Wy

> si f(wy) < h, alors u,q1 == wy, et vy11 == vy,
Observez que 'on a alors nécessairement u,,+1 < vp41 €t f(unt1) < h < f(vpg).
Il suit de cette construction que, pour tout n € N,
Da=uy<uU KUK KUy, KU <o <2 <0 S0 = b,
> Uy — Uy = %(vn_l — Up—1) = 2%(1)”_2 —Up_9) == 2%(1)0 —up) = 5w (b—a),
> f(un) < h < f(vn).

Les deux premiéres propriétés impliquent que (u,,) et (v,,) sont deux suites adjacentes, minorées par a
et majorées par b. Par conséquent, celles-ci convergent vers une limite commune x € [a, b]. La troisiéme
propriété et la continuité de f impliquent alors que

h< lim f(un) = f(z) = lim f(up) < h.

n—oo n—o0

On a donc bien f(x) = h. O

a Uy us uz b

FIGURE 3.7: La construction par dichotomie dans la preuve du Théoreme 3.26. Les intervalles successifs (néces-
sairement emboités) [uy,, v, ], pour 1 < n < 5, sont indiqués en nuances de gris de plus en plus foncées. u1, us
et uz sont indiqués explicitement et v; = vy = v3 = b.

Remarque 3.27. La conclusion du Théoréme 3.26 n’est plus vraie, en général, si I'on remplace 'ensemble
des nombres réels par Q. Par exemple, la fonction f : Q — Q, x +— x> — 2 est continue sur [0,2] N Q et
vérifie f(0) = —2, f(2) = 2, mais il n’y a pas de rationnel q tel que f(q) = 0. o
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Remarque 3.28. Il a fallu attendre la formalisation du concept de continuité au XIX® siécle pour que soit
réellement compris le lien entre cette propriété et la propriété des valeurs intermédiaires (c’est-a-dire, celle
de satisfaire la conclusion du Théoréme 3.26). Pour se rendre compte a quel point ces deux notions sont
distinctes, mentionnons qu’on peut construire des exemples de fonctions possédant la propriété des valeurs
intermédiaires sur chaque intervalle de R tout en n’étant continues nulle part. o

O A un moment de votre vie, votre taille a été de 90cm exactement.

Q}@ [0 A chaque instant, il existe deux points diamétralement opposés le long de I'équateur auxquels la

température est identique.

Voyons a présent quelques conséquences de ce théoréme.
Corollaire 3.29. Toute fonction polynomiale de degré impair s’annule au moins une fois.

Démonstration. Considérons la fonction polynomiale P(x) = ag + a1z + asx® 4 - + a,z™, avec n
impair et a,, # 0. Sans perte de généralité, on supposera que a,, > 0. P étant de degré impair, il suit de
I’Exemple 3.12 que
lim P(z) = +o0 et lim P(z) = —oo0.
T—+00 T——00

En particulier, on peut trouver K € R tel que P(—K) < 0 < P(K). En appliquant le théoréeme des
valeurs intermédiaires a I'intervalle [— K, K| et avec h = 0, on conclut a I'existence de z € [— K, K]
tel que P(x) = 0 (voir la Figure 3.8). O

FIGURE 3.8: Toute fonction polynomiale de degré impair s’annule au moins une fois (ici trois).

Corollaire 3.30. Soit f € ¢°([a,b]). Alors, f([a,b]) est un intervalle fermé et borné.

Démonstration. Par le Théoréme 3.24, f atteint son maximum et son minimum : il existe ., x* € [a, b
tels que
f(zy) = min_ f(z) et f(z®) = max f(z).
z€la,b] z€[a,b)

Si f(xzy) = f(z*), alors f est constante et f([a,b]) = {f(z«)} qui est un intervalle fermé et borné.
Sinon, on a nécessairement x, # z*; on supposera, sans perte de généralité, que x, < z*. Soit h €
[f(z«), f(z*)]. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe x € [z, 2*] tel que f(x) = h. Par
conséquent, [f(z4), f(z*)] C f([a,b]). Comme f([a,b]) C [f(z4), f(x*)] par définition du minimum
et du maximum, on en conclut que f([a,b]) = [f(x4), f(z*)] et ce dernier est bien un intervalle fermé
et borné (cf. Figure 3.9). O

Remarque 3.31. Le résultat précédent montre que I'image d’un intervalle fermé borné par une fonction
continue est toujours un intervalle fermé borné. Les deux hypothéses sont importantes.
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max f 1

min f

FIGURE 3.9: L’image de l'intervalle fermé borné [a, b] sous I’application continue f est I'intervalle fermé borné
[min f, max f].

> L’image par une application continue d’un intervalle fermé n’est pas nécessairement fermée : la
fonction f : [1,+00) — R, x — 22/(1 + 22), envoie U'intervalle fermé [1,+00) sur Uintervalle
[2,1) qui n'est pas fermé.

> L’image par une application continue d’un intervalle borné n’est pas nécessairement bornée : la
fonction f : (—1,1) = R, x — 1/(1 — x2), envoie Uintervalle borné (—1,1) sur Uintervalle non
borné [1,+00). o

La conséquence suivante, également élémentaire, fournit a nouveau un outil dont les généralisations
se révelent essentielles dans de nombreux domaines des mathématiques.

Corollaire 3.32 (Théoréme du point fixe de Brouwer). Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction continue.
Alors, f admet au moins un point fixe, c’est-a-dire

Jdx € [a,b] tel que x = f(x).

Démonstration. Observons tout d’abord qu’il n’y a rien a démontrer si a = f(a) ou b = f(b). On peut
donc supposer que

fla) >a et f(b) <b.

(
Or, ceci implique que la fonction continue g(z) = = — f(z) satisfait g(a) < 0 et g(b) > 0. Par le
théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc = € [a, b] tel que g(x) = 0 (cf. Figure 3.10). O

a z b

FIGURE 3.10: Le point fixe x de la fonction continue f : [a, b] — [a, b] est donné par I'intersection du graphe de f
et de la diagonale (note : le point fixe est ici unique, mais ce n’est pas nécessairement le cas).
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Continuité de la fonction réciproque

Théoréme 3.33. Soit I C R un intervalle et f : I — R une fonction strictement monotone. Alors,
f: I — f(I) est bijective et f~1 : f(I) — I est strictement monotone et continue.

Démonstration. f : 1 — f(I) est surjective par construction et injective de par sa stricte monotonicité;
elle est donc bijective et f~1 : f(I) — I est bien définie. Pour la suite, nous supposons, sans perte de
généralité, que f est strictement croissante.

Montrons tout d’abord que f~! est strictement croissante. Soit z, 3y € f(I) tels que 2 < y. Notons
u = fl(z) etv = fl(y). Comme f(u) = x < y = f(v) et f est strictement croissante, on en
conclut que u < v, c’est-a-dire f~1(z) < f~1(y).

Montrons finalement que f~! est continue sur f(I). Soit yo € f(I). Nous allons montrer que f~*
est continue en .

Fixons € > 0. Soit zg := f~!(yo). On supposera que ¢ # inf I et g # sup I (ces cas sont laissés
en exercice). I étant un intervalle, on peut trouver x1,x2 € I tels que

To—e< 21 <9< T2 <X+ €.

Notons y; := f(x1) et yo := f(x2). f étant strictement croissante, on a f(z1) < f(xo) < f(x2), Cest-
a-dire y1 < yo < yo. Posons d := min{yy — y1,y2 — yo}. Pour tout y € f(I) tel que |y — yo| < d,0on a
nécessairement 3; < y < yo. f ! étant strictement croissante, on en déduit que

FHyo) —e=wo—e<zi=f"1y) < f 'y <[ y) =x2<zo+e= [ (p) +e
cest-a-dire | f 1 (y) — fH(yo)| < e O

Exemple 3.34 (Continuité des puissances rationnelles). Soitn € N*. Onavu que x — z" est une fonction
strictement croissante de R dans R Il suit donc du théoréme précédent que son inverse z — /"
est une fonction continue et strictement croissante de R dans R.

Soit m € N. La fonction x +— 2™ étant continue, il suit de la Proposition 3.21 que la fonction
z +— ™™ = (z'/")™ de R, dans R, est continue.

La fonction z — z~! sur R* est strictement décroissante. Par conséquent, le Théoréme 3.33 im-
plique que sa réciproque est continue. Mais cette fonction est sa propre réciproque, ce qui montre qu’elle
est continue sur R’ . On montre de méme qu’elle est continue sur R* , et donc sur R*.

Finalement, en combinant les deux observations précédentes, il suit a nouveau de la Proposition 3.21
que, pour tout r € Q, la fonction z > x" est une fonction continue de R” dans R . o

Remarque 3.35. Considérons la fonction strictement croissante (et continue)
f+10,1]U(2,3] = [0, 2]

x siz € [0, 1],
X —
x—1 size (23]

On vérifie aisément que f~! n’est pas continue (en 1). Ceci montre que ’hypothése du Théoréme 3.33
demandant a ce que f soit définie sur un intervalle est essentielle. o

Définition 3.36. Une fonction f : E — F est un homéomorphisme si f est continue, bijective et f "
est continue. S’il existe une telle fonction, les ensembles E et F' sont dits homéomorphes.

Soit f une fonction continue et bijective sur un intervalle / C R. Montrer que f est un homéomor-
phisme. (Indication : montrer que f est strictement monotone et utiliser le Théoréme 3.33).
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Continuité uniforme
Soit £ C R. Rappelons qu’une fonction f : £ — R est continue sur F si
Ve € E,Ve> 0,36 >0,Vy € E, [ly — x| <d=|f(y) — f(z)| <€

Cette notion de continuité a le défaut que, pour un € donné, le choix de § dépend a priori du pointz € £
considéré. Dans cette section, nous allons introduire une notion de continuité plus forte, qui se réveélera
extrémement importante pour certains développements ultérieurs.

Définition 3.37. Soit E C R. Une fonction f : E — R est uniformément continue si
Ve > 0,36 >0,Vz,y € E, [ly —z| <6 = |f(y) — f(z)] < ¢].

Remarque 3.38. > La notion de continuité uniforme est une propriété globale.

> Une fonction uniformément continue est nécessairement continue. <

Exemple 3.39.

> Lafonction f : Ry — Ry, x — /x est uniformément continue. En effet, fixons € > 0 et posons
5 = ¢2. Alors, pourtout 0 < x < ytelquey —x < J,ona

VI+VE CVIEVE TV Ve

> Soit L > 0. La fonction f : [~L, L] — R, x + 22 est uniformément continue. En effet, fixons
€ > 0 et posons § := €/(2L). Alors, pour tout =,y € [—L, L] tels que |z —y| < d,on a

\/g_ﬁ:(\/ﬂ*\/g)(\/gjL\/E) y—x <y—x< Yy—x :m<\/526.

(@) = fl=a® 9’| = |z —ylla+yl <d-2L = o
Exemple 3.40. Soit kK > 0 et E C R. Une fonction f : £ — R est k-lipschitzienne si
Vo,y € E,[f(y) — f(2)| < kly — =.

Une telle fonction est toujours uniformément continue : pour € > 0, il suffit de prendre § := ¢/k dans
la condition de continuité uniforme.

Par contre, une fonction uniformément continue n’est en général pas lipschitzienne : pour la pre-
miére fonction de ’Exemple 3.39, on a, pour tout x > 0,

[f(2) = fO)] _ Ve _ 1

lz —0] = =z NEN
ce qui tend vers I'infini lorsque x tend vers 0. o

Remarque 3.41. Dire que f : E — R n’est pas uniformément continue signifie que
Je > 0,Y0 > 0,3,y € E tels que |z —y| < det|f(x) — f(y)] > e (3.1)

En particulier, f n’est pas uniformément continue si et seulement si on peut trouver € > 0 et deux suites
(uy) et (vy,) d’éléments de E telles que
lim u, —v, =0 et |f(up)— f(vn)| = € pour tout n € N*. (3.2)
n—o0
En effet, par (3.1), il existe ¢ > 0 tel que, pour tout n € N*, il existe u,,, vy, € E tels que |u, —vy| < 1/n

et |f(un) — f(vn)| = €. Réciproquement, soit € > 0 et (uy), (v,) comme dans (3.2). Soit 6 > 0. Alors, il
existen € N tel que |u, — v,| < 6 et |f(u,) — f(vp)] = €. o
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Exemple 3.42. On a vu que la fonction x + 22 est uniformément continue sur [—L, L], pour tout choix
de L > 0. Montrons que cette fonction n’est pas uniformément continue sur R tout entier. En effet,
considérons les suites définies par u,, :=n + % et v, = n, pour n € N*. Alors,
. 1 1 .
lim u, —v, = lim — =0 et |[f(uy)— f(vn)| =2+ — > 2, pour toutn € N*. o
n—o00 n—oo N n
Exemple 3.43. La fonction = — % de (0, 1) dans R n’est pas uniformément continue. En effet, considé-
rons les suites définies par u, = % et v, = n%rl pour n € N*. Alors,
I I L 0 et [f(un) = f(vn)] = 1, pour tout n € N* o
im u, —v, = lim —— = e un) — f(vn)| = 1, pour tout n .
n—ooo Loy n(n + 1) n n P
Les deux exemples précédents montrent qu'une fonction continue n’est pas nécessairement uniformé-
ment continue. C’est cependant toujours le cas si la fonction est définie sur un intervalle fermé borné.

Théoréme 3.44 (Théoréme de Heine). Toute fonction f € €°([a, b)) est uniformément continue.

Démonstration. On démontre la contraposée. Supposons donc que f : [a, b] — R ne soit pas uniformé-
ment continue. Dans ce cas, il existe ¢ > 0 et deux suites (uy,), (v,) € [a, b]" telles que

lim u, —v, =0 et |f(un)— f(vn)| = € pour tout n € N*.

n—oo

La suite (uy,) est bornée. Par le Théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire une sous-suite
(g (n)) convergeant vers un point x € [a, b]. La condition ci-dessus implique alors que la suite (vy(,))
converge également vers z, puisque

A V() = 1 (Vg(n) = tpgn)) + M wgm) =0+ = 2.

Or, le fait que |f(un) — f(vn)| > € pour tout n implique que les suites (f(uy(n))) €t (f(vp(m))) ne
peuvent pas converger vers une méme limite. f est n’est donc pas continue en x. O

Exercices supplémentaires

Limites

1. Calculer les limites suivantes (les propriétés établies dans ’Exercice 3.2 peuvent étre utilisées).

3 3 2

2 — 1 —2 1 3

a) lim -1 b) lim -2 0) Iim< _ 7>
=2 3x2—2 z—1 r—1 z—1\1 —x 1— a3

2. Dans chaque cas, dire si la limite existe et, si c’est le cas, la déterminer.

) i V6 — 1z —2 by i r — 3| )l 5z — 6 — z2
a xg\/ii—;[;—l xlir}”) r—3 ¢ xLH12 4 — 22
5z — 6 — z2
d) lim xif e) lim VaZ+az—Va2+1
T——00 4—x r—+400

3. Soit g : R4 — R} une fonction telle que lim,_,o g(z) = 0. Soient/ € R, E C R, f: E — Retx
un point limite de £. Montrer que, pour que lim,_,,, f(x) = ¢, il suffit que
Ve> 0,36 >0,Vz € B, [0 < |z — x| <6 = |f(z) — €] < g(e)].
4. Soit f : R — R. Montrer que si f tend vers +00 en +00 et que f(x) # 0 pour tout z € R, alors 1/ f
converge vers 0 en +oo.
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3.8.2 Continuité

1. Soit f : R — R une fonction continue en z et telle que f(xo) # 0. Montrer qu’il existe a < zg < b
tels que f(y) # 0 pour tout y € (a, b).

2. Soit f: R — R.
a) Montrer que la continuité de f implique celle de | f|.

b) Donner un exemple de fonction f nulle part continue, mais telle que | f| soit continue.

c) Montrer que si f et g sont continues en x, alors les fonctions z — max{f(z),g(x)} et x —
min{ f(z), g(x)} sont également continues en . (Se souvenir de I'Exercice 1.8, question 2..)

3. Soit f € €°(R) telle que f(z) € N pour tout z € R. Montrer que f est constante.

4. Soient Y C R, z¢ un point limite de E et f, g : E — R. On suppose que f est continue en xg, mais
pas g.
a) Montrer que f + g ne peut pas étre continue en xg.

b) Qu’en est-il si f et g sont toutes deux discontinues en xg?

5. Démontrer les affirmations suivantes (par exemple a 'aide du Théoréme 3.24).
a) Soit f : R — R une fonction continue telle que lim,_, ;o f(z) = lim; o f(z) = +00. Mon-
trer que f est minorée et atteint son minimum.

b) Soit f : R — R une fonction continue telle que lim,_, » f(z) = lim,;—,_ f(x) = 0. Montrer
que f est majorée et atteint son maximum.

6. Soient A C R un sous-ensemble dense et f,g € €°(R) telles que f(x) = g(x) pour tout z € A.
Montrer que f(z) = g(z) pour tout x € R.

7. Soit f : R — R une fonction convexe. Le but de I'exercice est de montrer que f € €°(R).
On pose a = f(1) — f(0), 5 :== f(0) — f(—1) et v := max{|e|, | 5|}
a) Soitx € (0, 1). Montrer que Sz < f(z) — f(0) < aw. (Indications: x = ¢-1+ (1 —1t) - 0lorsque
t=xet0=t-x+(1—1t)-(—1)lorsquet =1/(1+ x).)
b) Soit x € (—1, 1). Montrer que |f(z) — f(0)| < 7v|x|. En déduire la continuité de f en 0.

c) Montrer que f est continue en tout point de R.

8. Etudier les points de continuité des fonctions suivantes :

-5
a)f:]R\{—3}—>]R,m»—>L+3 b) f:R—= R, z+— xxo(z)
x
2_92r siz<1 2l sig>1
¢ f:R=>Rz— $+2 v S%x d f:RoRaz—< =t S?x
1‘”+x2 siz>1 3 siz <1

2 42| .
e) f:]R—>]R,:zr—>{2 z o Sie#0

six=0
r—1 .
" 1
f) Pour n € N* impair, f : R — R, 2+ { "1 sia #
% siz=1

23— 222 —x +2
1 — |z
a) La fonction f est-elle continue sur son domaine de définition ?
b) Calculer lim,_,_; f(x) et lim,_,; f(x).
c) Existe-t-il une fonction g € ¢°(R) coincidant avec f sur R \ {—1,1} ? Une telle fonction g est
alors appelée le prolongement par continuité de la fonction f.

9. Soit f: R\ {-1,1} > R,z —
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10.

Soit f : R — R une fonction continue. Le but de cet exercice est de montrer que les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

§) f(x+y) = f(@) + f(y) pourtout z,y € R;
(i) il existe ¢ € R tel que f(z) = cx pour tout z € R.
Vérifier tout d’abord que (ii) implique (i), puis prouver que (i) implique (ii) en procédant comme suit :
a) Montrer que f(0) = 0.
b) Montrer que f(—x) = —f(x) pour tout z € R.
¢) Montrer que f(nz) = nf(z) pour toutn € Netz € R.
d) Montrer que f(n) = nf(1) pour tout n € N. On pose ¢ := f(1).
(1) =c- L pourtoutn € Z\ {0}.
f) Montrer que f(q) = ¢ ¢ pour tout ¢ € Q.

1
n

e) Montrer que f

g) Utiliser la continuité de f pour en conclure que f(z) = ¢ - x pour tout z € R.

3.8.3 Théoreme des valeurs intermédiaires

1.

2.

3.

Soient f,g € €°([0,1]) telles que f(0) = g(1) = 0 et f(1) = g(0) = 1. Montrer que, pour tout
A € Ry, il existe z € [0, 1] tel que f(x) = Ag(z).

Montrer que les équations suivantes admettent au moins une solution dans R :

1
a)%—mzo b) 28 — 420 + 23 = —1 c) L4x2j—1—3133:1

Soit f : R — R une fonction continue se s’annulant jamais. Montrer que f(x) a le méme signe pour
tousles z € R.

3.8.4 Continuité uniforme

1.

Soient a, b € R. Montrer que la fonction x — ax + b est uniformément continue. Déterminer I’en-
semble des valeurs de k£ > 0 pour lesquelles la fonction est k-Lipschitzienne.

. Soit I C R un intervalle et o € R* . Une fonction f : I — R est a-Holdérienne s’il existe C' > 0

(z) = f(y)| < Clz —y|*

a) Montrer qu’une fonction Holdérienne est uniformément continue sur [.

b) Montrer que x — /T est %—Héldérienne sur I = R, (Indication : pour vérifier la condition, on
peut supposer, par symétrie, que x > y.).

c) Montrer qu’une fonction a-Holdérienne est constante si a > 1 (Indication : considérer x < y et
borner | f(x) — f(y)| en subdivisant 'intervalle [x, y] en sous-intervalles de longueur § > 0.).

. Soit f € €O(R) telle que lim,_, o f(x) = limg o f(2) = 0.

a) Soit € > 0. Montrer qu’il existe M > 0 tel que, pour tout x € R\ [-M, M],ona |f(x)| < €/2.

b) Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que |f(z) — f(y)| < e pour tout z,y € [-M — 1, M + 1] tels que
|z —y| <.

c¢) Déduire des deux points précédents que f est uniformément continue sur R.

d) Montrer que f est bornée.
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4. Donner un exemple de fonction f : (0,1) — R qui soit continue mais pas uniformément continue.

5. Soit E C Ret f : E — R une fonction uniformément continue.
a) Soit (u,) € EN une suite de Cauchy. Montrer que la suite (f(u,)) est une suite de Cauchy.
b) Montrer, par un contre-exemple, que ceci n’est pas toujours vrai si f n’est que continue.

6. Soit f € ¥°(R) une fonction périodique. Montrer que f est bornée et uniformément continue.
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Calcul différentiel

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit la notion de fonction continue et étudié les pro-
priétés de telles fonctions. Nous allons a présent introduire une notion de régularité plus forte, qui est
au cceur de I'analyse : la différentiabilité. Formulé de fagon informelle, une fonction f : R — R est
différentiable en un point si elle peut étre approximée par une droite dans un voisinage de ce point.

La dérivée d’'une fonction

Définition 4.1. Soit I C R un intervalle ouvert non vide. La fonction f : I — R est dérivableenxg € I,
de dérivée f'(x), si la limite
f(z) = f(=o)

T—T0 T — X0

existe. La fonction f est dérivable sur I si elle est dérivable en chaque point de I. L ensemble des fonctions
dérivables sur I est noté 9'(I). La (fonction) dérivée de f € 2'(I) est la fonction

f:I—-R
z— f'(z).
Exemple 4.2. > Soit c € Ret f : R — R la fonction constante z — ¢ pour tout « € R. Alors, pour
tout xg € R,
— 0
lim M = lim =0.
T—T0 T — X0 T—=x0 T — I

Ainsi, f’ est identiquement nulle sur R.

> Considérons la fonction identité f : R — R, x — x. Alors, pour tout zg € R,

i L @) = o) _x—wo
T—xQ r — X0 Tr — X0

Ainsi, f’(x) = 1 pour tout z € R.
> Considérons la fonction f : R - R, z — x2. Alors, pour tout zg € R,

f(x) = flxo) _ lim fzo+1t) = f(wo)

- (o +1)? — 23

lim =1
T—T0 T — X t—0 t t—0 t
2z0t + 2
= lim oot +17 = 2xg + lim t = 2xg.
t—0 t t—0
Ainsi, f/'(z) = 2z pour tout z € R. o

71
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Exemple 4.3. La fonction f : R — R, x + |z| n’est pas dérivable en 0. En effet, la fonction

f(x) — f(0) |z| 1 siz>0,
z—0 T -1 siz <O,
n’admet pas de limite en 0. o
Remarque 4.4. > La dérivée en un point x est une notion locale.

> Les notations suivantes, dues d Leibniz, sont également souvent employées :

f(z) = %(x) et f'= %
> Pour x # x, la quantité
f(@) — fzo)
T — X0

est la pente de la sécante au graphe de f passant par les points (zo, f(z0)) et (2, f(z)). En parti-
culier, dire que f est dérivable en x( revient a dire que les pentes de ces sécantes convergent lorsque
& — . Dans ce cas, la limite des sécantes est la tangente au graphe de f en (o, f(z0)) et f'(zo) est
sa pente (cf. Figure 4.1). Cette tangente est donc la droite d’équationy = f(xo)+ f'(x0)(x —xzg). ©

f(@) = f(xo)

i) x

FIGURE 4.1: Lorsque la fonction f est dérivable en x¢, la sécante au graphe passant par les points (a:o, f (xo)) et
(z, f(z)) converge vers la tangente au graphe en (xg, f(x0)) dans la limite 2 — .

L’exemple de la fonction = — |x| montre qu'une fonction peut étre continue et non dérivable. ! Par
contre, une fonction dérivable est toujours continue.

Proposition 4.5. Si f est dérivable en x, alors f est continue en x.

Démonstration.
lim (f(z) — f(z0)) = lim @) = fao) (x —xp) = lim Jl@) = Jlwo) lim (z — o) = 0.
Tr—xQ T—T0 T — ,1,’0 T—T0 xr — :L’O T—rT0
= f"(z0) =0

O]

1. En fait, on peut construire des fonctions qui sont continues en tout point de R, mais dérivable en aucun point; c’est
par exemple le cas de la fonction de Takagi, représentée sur la page de titre de ce polycopié. La découverte de 'existence de
telles fonctions avait beaucoup choqué certains mathématiciens; citons, par exemple, Hermite qui écrivait en 1893 au sujet du
premier exemple dit a Weierstrass : « Je me détourne avec effroi et horreur de cette plaie lamentable des fonctions continues
qui n’ont point de dérivées ». Un exemple de telle fonction est le sujet du point 14. de ’Exercice 4.7. La fonction de Takagi
elle-méme est discutée dans I’Appendice B.2.
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On a vu que si une fonction f est dérivable en un point x, alors la tangente au graphe de f au point
(z0, f(x0)) est donnée par la droite d’équation y = f(zo) + f'(z0) - (z — o). Le résultat suivant
montre que f peut étre approximée par cette droite dans un voisinage de xg.

Proposition 4.6. Soit I C R un intervalle ouvert non vide. Une fonction f : I — R est dérivable en
xo € I si et seulement si elle est différentiable en xq, c’est-a-dire que I'on peut écrire, pour tout x € 1,

f(@) = f(zo) + a- (& —xo) +r(x) - (x — 0), (4.1)

ot.a € R et la fonctionr : I — R satisfait lim,_,,, r(x) = r(xg) = 0. Dans ce cas, a = f'(xo).

Démonstration. [=|Supposons [ dérivable en z et définissons r(z) := %ﬁéxo) — f'(zo) pour x # xg
et r(zg) = 0. Alors, (4.1) est trivialement vérifiée (avec a = f'(x¢)) et
. T f(ilf)—f($0) / Y / N
Jm r(z) = Jm T 1 f'(@o) = ['(z0) — f'(w0) = 0 =r(z0).

Supposons a présent que (4.1) soit satisfaite. Alors,

f(@) — f(xo) _

a(x —xg) +r(x) - (x — x0)

lim lim =a+ lim r(z) =a,
Tr—x0 €T — ,CUO T—T0 €T — xo T—T0
ce qui montre que f est dérivable en x( et que f'(z¢) = a. O
Exemple 4.7. Déterminons la dérivée en xo := 0 de la fonction f : R\ {-1} - R,z — 14%93 On vérifie
immédiatement que
F@) = o =1t T = fa) + (1) (e 0) + ()
x) = =1—-z = f(= -1)-(x—= (T — 20).
1+x 1+ ° YT ita 0
Soit r(x) = 17;. Comme lim,_,o7(z) = 0 = r(0), f est différentiable en 0. f est donc dérivable en 0
et f/(0) = —1. o

Propriétés des dérivées

Proposition 4.8 (Opérations arithmétiques sur les dérivées). Soit I C R un intervalle ouvert non vide.
On considere xo € I et deux fonctions f, g : I — R dérivables en xy.

(i) f + g est dérivable en xq et (f + g)' (x0) = f(x0) + ¢’ (x0).

(ii) f - g est dérivable en zg et (f - g)'(z0) = f'(x0)g(x0) + f(20)g (x0).

(iii) Sig(xq) # 0, f/g est dérivable en xq et (f/g)'(x0) = J'(wo)g(wo) — f($0)gl($0).

9(z0)?
Démonstration, (i) LT 9@) = ([ +9)(x0) _ f(&) = Fwo) | 9(x) — g(wo)
xr — X T — g T —Zo
= f'(zo) —g'(x0)
iy U9 = Ua)eo) _J@) 1) o) —olao)
x — X xr — Zg —_ T —Zo
—f"(z0)  —g(z0) —g'(z0)
o (f/9)(@) = (f/g)(x0) _ 1 f@) = fl@o) oy e 9(@) — g(20)
(i) f— = e T e o) — fla) L
—_————
—1/g(z0)? — f(z0) —g'(%0)
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Exemple 4.9. > Soit n € N*. Montrons ? que (z")' = na™"!. On procéde par récurrence. On a déja
vu que (z')’ = 1. Supposons donc que le résultat est vrai pour n et vérifions sa validité pour
n+1:

(2" = (z-2") = (z)'2" + 2(2™) =1 -2" + x-nz" ' = (n+ 1)z

> Soit n € N*. Montrons que la dérivée de x — 2~ " existe en chaque point de R* et que (z™") =
—nz """ 1. En effet, par le point précédent,
1y —na"!
(x7™) = (—) = = —pz "L
xn xr2n

> Une fonction polynomiale x — P(z) = ayx® est dérivable en tout point de R et sa dérivée
est la fonction polynomiale

n
P'(z) = Zakkmk_l.
k=1
> Une fonction rationnelle est dérivable en tout point de son domaine de définition. o

Proposition 4.10 (Dérivée d’une fonction composée). Soit I, J C R deux intervalles ouverts non vides.
Soit f : I — J dérivableenxo € I et g : J — R dérivable en f(xg). Alors, la fonction g o f est dérivable
en xg et

(g .f) (o) = ¢'(f(x0)) f'(z0)-
Démonstration. f étant dérivable en x, il suit de la Proposition 4.6 que

f(&) = f(@o) + f'(zo)(z — z0) + r(2)(2 — o),

avec lim,_,,, 7(x) = r(zp) = 0. De méme, g étant dérivable en f(z), on a

9(y) = g(f(@0)) + ¢ (f(x0)) (y — f(w0)) +7(w) (y — f(=0)),

avec limy_, ¢(,) 7(y) = 7(f(x0)) = 0. Par conséquent, en prenant y = f(z),

9(f(@) = g(f(20)) +4'(f(20)) (f () = f(=0)) + 7(f(2)) (f(x) — f(x0)).

En substituant f(x) — f(zo) = f/'(x0)(x — x¢) + r(z)(x — x¢) deux fois dans la derniére expression,
on obtient

g(f (@) = g(f(x0)) + g (f(@0)) [ (w0) (@ — x0) + #(z)(x — x0),

ou #(z) = ¢'(f(wo))r(z) + 7(f(z)) f'(x0) + 7(f(x))r(z). Les fonctions r et 7 o f sont continues
en xo et y prennent la valeur 0. La fonction 7 est donc continue en zg et telle que 7#(xg) = 0. Ceci
montre que g o f est différentiable en xg. Par la Proposition 4.6, g o f est donc dérivable en xg et

(g f)(z0) = g'(f(x0)) f'(wo)- B

Donner une preuve alternative de la Proposition 4.8 reposant sur la Proposition 4.6.

2. Ici, et réguliérement par la suite, nous utilisons la notation abusive (z")’ pour la dérivée de la fonction z — z". Cela
ne devrait pas préter a confusion et allege considérablement I’écriture.



4.3

4.3. Accroissements et dérivées 75

Proposition 4.11 (Dérivée de la réciproque). Soient I,.J C R deux intervalles ouverts non vides. Soit
f : I — J continue, bijective et dérivable en xo € I avec f'(x¢) # 0. Alors, =1 est dérivable en 1o =

f(xo) et
1

—1\/ .
(f ) (yO) - f’(f’l(yo)) :

Démonstration. Par hypothése, lim, ., (z — z0)/(f(z) — f(z0)) = 1/f'(x0). Par I'Exercice 3.5, f~*

est continue, ce qui implique que limy,_,, f~Yy) = fYyo) = wo. Comme f~! est bijective, f~1(y) #

f~Y(yo) pour tout y # yo. Il suit donc de 'Exercice 3.1 que
Ny = o) ) -2z r—xg 1 1

lim = lim i = lim =4 = . .

=10 Y — Yo v=uo f(fHy)) — f(wo) @0 f(z) — f(zo)  f'(mo)  f/(F1(wo))

O

Remarque 4.12. Un moyen mnémotechnique (mais qui n’est pas une preuve, car il présuppose la dériva-
bilité de f =) pour le résultat de la proposition précédente consiste a dériver les deux membres de identité

fof Y (x) =z, ce qui donne f’(f_l(a:)) (fY(x) =1 etdonc (f~1) (x) = 1/f’(f_1(m)). o
Exemple 4.13. > Soitn € N*. Soit f : Ry — Ry,  — 2" Saréciproque f~! : R — R,z — z!/™
est dérivable sur R et

(/) = 1 _ 1 _ lx(l/n)fl'

P @) @y

> Considérons a présent r = = € Q. La fonction f : R} — R, x +— 2" peut étre vue comme la

composition des fonctions z — /™ et x — 2™. Elle est donc dérivable sur R% et
(xr)/ = (g;m/n)/ = m(scl/n)mfl . lx(l/n)fl _ @x(m/n),l — gl .
n n

Accroissements et dérivées

Définition 4.14. Soit I C R un intervalle ouvert non vide, xg € [ et f : I — R.

> La fonction f admet un maximum local en x( s’il existe 0 > 0 tel que f(xo) > f(x) pour tout
x € (xg — 9,20 + 9). Ce maximum local est strict si I'inégalité est stricte (pour x # xp).

> La fonction f admet un minimum local en x s’il existe § > 0 tel que f(xo) < f(x) pour tout
x € (xg — d,x0 + 9). Ce minimum local est strict si I'inégalité est stricte (pour x # x).

> La fonction f admet un extremum local en x si f admet un maximum local ou un minimum local
en xg.

Lorsque f atteint son maximum en z(, nous dirons occasionnellement qu’il s’agit d'un maximum
global de f. On fera de méme pour le minimum.

Proposition 4.15. Soit I C R un intervalle ouvert non vide. Soit f : I — R dérivable en xg € I et
admettant un extremum local en . Alors, f'(x¢) = 0.

Démonstration. On considere le cas ou I'extremum est un maximum local (le cas d’un minimum local
se traite de la méme facon). Il existe donc § > 0 tel que f(z) < f(zo) pour tout x € (zg — 6,z + 9).
En particulier,

f(z)— f(zo) | <O sizg <z <z0+0,
T — o >0 sixzg>x>x0—06.
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v/ ‘\V

FIGURE 4.2: Une fonction possédant 3 extrema locaux : deux minima locaux (dont un global) et un maximum local.

Il suit donc de la Proposition 3.4 que

0> lim flzo+ 2) = f(=o) _ f(wo) = Tim flzo— %) = f(=o)

n—o00 1/n n—0co _1/n

= 0. O

Insistons sur le fait que la réciproque est fausse : la fonction = + 2% a une dérivée nulle en 0, mais
n’admet pas d’extremum local en ce point.
Définition 4.16. Un point critique (ou stationnaire) de la fonction f est un point x tel que f'(x) = 0.

Le résultat suivant posséde de nombreuses applications (voir la Figure 4.3 pour une illustration).

Proposition 4.17 (Théoréme de Rolle). Soient a < b deux réels. Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b],
dérivable sur (a,b) et telle que f(a) = f(b). Alors, il existe ¢ € (a,b) tel que f'(c) = 0.

FIGURE 4.3: Théoréme de Rolle : il existe un point (¢, f(c)) du graphe de f auquel la tangente est horizontale.

Démonstration. Par le Corollaire 3.30, f([a,b]) = [m, M].Sim = M, f est constante et f’(¢) = 0 pour
tout ¢ € (a,b).

Supposons que m < M.Sim < f(a),il existe c € (a,b) telquem = f(c) et, f ayant un minimum en
¢, f'(¢) = 0 par la Proposition 4.15. Si f(a) = m, alors M > f(a) et on conclut de fagon similaire. []

Remarque 4.18. > Ilest essentiel que la fonction soit définie sur un intervalle. Considérez, par exemple,
la fonction f : [-1,1] \ {0} = R, z — |z|.

> Il est également essentiel que f soit continue en a et b. Considérez, par exemple, la fonction f :

[0,1] — R définie par f(x) == = pour tout x € (0,1] et f(0) := 1. o

Théoréme 4.19 (Théoréme des accroissements finis). Soient a < b deux réels. Soit f : [a,b] — R
continue sur [a, b] et dérivable sur (a,b). Alors, il existe c € (a,b) tel que
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a c b

FIGURE 4.4: Par le théoréme des accroissements finis, il existe un point (c, f (c)) du graphe de f auquel la tangente
au graphe de f est paralléle a la droite passant par les points (a, f(a)) et (b, f(b)).

Démonstration. On applique le théoréme de Rolle a la fonction
g:la,b] = R

2 fl@) - fla)— 1O =@

(x —a).

b—a
g est continue sur [a, b] et dérivable sur (a, b) et satisfait g(a) = g(b) = 0.1l s’ensuit qu’il existe ¢ € (a, b)
tel que 0 = ¢'(c) = f'(c) — w, ce qui conclut la preuve. O

O Soient a < b deux réels. Si une fonction f : [a,b] — R est continue sur [a, b] et dérivable sur
(a,b), alors il existe ¢ € (a,b) tel que f'(c) = 0.
O Soient a < b deux réels. Si une fonction f : [a,b] — R est dérivable sur (a,b), alors il existe
c € (a,b) tel que f'(c) = (f(b) = f(a))/(b—a).
6(@ O Soient a < b deux réels. Si f/(x) < ¢ pour tout x € [a, b], alors f(b) < f(a)+ c¢(b— a).
O Un véhicule ayant parcouru une distance de 100 km en une heure a dii rouler a exactement 100
km/h a un instant pendant cette heure.

[0 Un véhicule dont la vitesse a ponctuellement dépassé 100 km/h lors d’un trajet de 100 km a
effectué ce trajet en moins d’une heure.

Corollaire 4.20. Soient a < b deux réels. Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur (a,b).
(i) f est croissante sur [a, b] si et seulement si f'(x) = 0 pour tout x € (a,b).
(ii) Si f'(x) > 0 pour tout x € (a,b), alors f est strictement croissante sur [a, b).
(iii) f est décroissante sur [a, b] si et seulement si f'(z) < 0 pour tout x € (a, b).
(iv) Si f'(x) < 0 pour tout z: € (a,b), alors f est strictement décroissante sur [a, b].

(v) f est constante sur [a, b] si et seulement si f'(x) = 0 pour tout x € (a,b).

Démonstration. (Les points (iii) et (iv) suivent de (i) et (ii) en considérant g = — f.)
(1) Supposons f croissante et soit zg € (a, b). Alors, pour tout x # zo,
f@) = flao)

T — X0

ce qui implique que f’(zg) > 0.

Supposons que f’(z) > 0 pour tout z € (a,b). Soient x < y dans [a, b]. Par le théoréme des
accroissements finis, il existe ¢ € (x,y) tel que

Comme f'(c) > 0, il suit que f(y) > f(z).
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(ii) suit du méme argument que pour I'implication ci-dessus.
(v) Si f est constante, alors elle est a la fois croissante et décroissante. Il suit donc des points (i)
et (iii) que f’(z) = 0 pour tout z € (a, b).
Si f'(x) = 0 pour tout = € (a,b), alors f'(z) > 0 et f'(z) < 0 pour tout z € (a,b). La
conclusion suit a nouveau de (i) et (iii). O
2 La réciproque aux points (ii) et (iv) est fausse : la fonction f : [~1,1] — R, z + 22 est strictement
croissante, mais f/(0) = 0.
Exemple 4.21. Considérons la fonction f : R - R, z — 1—5—%’ qui est continue et dérivable sur R tout
entier. Le corollaire précédent permet d’étudier les variations de f, a savoir les intervalles sur lesquels

elle est croissante ou décroissante. Ceci est souvent fait a ’'aide d’'un tableau de variations. On calcule

tout d’abord la dérivée de f,
1— 22

f/(ﬂﬁ) = m7

puis on étudie le signe de cette fonction : ' s’annule en —1 et 1, est strictement négative sur (—oo, —1)U

(1,400) et strictement positive sur (—1,1). Elle admet donc un maximum local en 1 et un mini-

mum local en —1. Les valeurs prises en ces points sont respectivement égales a % et —%. Comme

limg oo f(2) = limy—y 400 f(2) = 0, ce maximum et ce minimum sont en fait globaux. Finalement,
f est impaire. On peut a présent facilement tracer 'allure du graphe de f.

-1 1

signe de f’ - o+ -

variations de f \ mm / méx\

_}V\
\_;_/‘1

Corollaire 4.22. Soit I C R un intervalle ouvert, f : [ — R et zy € 1. On suppose que f est continue en
xq et dérivable sur I\ {zo}. Silim,_,,, f'(x) existe, alors f est dérivable en x et f'(x¢) = limy_z, f'(2).

o

Démonstration. Par le Théoréme des accroissements finis, pour tout « € I, il existe ¢, strictement entre
f@)=f@o) _ g1

ra— (¢z). Puisque limy_,5, ¢z = o et que ¢, # xo pour tout z, il suit de

x et xg tel que
I’Exercice 3.1 que
lim f'(z) = lim f'(c;) = lim f(@) = flao) = f(x0). O

T—rT0 T—T0 T—rT0 T — X0

1. Soient a < b deux réels et f : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur (a,b). Démontrer
I'inégalité des accroissements finis : s’il existe M > 0 tel que | f'(z)| < M pour tout x € (a,b),
alors | f(y) — f(x)| < M|y — x| pour tout z,y € [a, b].

2. Soienta < bdeuxréelset f, g : [a,b] — R deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur (a, b).
Démontrer le théoréme des accroissements finis généralisé : il existe ¢ € (a, b) tel que

(f(0) = f(a))g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c)-
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Soient a < b deux réels et f, g : [a,b] — R deux fonctions continues sur [a, b] et dérivables sur (a, b).

a) Montrer que f'(z) = ¢'(x) pour tout x € (a,b) si et seulement si il existe C' € R telle que
f(z) = g(x) + C pour tout z € [a, b]. (Indication : utiliser le théoréme des accroissements finis
ou directement le Corollaire 4.20.)

b) Comment ce résultat se généralise-t-il si 'intervalle [a, b] est remplacé par [a, b] U [c, d] avec a <
b<c<d?

Dérivées d'ordres supérieurs

Définition 4.23. Soit I C R un intervalle ouvert non vide. Soit f : I — R. On définit O = f. Pour
n > 1, si f("=) est dérivable sur I, on définit f) == (f(*=VY_ Lorsque f") existe, on dit que la fonction
f estmn fois dérivable.

Onadone fO = f, f1 = f', f& = (), f& = ((£'))', ete

Définition 4.24. Soit I C R un intervalle ouvert non vide.
> L’ensemble des fonctions f : I — R n fois dérivables est noté 2" (I).

> L'ensemble des fonctions f € 2™(I) telles que f(™) € €°(I) est noté €"(I). Une fonction f €
€™ (I) est dite de classe €.

> Une fonction f € €°°(I) = (,5, €"(I) est dite infiniment dérivable.
Remarque 4.25. Observons que, la dérivabilité impliquant la continuité, on a les inclusions suivantes :
¢°(1) > 2YI) > € (1) > 2*(I) > €*(I) > --- D> I*(I) D" (1) > --- D E>=(I).

Toutes ces inclusions sont strictes (voir, en particulier, I’Exercice 6.6, point 8). o

Montrer que les fonctions f +g, f - g, f/g, go f et f ! sont de classe €™ sur leur domaine de définition
si f et g le sont.

Exemple 4.26. Les fonctions polynomiales et rationnelles sont de classe 6> sur leur domaine de défi-
nition. o

Le résultat suivant fournit une généralisation tres utile du Théoréme des accroissements finis, applicable
lorsque la fonction est plusieurs fois dérivable.

Théoreme 4.27 (Théoréme de Taylor-Lagrange). Soit I C R un intervalle ouvert et a # b dans I.
Notons J := (a,b) sia < betJ := (b,a)sib < a.Soitn € Net f: [ — R telle que

> f estde classe €™ surl;
> ) est dérivable sur J.

Alors, il existe c € J tel que
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Démonstration. Comme mentionné plus haut, cet énoncé généralise celui du Théoreme des accroisse-
ments finis : il suffit de 'appliquer avec n = 0. Comme pour ce dernier, la preuve repose sur ’application
du Théoréme de Rolle 4 une fonction appropriée.

Soit A € R l'unique réel tel que

A il n f(k:)(a)
e “—f(b)—f(a)—; (b —a)t.

Nous allons montrer que A = f(*+1) ( ) pour un ¢ € J, ce qui conclura la démonstration.
On vérifie aisément que la fonction

U(z) = f(b) — f(x) — k! (b—x)k— (n+1)!

o
ey

satisfait les hypotheses du Théoréme de Rolle. Par conséquent, il existe ¢ € J tel que ¥/(¢) = 0. Or,

W(e) = f’(c)kZ:f(H,;( Z C, Pt Do)
=—f/(6)—;f(m:( +ka+1) ‘ )k—l—%(b—c)"
S (F [ ST L P R
_® ;!C)n (A= F ().
Puisque b — ¢ # 0, on conclut que A = f("+1)(¢), comme désiré. O

On définit le polynéme de Taylor d’ordre n de f en x¢ par

(x;20) Zf x—xo)k.

k=0

Ces polyndémes fournissent des approximations de plus en plus précises de la fonction f dans un voisi-
nage de xg. La figure 4.5 fournit une illustration.

> Pour n = 1, on obtient I'approximation linéaire par la droite tangente au graphe de f en z( (que
lon a déja rencontrée en (4.1)) :

T f (2520) = f(xo) + f'(20)(z — 20).

> Pour n = 2, on obtient ’approximation quadratique par la parabole « tangente » au graphe de f
en xg :

Tof (z;20) = f(wo) + f'(wo)(x — o) + %f"(xo)(fc — x0)%.

Plus généralement, montrer que, pour n € N donné, P, (z) := T), f(z; xo) est 'unique fonction poly-

nomiale de degré inférieur ou égal a n satisfaisant piF )(xo) f*) (x0) pour tout k € [0, n].
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/ \

FIGURE 4.5: La fonction f(x) = 1/(1+ 2?) et quelques polyndmes de Taylor associés : Ty f(x;0) = 1, To f(2;0) =
1—a2?etTiaf(z;20) =1 — 2% + 2% — 25 + 2% — 210 4 212,

En utilisant le théoréme de Taylor-Lagrange, on peut quantifier la précision de cette approximation.
Soit I C R un intervalle ouvert non vide et f € 2™ 1(I). Alors pour tout =, 7o € I tels que 29 < ,

_ n+1
2 = 2ol"™ i (). (42)

@)~ Tfle ool < Ty e,

Un résultat analogue est vrai lorsque 2o > « : il suffit de prendre le supremum sur ¢ dans (z, o).

Exemple 4.28. Calculons une valeur approchée de v/2. On considére la fonction f(x) := y/z. Ona

f,(CL') _ 71,—1/2’ f”(l’) _ _ix—3/2’ fm(l') _ gx—5/2‘

L’idée est de partir d’une valeur pas trop éloignée de 2 et dont on connait la racine carrée, par exemple
xo = 16/9. Pour ce choix, f(zo) = 4/3, f'(x0) = 3/8, f""(x0) = —27/256 et 2 — 2y = 2/9. On a donc

Tof(2;20) = f(20) + f'(20)(2 — wo) + %f”(l’o)@ —x0)? = % >~ 1,41406.

Comme supy,, | " (z)| = f”(x0), il suit de (4.2) que
181 2 — o3 1 /2\3
V- gl <« Pt = 5 (5)

On obtient donc finalement

8687 8689
141380 < 200 < 3 < 20 1 4142
39 < Giag < V2 S rgg < LA

ce que I'on peut comparer avec la valeur exacte /2 = 1,41421. o

Comparaison asymptotique

On est souvent amené a comparer deux fonctions au voisinage d’un point xp, ou au « voisinage
de l'infini », c’est-a-dire lorsque x — 400 ou x — —o0. Dans cette section, nous introduisons une
notation pratique pour parler de telles comparaisons asymptotiques : la notation de Landau. Nous pré-
sentons ensuite une version du théoreme de Taylor-Lagrange reposant sur cette notation et expliquons
comment il peut étre utilisé, en particulier, pour déterminer certaines limites donnant lieu a des formes
indéterminées.

La notation de Landau

Soit E C R, f,g: E — R et xpun point limite de E.
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Petit o. On suppose que f ne s’annule pas au voisinage de xo. On note g = 04,4, (f) (« g est un petit
o de f au voisinage de xg ») si

tim 49 _ g

A% f(a)
Intuitivement, la fonction g est négligeable devant la fonction f proche du point xy.

On utilise la méme notation lorsqu’on s’intéresse au comportement « a l'infini ». Par exemple, on

note g = 0z 400(f) lorsque
x
im @ =0.
P ()

Quand le point auquel on est intéressé est rendu clair par le contexte, on omet en général les indices,
et on écrit simplement g = o( f).

Finalement, avec h : £ — R, I'écriture f = g + o(h) signifie f — g = o(h).

Exemple 4.29. Soient m,n € N* tels que n > m. Alors, ™™ = 0,,0(x~"). En effet,

x_m
lim = lim """ = 0.
z—0 " z—0
De fagon similaire, " = 05400 (™). o
Exemple 4.30. lim,_,,, f(x) = 0 si et seulement si f = 07,4, (1). o
Exemple 4.31. z/(1 + 2?) = x — 23 + 0,_,0(x*). En effet,
1 T 11— (1—2% T
I 4(447_ _3):r —(—————):r S
:El—r>r%):(,'4 1+.I'2 (:U .%') :El—r>r%):(,'3 1—|—.%'2 171£>I(1)1—|-.%'2 ©

Grand O. Onnote g = Oy_,4,(f) (« g est un grand O de f au voisinage de x( ») s’il existe § > 0 et
C € R tels que
[z —xo| <6 = |g(x)] <Clf(a)]-

On utilise la méme notation lorsqu’on s’intéresse au comportement « al'infini ». Par exemple, on notera
9= 04 400(f) s’il existe N, C € R tels que

>N = |g(@)| <Clf(z)].

Quand le point auquel on est intéressé est rendu clair par le contexte, on omet en général les indices,
et on écrit simplement g = O(f).

Finalement, avec h : E — R, I'écriture f = g + O(h) signifie f — g = O(h).

Exemple 4.32. > f est bornée au voisinage de xg si et seulement si f = Oy_,4,(1).
> V322 + 2 = O, 100 (2). En effet, pour tout 2 > v/2, /322 + 2 < V4a? = 2. o

Equivalence asymptotique. On note g ~;_,,, f si

x
lim —f( ) =1.
a—wo g(x)
On utilise l]a méme notation lorsqu’on s’intéresse au comportement « a I'infini ». Par exemple, on notera
g ~a—stoo | S
f(z)

A ) L

Comme avant, on écrit simplement g ~ f si le point auquel on est intéressé est rendu clair par le
contexte.
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Exemple 4.33. Va2 + 1 ~;_, 1~ T, puisque

241 1
im Y gm 14— =1 o
r—+00 xT r—+00 €T

Soit f, f, g, h des fonctions définies au voisinage d’un point g € R. Démontrer les affirmations sui-
vantes (lorsque © — xg) :

a) Sig =o(f),alors g = O(f). b) Sig ~ f,alors g = O(f).
c)gr~f & g=f+o(f). d) Si f =o0(g),alors f-h=o0(g-h).
e) Si f =o(g) et g =o(h), alors f = o(h). f) Si f =o(h)etg=o(h),alors f + g = o(h).

g) Sif=0(h)etg=0(h),alors f+g=O0(h). h) Si f=o0(g+ h)eth = 0(g),alors f = o(g).
i) Sif=o(g)etf=o(h)alors f-f=o(g-h).

Formule de Taylor-Young et formes indéterminées

Proposition 4.34 (Formule de Taylor-Young). Soit n € N, I C R un intervalle ouvert non vide, f &
E" (1) et xg € I. Alors, lorsque x tend vers x,

f(x) = Tof(z320) + o((z — 20)").
Démonstration. Par le Théoréme de Taylor-Lagrange, il existe ¢, entre xg et x tel que

F™ (ea) £ (ex) = f (o)

f(@) = Tnor f(s.20) + = (2 = 20)" = Tnf(2520) + ] (x — @0)".
Notons | |
T — zo|"
Ry (w;20) = | (@) = T f (i ao)| = 2| Fea) = ) (ao) .

£ étant supposée continue,

lim Rn(zi20) _ 1 lim | ™ (cp) — F™ (a0)] = 0.

w0 T — x0|"  nla—wo
On conclut que Ry, (z;20) = o((z — z0)"). O

La formule de Taylor-Young fournit un outil tres efficace pour analyser les limites lorsque des
formes indéterminées font leur apparition. En effet, elle permet de comparer les vitesses relatives avec
lesquelles les différentes limites sont atteintes.

Exemple 4.35. Considérons la limite

. V1+8z+322— (2x+1)?
lim .

x—0 :EZ

Le numérateur et le dénominateur prennent la valeur 0 lorsque = 0 et on se retrouve donc avec une
forme indéterminée du type %. Afin de déterminer la limite, développons la racine dans le numérateur
a l’aide la formule de Taylor-Young. Tout d’abord, observons que

1 1
Vi+y=1+ §y - §y2 +oy_>0(y2).
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On a donc, pour le numérateur, lorsque = s’approche de 0,

1 1
V1+8z+322 — 2z +1)2 =1+ 8z + 32%) — g(895 + 32%)? 4o(z?) — (42 + 42 + 1)

=4x— %12 +o(z2)

21
=22+ o(z?).
2
Ainsi, on obtient
21,2 2 2
—Sx°+olx 21 21
lim —22 To@) 2, o) 2 o
x—0 .1‘2 2 z—0 .1‘2 2

Extrema locaux

Soit I C R un intervalle ouvert non vide et f € 21(I). Par la Proposition 4.15, on sait que si f
admet un extremum local en x, alors xy est un point critique : f'(z¢) = 0. Mais qu’en est-il de la
réciproque ? En d’autres termes, comment déterminer si un point critique correspond a un extremum
local (ainsi que son type : maximum local, minimum local, strict ou pas)?

Proposition 4.36. Soit I C R un intervalle ouvert non vide et f € €™ (I). Soit xo € I tel que f'(x¢) =
f(wo) = = "D (xo) = 0 et f™)(wo) # 0.

(i) Sin est impair, alors f n’admet pas d’extremum local en x.

(ii) Sin est pair et A (zo) > 0, alors f admet un minimum local strict en x.

(iii) Sin est pair et A (z9) < 0, alors f admet un maximum local strict en x.

Démonstration. Pour tout z € I, par le Théoréme de Taylor-Lagrange, il existe c; entre xq et x tel que

(") (¢
£y = flao) + T8 g

En particulier, par continuité de £, £ (1) = li_>m ™ (ey) = n! li_>m W.
T—rX0 T—T0 — &L

(i) On procede par 'absurde. Supposons donc que n est impair et que f ait un extremum local en
Zp. On considére le cas ou il s’agit d’un minimum local, le cas d’un maximum local se traitant de
fagon analogue. Soit x # z( suffisamment proche de z(. Alors, % est > 0six > xget
< 0siz < x0, ce qui implique que (™ (z() = 0. Ceci contredit I'hypothése que £ (zq) # 0.

(ii) Pour z # o, (x — xp)" > 0. Puisque f(™(x0) > 0, on doit avoir f(z) — f(z0) > 0 au voisinage
de xg; f admet donc un minimum local strict en xg.

(iif) Méme argument que pour le point précédent. O

La proposition précédente fournit une stratégie pour trouver les extrema locaux et déterminer leur
type :
> Identifier les points critiques de la fonction.

> Analyser chacun des points critiques a I’aide de la Proposition 4.36 afin de déterminer si la fonc-
tion y admet un maximum local, un minimum local ou ni I'un ni de Pautre.

Exemple 4.37. On considére la fonction f : R — R, z + 2. Comme f’(z) = 322, 0 est le seul point
critique. De plus, comme f'(0) = f”(0) = 0, mais f"”/(0) = 6 # 0, le point (i) de la Proposition 4.36
implique que f n’admet pas un extremum local en 0. (Voir Figure 4.6.) o
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Exemple 4.38. On consideére la fonction f : R - R, z — xt — 22 4 % Tout d’abord,

1 1
") =42® — 22 =22(222-1)=0 < z¢€ {——,O,—}.
f'(x) ( ) 507
D’autre part, f”(x) = 1222 — 2, et donc f”(+1/v/2) = 4 et f(0) = —2. 1l suit donc des points (ii)
et (iii) de la Proposition 4.36 que f admet deux minima locaux stricts en £1/1/2 et un maximum local

strict en 0. (Voir Figure 4.6.) o
1 i
vz 0 5

FIGURE 4.6: Les fonctions des Exemples 4.37 et 4.38. Les points critiques sont indiqués.

Exercices supplémentaires
Dérivée

1. (Formulation de Weierstrass—Carathéodory de la dérivée) Soit / C R un intervalle ouvert et
2o € I. Montrer que f : I — R est dérivable en x si et seulement si il existe ¢ : I — R continue
en x et telle que f(z) = f(zo) + (x — z0)p(x) pour tout = € I. Dans ce cas, f'(x¢) = ¢(z0).

2. Soient a < b deux réelset f1,..., f, € 2'((a,b)). Montrer que

(fref) =1 foor - fi ferre+ fu-
k=1

3. Déterminer, pour chacune des fonctions suivantes, si elle est dérivable en x en utilisant directement

la définition de la dérivabilité. Lorsque c’est le cas, déterminer f'(x).
1
, T
1—a3

o x—=r+lr—1],x0=1

4. Montrer que la fonction f : R — R, f(z) := 2% - xo(x) est dérivable en zéro et nulle part ailleurs.

a) T+ 0= —1 b) x— V1+22,20=1

5. Soit f : R — R dérivable. Montrer, a partir de la définition de la dérivée, les implications suivantes :
a) f paire = f’ impaire b) f impaire = f’ paire
c) f t-périodique = f’ t-périodique

6. Soit f € €°(R) dérivable sur R* et telle que lim,,_,o f'(x) = +00. Montrer que f n’est pas dérivable
en 0.
7. Soit f une fonction dérivable en xg € R.
a) Calculer lim f(@o +ah) = f(zo = Sh)
h—0 h

h) — —h
b) En conclure que lim f@o+h) = flwo = h) = f'(z0).
h—0 2h

¢) Réciproquement, si la limite limy,_,o(f(zo + k) — f(xo — h))/(2h) existe, peut-on en déduire
que f est dérivable en xq?

en fonction de «, # € R.
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

0 1

FIGURE 4.7: Une portion de la fonction du point 14. de ’Exercice 4.7, continue partout, dérivable nulle part.

. Calculer les dérivées des fonctions suivantes et donner les domaines de définition de la fonction et

de sa dérivée.
5.’17 + 2 :UQ

orT e b v
37— 1 ) A

a) T +—

. Déterminer le domaine de définition, puis calculer la dérivée en tout point de ce domaine pour la

fonction z — Vz + V1 + 22.

Soit a > 0 rationnel. On considére la fonction f : R — R, z + |z|® Déterminer, en fonction de a,
si f est continue et si elle est dérivable.

Soient zp € Ret f, g : R — R. On suppose que f est dérivable en x(, que f(z¢) = 0 et que g posséde
une limite lorsque x tend vers xq. La fonction fg est-elle dérivable en x( ?

(Théoréme de Darboux) Soit I un intervalle ouvert non vide et f € 2'(I). Le but de cet exercice

est de montrer que f’ posséde la propriété des valeurs intermédiaires : pour tout a < b dans I et

pour tout y strictement entre f’(a) et f/(b), il existe x € (a,b) tel que f'(x) = y.

a) On suppose, sans perte de généralité, que f'(a) > y > f'(b). Soit p : I — R, t — f(t) — yt.
Montrer qu’il existe z € [a, b] tel que ¢(t) < ¢(z) pour tout ¢ € [a, b].

b) En considérant ¢’(a) et ' (b), montrer que z ne peut coincider ni avec a ni avec b.

c¢) Conclure a 'aide de la Proposition 4.15.

Soit f : R — R dérivable sur R et telle que lim,_, ; ~ f'(x) = 0. Montrer que lim,_, ; » @ =0.

Le but de cet exercice est de donner un exemple de fonction continue et nulle-part dérivable. Posons

f(z) =377 4"gn(x), oul'on a introduit les fonctions g, (z) := mingez|z — k-8~ "| (cf Figure 4.7).

a) Montrer que f est continue en chaque x € R. (Indication : borner |f(y) — f(z)| en tronquant la
somme dans la définition de f et en estimant le reste.)

b) Montrer que f n’est dérivable en aucun =z € R. (Indication : observer que, pour chaque n € N
telque z € [k -8 ", (k+ 1) -8 "], on peut choisir y,, € {k -8 ™, (k+ 1) -8 "} de sorte & ce

Wn)=f(@)] 5 [F((kD)8 )= f(k8T)| )
ly—x| = (k+1)-8—m—k-8—n :

que £

Soient a < b deux réels. Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur (a,b). Montrer que f
est k-lipschitzienne sur [a, ] si et seulement si | f'(z)| < k pour tout x € (a, b).

Soit n € N*,
1

1
a) Montrer e ———— < Vnl+1—-n< —.
e T+ 1 2n

(Indication : Utiliser le point 1 de 'Exercice 4.2.)
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b) En déduire que

1
i n4+1<n+—.

— <
o om

c¢) En déduire une valeur approchée de /401 (avec un contréle de la précision).

17. (Etude de suites données par récurrence) Soit f € ¢! (R) et £ un point fixe de f (c’est-a-dire tel
que f(¢) = ¢). On définit une suite (u,,) par la relation de récurrence w1 = f(uy,).

a) Supposons |f'(¢)] < 1.
i) Soit € > 0 tel que |f'(¢)| < 1 — €. Montrer qu’il existe 6 > 0 tel que |f/(z)| < 1 — € pour tout
x € [€ — 4,0+ §]. On fixe 0 avec cette propriété.
ii) Montrer que si uy € [¢ — §,¢ + ¢], alors |up4+1 — €] < (1 — €)|uy, — ¢| pour tout n > N.

iii) Montrer que |u, — ¢| < (1 + €)™|ug — ¥| si up est suffisamment proche de ¢. En déduire que,
pour tout ug suffisamment proche de ¢, (uy,,) tend vers £. On dit que le point fixe ¢ est attractif
(cf- Fig. 4.8, gauche).

b) Supposons |f’(¢)| > 1. Montrer, en raisonnant par I’absurde, que (uy,,) converge vers £ si et
seulement si il existe N € N tel que u,, = ¢ pour tout n > N. On dit que le point fixe ¢ est
répulsif (cf. Fig. 4.8, droite).

/

/

7 - — - < :
S| o w upug L Nug w0

Up U2

7/

FIGURE 4.8: Suites du type u,+1 = f(uy). Gauche : ¢ est un point fixe attractif. Droite : ¢ est un point fixe
répulsif.

4.7.2 Dérivées d'ordres supérieurs

1. Soit I C R un intervalle ouvert non vide et f, g € 2"(I).

a) Montrer la formule de Leibniz : (fg)(") = Z (Z) fB) gln=k)
k=0
(Indication : s’inspirer de la preuve de la formule du bindme de Newton.)
b) Soit f : R\ {1} = R, + x?/(x — 1). Calculer f*)(2) en utilisant le point précédent.
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> (1) =)

en calculant la dérivée d’ordre n de la fonction x — x™(1 + x)" de deux facons différentes.

c) Etablir I'identité

2. Calculer la dérivée n®™¢ des fonctions suivantes :
a) xHﬁ b) x> 22(1 + )" c) z—z"(1+x)"
3. Soit I C R un intervalle ouvert non vide et ¢ < b dans I.
a) Soit f € Z%(I) telle qu’il existe 71 < wy < w3 dans [a,b] avec f(x1) = f(x2) = f(x3) = 0.
Montrer que f” s’annule en au moins un point de (a, b).
b) Généraliser le résultat précédent : soitn € N* et f € 2"(I) telle que f s’annule en n + 1 points
x1 < g < -+ < XTpy1 dans [a, b]. Montrer, par récurrence, que f (") s’annule au moins une fois
sur (a, b).

Extrema, étude de fonctions

1. Déterminer les extrema locaux et globaux des fonctions suivantes dans les domaines spécifiés.

9 r? — bz
a) x — bz® — 10z + 15 sur R b)xHﬁsurR\{—l,l}
:L' J—
o) x> a?—|z+ i +1surR d) x> (z —1)% — 2|2 — 2| sur (2,3)

2. Soit f:R—=> R, z— %03310 — %1:9 + %1:7 + %mG + %m5 — %334 + %az5 + 222 — 22. Montrer que 1
et —1 sont deux points stationnaires de f, déterminer s’il s’agit d’extrema et, le cas échéant, de quel
type.

3. Parmi tous les rectangles d’aire 1, déterminer ceux dont le périmetre est minimal.

4. Déterminer le ou les points de la parabole d’équation y = 2 + 1 minimisant la distance euclidienne
au point de coordonnées (0, 2).

5. On considere deux couloirs se rencontrant a angle droit, de 8 meétres et 1 métre de largeur respecti-
vement. On souhaite faire passer une tige droite (rigide et trés lourde) en la poussant a méme le sol
du premier au second couloir. Quelle longueur maximale la tige peut-elle avoir pour que cela soit
possible ?

Formule de Taylor, comparaison asymptotique

Exercice 4.10

1. Déterminer les limites suivantes a I’aide de la formule de Taylor-Young.

V1-3 2_V1-2 2
2 fig YIZ32 e VI -2u 4o b lim o(Valta+l-—a—1)
z—0 1—+/1— %12 T—+00

2. Déterminer le polynéme de Taylor 75 f(x; 1) de la fonction f(z) := z!/%. En déduire une approxi-
mation de {/1/2, puis donner un majorant de l'erreur commise a ’aide du Théoréme de Taylor—

Lagrange (cf (4.2)).
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3. Soit f € €%(R) et zg € R. Montrer que
—h)—2
}lll_rf(l) J(xo+h) + f(;:(z) h) f (o) = #"(x0).
4. (f” > 0 = f convexe) Soit I C R un intervalle ouvert non vide et f € D?(I) telle que f”(x) > 0
pour tout x € I. Le but est de montrer que f est convexe sur I.
a) Montrer que f(u) = f(zo) + f'(x0)(u — o) pour tout zp, u € I.
(Indication : utiliser le théoréme de Taylor-Lagrange.)

b) Soient z,y € I et « € [0, 1]. En appliquant I'inégalité précédente avec g = ax + (1 — a)y et
u = z, respectivement u = y, montrer que a.f(z) + (1 — a) f(y) > f(az + (1 — a)y).
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5.1.1

Calcul intégral

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit et étudié la notion de dérivée d’une fonction f.
Il est naturel de se poser la question suivante : sous quelle condition sur la fonction f est-il possible
de trouver une fonction F telle que f = F” (on dira que F est une primitive de f)? Et lorsque cela est
possible, la fonction F’ est-elle unique ?

La réponse a la seconde question est facile : comme on I'a vu dans I'Exercice 4.3, F' = G’ si et
seulement si il existe une constante ¢ € R telle que G = F' + c.

La réponse a la premiére question est beaucoup plus subtile. Dans ce chapitre, nous déterminerons
certaines classes de fonctions pour lesquelles ceci est possible.

En dépit de la motivation précédente, la construction de l'intégrale de Riemann dans ce chapitre
se fait indépendamment de la notion de dérivée (et donc de primitive). Ceci est important, car définir
I'intégrale d’une fonction f via ses primitives limiterait considérablement la classe des fonctions inté-
grables : on peut en effet montrer (Exercice 4.7 point 12.) que la dérivée d’une fonction posséde toujours
la propriété des valeurs intermédiaires. Par exemple, la fonction f : [—1, 1] — R définie par f(x) := 0
siz <Oet f(x) := 1siz > 0ne peut pas étre la dérivée d’une fonction définie sur [—1, 1] et ne posséde
donc pas de primitive sur cet intervalle.

Une fois la notion d’intégrale précisée, les liens fondamentaux entre le calcul différentiel et le calcul
intégral seront abordés dans la Section 5.3.

Intégrabilité au sens de Riemann

Remarque 5.1. Dans toute cette section, nous nous restreindrons a des fonctions bornées f définies sur
un intervalle fermé et borné [a, b], avec a < b. o

Subdivisions et sommes de Darboux
Soient a < b deux réels. Une subdivision de I'intervalle [a, b] est un ensemble fini de nombres réels
o= {xg,x1,...,2,} tel que
a=x0<x1<x2 <+ < Tp_1 < xp, =>b.
On note A, j 'ensemble des subdivisions de [a, b] (notez que n n’est pas fixé).
Etant donné o = {z0,x1,...,Zn} € Agp, on définit [; = [zj_1,7,], 0; = x; — xj_1 et §(0) =
max{d1,...,0n}.

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Introduisons

m; = inf f(z) et M; = sup f(z).

91
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Définition 5.2. Les sommes de Darboux inférieure et supérieure de f relativement d o sont définies,
respectivement, par

S_(f;0) ::ij(?j et S+(f;0) ::ZMj5j.
j=1 j=1

a Ty T2 I3 Ty Ts Te L7 rg T9 Tio  T11

FIGURE 5.1: Dans le cas d’une fonction positive, comme ici, la somme de Darboux inférieure correspond a l'aire
des rectangles représentés en gris foncé, la somme de Darboux supérieure correspond a Iaire totale des rectangles
grisés (clairs et foncés), et ces sommes fournissent donc, respectivement, un minorant et un majorant de ’aire de
la région délimitée par le graphe de la fonction f et axe des abscisses.

On a évidemment
S_(f;0) < S4(f;0).

De plus, si o, 0’ € A, satisfont ¢ C o’ (on dit alors que o’ est un raffinement de o), on a néces-
sairement

Démontrer (5.1). (Indication : considérer d’abord le cas ou ¢’ est obtenue en ajoutant un point a o, puis
procéder par récurrence.)

S_(f;0) < S_(f;0") < S+(f;0") < S4(f;0). (5.1)

Lemme 5.3. Soient 0,0’ € Agp. Alors, S_(f;0) < S¢(f;07).
Démonstration. o U ¢’ est un raffinement a la fois de o et de ¢’. Il suit donc de (5.1) que

S_(fi0) < S-(fioUd") < S4(fioUa’) < S4(fi0). m

Définition de l'intégrale et criteres d'intégrabilité

II suit du Lemme 5.3 que {S_(f;0) |0 € Agp} est majoré (par Sy (f;0’) pour n’importe quelle
subdivision ¢’ de [a, b]). De méme, {S(f;0)|o € Ay} est minoré. On peut donc définir

S_(f) =sup{S_(f;0)|o € Aup} et Se(f) =inf{S{(f;0)|o € Aup}-

On a, pour tout 0,0’ € Ay,

Si(f;0) = S+(f) = 5-(f) = S_(f;0"). (5.2)

La premiere et la derniére inégalité suivent immédiatement des définitions. Pour montrer I'inégalité
S+ (f) = S—(f), onfixe € > 0 et on observe que, par le Lemme 1.12, il existe o et 0’ € A, telles que
Si(f;0) < S4(f) +eet S_(f;0') = S_(f) — €. Par conséquent, il suit du Lemme 5.3 que S1(f) —
S_(f) = S4+(f;0) — S_(f;0") — 2e > —2e¢. € étant arbitraire, I'inégalité est démontrée.
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Définition 5.4. Soient a < b deux réels. On dit que la fonction bornée f : [a,b] — R est intégrable sur
[a, b] (au sens de Riemann) si S_(f) = S+ (f). Dans ce cas, on écrit

b
[ 1@y do =59 = 549

Cette quantité est appelée I'intégrale (de Riemann) de f sur [a, b].

Si f(x) > 0 pour tout x € [a, b], alors f; f(x) dx correspond a 'aire délimitée par le graphe de f, I'axe
des abscisses et les deux segments joignant, respectivement, a a f(a) et b a f(b) (cf. Figure 5.1).

Introduisons un peu de terminologie : dans I’écriture fab f(z)dx :

> a est appelé la borne inférieure de I'intégrale et b la borne supérieure;
> f est'intégrande’;
> « est la variable d’intégration;

> [a, b] est intervalle d’intégration.

Remarque 5.5. Evidemment, dans I'expression f: f(x)dz, la variable x est muette, c’est-a-dire qu’elle
peut étre substituée par n’importe quel autre symbole sans changer la valeur de 'intégrale; par exemple,

ff f(z)da = ff f(t) dt. Pour cette raison, lorsque cela ne risque pas de préter a confusion, on utilisera la

notation simplifiée
b b
/fz/ f(z)dx. o

Nous pouvons a présent énoncer un premier critére d’intégrabilité, qui se révelera utile plus tard.

Lemme 5.6. Soit f : [a,b] — R bornée. Alors, f est intégrable sur [a,b] si et seulement si

Ve > 0,30 € Agyp, S+(f;0) —S_(f;0) <e.

Démonstration. Fixons € > 0.1l existe 0 € A telle que S (f;0) —S_(f;0) < e. Par conséquent,
il suit de (5.2) que

0< Su(f) = S_(f) < S(fi0) = S_(fi0) < e.

€ étant arbitraire, on conclut que S (f) = S_(f) ce qui démontre que f est intégrable.
Soit f intégrable sur [a, b]. Fixons € > 0.1l suit du Lemme 1.12 que I'on peut trouver o1, 02 € Ay

telles que
€

S—(f;01)>5—(f)—§ et S+(f;02)<5+(f)+§~

La subdivision ¢ := 01 U 03 étant un raffinement des subdivisions o et 09, il suit de (5.1) que

S-(fio)>S-(f)=5 et Si(fio) <S(f)+3.

On a donc bien
<e/2 =0 <e€/2

S+(f;0) = 5-(f;0) = S+(f;0) = S+(f) + 5+ (f) = S (/) +5-(f) = S-(f;0) <e. D

1. Notons que c’est un mot masculin.
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FIGURE 5.2: Les sommes de Darboux supérieures et inférieure de I’'Exemple 5.7 (avec n = 7).

Exemple 5.7. Utilisons ce critére pour intégrer notre premiére fonction. Soitb > a > Oet f : [a,b] = R,
x +— x. Pour n € N*, on considére la subdivision uniforme o, := {z}, ..., 27} avec 2}l := a+ k2.
Clairement, §; = b_Ta pour tout j € [1,n]. On a alors (cf. Figure 5.2),

L = b—ab—a (b—a)?
S+(f;an)=Z:ck5k=Z(a+k - ) - :a(b—a)—kT k
k=1 k=1 k=1
—ab—a) =)+ (a0 = 2~ t2y L ()
2 2n 2 2
et
- (b—a)? - Lo 1, 1 2
S_(f,an)fZa:k&CHfa(b—a)—i— > Zk:§b 3¢ %(b—a)
k=0 k=0
Fixons ¢ > 0. Alors, pour tout n > (b—a)?/e,ona S, (f;0,) —S_(f;0,) = % < e. L’intégrabilité
de f suit donc du Lemme 5.6 et on obtient f; rdxr = %bz — %aQ. o

A ce stade, la question naturelle est évidemment : sous quelles conditions une fonction est-elle
intégrable ? Commencons par donner un exemple de fonction non intégrable.

Exemple 5.8. La fonction caractéristique des rationnels xg sur n’est pas intégrable sur [0, 1]. En ef-
fet, quelle que soit la subdivision o de [0, 1], ses intervalles I; contiennent tous des rationnels et des
irrationnels. Par conséquent, pour tout o,

S_(xq;0) =0 et St(xqg;o) =1. o

Nous verrons plus tard, dans la section 5.2.1, que 'intégrabilité est assurée deés que f est monotone
ou continue. L’exemple suivant montre que des fonctions beaucoup plus « sauvages » peuvent parfois
étre intégrées.

Exemple 5.9. Considérons la fonction? T": [0, 1] — R définie par

T(z) = {0 siz ¢ Q,

iy — P
7 swv—qGQ,

ou la fraction p/q est supposée irréductible. Alors, T est intégrable sur [0, 1]. En effet, pour tout € > 0,
I'ensemble & = {x € [0,1] | T'(z) > €} contient un nombre fini d’éléments; notons-le N.. On choisit
o € Ap, telle que 6(0) < €/N.. Avec ce choix, au plus N, intervalles de o contiennent au moins un

2. 1l s’agit d’une extension de la fonction de Thomae, introduite dans I’Exercice 3.4, 4 'intervalle [0, 1].
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point de & ; sur ces intervalles, supT" < 1. Sur les autres intervalles, sup 7" < €. On a donc (chaque
intervalle étant de longueur au plus §(0))

Si(T;0) <e+ Ne-d(0)-1<e+e=2e

Comme on a évidemment S_(T;0) = 0, I'intégrabilité suit du Lemme 5.6 et on a fol T=0. o

Donnons a présent un second critére d’intégrabilité. Notons A, 4.5 == {0 € Ayp | (o) < 5}

Lemme 5.10. Soit f : [a,b] — R bornée. Alors, f est intégrable sur |a, b] si et seulement si
Ve > 0,30 > 0,Vo € Agps, S(f;0)—S—_(f;0) <e

Démonstration. Cette implication suit immédiatement du Lemme 5.6.

Fixons € > 0. Par le Lemme 5.6, on peut trouver une subdivision o’ = {z,...,2],} € Ay telle

que Sy (f;0') — S_(f;0') < €/2. Soit § > 0, que l'on fixera plus tard. Considérons & présent une

subdivision 0 := {x¢,...,Zn} € Ay et notons ¢” := o U o’. Observons que 0’ \ o contient moins

de n’ points. Par conséquent, la longueur des intervalles de o n’excédant pas §, on a (voir la Figure 5.3)
S—‘r(f ) \S—I—(f‘ )+(n _1)5M\S+(f§0/)+2n/5M7
S_(f;0)=S_(f;0")—(n' —1)6M = S_(f;0') — 2n'6 M,

ol 'on a introduit M := supy, ;| f|- On a donc
Si(f10) = S-(£:0) < Sa(fi0") = S—(f;0') +4n'6M < 5 +4n'5M =«

sil'on choisit § := ¢/ (8n'M). O

N
>,

FIGURE 5.3: Deux points successifs z; et ;1 de la subdivision o. m; et xg 11 sont les deux seuls points de la
subdivision ¢’ tombant dans l'intervalle (z;,x;+1). La région grisée correspond & la contribution de cet inter-
valle & S, (f;0). L’aire de la région hachurée correspond & Sy (f;0) — Sy (f;0"”). Observez que cette aire est
nécessairement inférieure ou égale a § - 2M, car ;41 — x; < d et |supy, ., ) f —inf] 1 fI < 2M. De plus,

le nombre d’intervalles affectés par un tel changement est inférieur a n’.

:El $L+1

Propriétés de l'intégrale

Soit o = (xg,...,2n) € Agpet& = {&,..., &} C Rtel que & € I; pour chaque j € [1,n]. La
quantité

R(f;0,8) : Zfé}

est appelée une somme de Riemann. Par deﬁmtlon, infy, f < f(&) <sup 1, f>etonadonc

S_(f;0) < R(f;0,6) < Si(f;0). (5.3)
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Théoréme 5.11. Soit f une fonction intégrable sur [, b], soit (6,) € (R )N telle que lim,,_,o0 &, = O et,
pour chaque n € N*, soit 0, € Ay s, Alors,

b
lim S_(f;0,) = nh_)Holo Sy (fson) = T}i_{lgoR(f;Umén) = / /s

n—oo

pour tout choix des points §,, associés a oy,.

Démonstration. Soit € > 0. Par le Lemme 5.10, il existe N tel que 0 < S4.(f;00) — S—(f;0n) < epour
toutn > N.Comme S_(f;0,) < f f < S4(f;0n) pour tout n, il suit que limy, o0 S—(f; 0p) f f
et limy, 00 S+ (f;00) = fa f. On déduit finalement de (5.3) que lim,, o R(f;0n,€,) = fa f. O

On verra ci-dessous que le théoréme précédent permet de démontrer simplement de nombreuses
propriétés de l'intégrale de Riemann. Avant cela, il nous faut un résultat de stabilité de la classe des
fonctions intégrables sous certaines opérations.

Théoréme 5.12. Soient f et g deux fonctions bornées et intégrables sur [a,b] et A € R. Alors,

sont intégrables sur [a, b] (dans le cas de f /g, on suppose que inf|, y)|g| > 0).

Démonstration. > La preuve repose sur une observation simple. Soit 0 € A, et I; un des intervalles
associés. Fixons € > 0. Par le Lemme 1.12, il existe £, £’ € I tels que f(§) < mj +eet f(&) > M; —e
Par conséquent,

Mj—m; > sup (f(x) = f(y) = F(E) = f(§) > M —m; — 2.
x,y 7

On en conclut que

sup |f(x) — f(y)| = sup (f(z) — f(y)) = Mj —m;. (5.4)

z,yG]j ZI?,yte

Passons a présent a la preuve des différentes affirmations.

> Soit i := f + g. On définit M ]f = supy, fiM? M jh mj , m? et mj‘ sont définis de facon similaire.
Il suit alors de I'inégalité triangulaire que, pour tout x,y € I,

h(z) — h(y)| < |f(x) — F@)| + |g(z) — g()| < (M] —m]) + (Mf —m9). (5.5)

et donc

J
< (S4(f;0) = S-(f;0)) + (S+(g:0) — S—(g;0)).

Soit € > 0. Par le Lemme 5.10, on peut trouver § > 0 et 0 € A, 3.5 de sorte a ce que le membre de droite
soit inférieur a e. L’intégrabilité de f 4 g suit donc du Lemme 5.6.
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> Dans le cas de h == f - g, on pose M := max{supy, y|f|, sup, 4|9/} et on remplace (5.5) par

[n(z) = h(y)| = [f(2)(9(x) = 9(¥) + 9(u) (f () = f())]| < Mlg(x) — g()| + M| f(z) — f(y)l
g g f /
< M(Mj —mj) + M(M; —mj),
pour tout z, y € I;. On conclut ensuite comme précédemment.
> Pour le cas de f/g, observez que, puisque f/g = f - (1/g), il suit du cas précédent qu’il suffit de
montrer 'intégrabilité de h := 1/g. Dans ce cas, on remplace (5.5) par

~ _ @) —9@) _eon=2 ) - la)-2 (M7 — ¥
Ih@) = hw)l = e T < (D (@) = g(w)l < (inflgl) ™= (M7 = m3).

pour tout x, y € I;. La conclusion suit comme avant.

> Lorsque h := A f, on remplace (5.5) par
|h(x) = h(y)] = A -1 f(@) = F)l < IN(M] —m]),

pour tout x, y € I; et on conclut comme ci-dessus.

> Finalement, lorsque h := | f|, on remplace (5.5) par

[h(x) = h()| = [1f@)| = 1F W)l < |f@) = f)] < (M = m]),
pour tout z, y € I; et on conclut comme auparavant. O

Nous sommes a présent en mesure de démontrer quelques propriétés importantes de 'intégrale de
Riemann.

Proposition 5.13 (Linéarité de I'intégrale). Soient a < b deux réels, f, g bornées et intégrables sur [a, b).

Alors, pour tout o, § € R,
b b b
/ (Ozf+6g)=a/ f+5/ g.

Démonstration. Clairement, pour toute subdivision o € A, ; et tout £ compatible,

R(af + Bg;0,€) = ak(f;0,€) + BR(g; 0, §).

L’affirmation suit donc immédiatement du Théoréme 5.11, puisque 'intégrabilité de f, g et af + Bg
(par le Théoréme 5.12) implique que ces trois sommes de Riemann convergent vers les intégrales cor-
respondantes lorsque 6(c) — 0. O

Proposition 5.14 (Monotonicité de 'intégrale). Soient a < b deux réels et f, g bornées et intégrables sur
[a, b] et telles que f(x) < g(x) pour tout x € [a,b]. Alors,

/abfsjabg. (56)

Démonstration. C’est a nouveau une conséquence immédiate du Théoréme 5.11, puisque
R(f;0,€) < R(g;0,€). O

Déduire de la Proposition 5.14 'inégalité triangulaire : pour tout a < b et f bornée et intégrable sur

[a,b]’ b b
/Gf\</a 111,
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Proposition 5.15 (Additivité de I'intégrale). Soient a < ¢ < b trois réels et f bornée et intégrable sur
[a, c] et sur[c,b]. Alors, f est intégrable sur[a,b] et

/abf=/:f+/cbf. (57)

Démonstration. Pour toute paire 0’ € A, . eto” € A.y, 0 := o’ U " est une subdivision de [a, b]. On
en déduit immédiatement que les sommes de Darboux sur [a, b] sont égales a la somme des sommes de
Darboux sur [a, ¢] et [c, b]. O

Il est utile de définir, pour a < b,

/baf::—/abf et /aaf:zo.

Avec ces conventions, I'identité (5.7) s’applique a tout triplet a, b, ¢ € R. (Par contre, (5.6) ne s’applique
que si a < b, 'inégalité étant renversée si b < a.)

Deux classes de fonctions intégrables

Dans cette section, nous établissons I'intégrabilité de deux classes de fonctions. La premiere est
celle des fonctions monotones.

Théoréme 5.16. Soit a < b deux réels. Toute fonction monotone sur [a, b] est intégrable sur [a, b)].

Démonstration. On suppose f croissante, le cas d’une fonction décroissante se traitant de la méme
facon. Dans ce cas, pour tout 0 € A3,

mj = i?ff = f(zj-1) et M; = su.pf = f(xj).

J IJ

Soit € > 0. Pour n € N, considérons la subdivision o,, = {z; = a+ j(b—a)/n|0 < j < n}. Alors,

n

b—a b—a
Si(fron) = S-(fron) = —— > (f(x)) = flaj1)) = —(f(0) = f(a)) <e,
j=1
dés que n est choisi suffisamment grand. La conclusion suit donc du Lemme 5.6. O

Une seconde classe de fonctions intégrables est celle des fonctions continues.
Théoréme 5.17. Soit a < b deux réels. Toute fonction continue sur [a, b] est intégrable sur [a, b].

Démonstration. Soit f € €°([a, b]). Fixons € > 0. Par le Théoréme 3.44, la fonction f est uniformément
continue sur [a, b]. Par conséquent, on peut trouver 0 > 0 tel que

vy et u-el <o = 6 - 1@< 5]

Fixons une subdivision o € A, .. Alors, par (5.4), M; —m; < m pour tout 1 < j < n. Ainsi,

n

- 1
Si(f;0) = S_(f;0) =D _(M; —my)d; < 2(b7€_a) ;@- =ge<e (5.8)

=1

La conclusion suit donc du Lemme 5.6. O
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Remarque 5.18. En combinant les Théorémes 5.16 et 5.17, on peut immédiatement déduire que toute
fonction f : [a,b] — R bornée et possédant un nombre fini de discontinuités est intégrable, puisqu’elle
peut alors étre écrite f = g1 + g2 + g3 avec g1 continue, go croissante et g3 décroissante (cf. Figure 5.4).
Alternativement, on peut adapter la preuve du théoréme précédent en raisonnant de la méme facon que
dans ’Exemple 5.9.

Mentionnons également qu’il est possible de caractériser exactement l’ensemble des fonctions inté-
grables au sens de Riemann. Pour des raisons de temps, nous ne discuterons pas ce sujet ici. o

f \ g1 92 93
N

P ——— 4
Pt +—+ L —+

a b a b a b a

FIGURE 5.4: La décomposition de la Remarque 5.18 : f = g1 + g2 + ¢3. La fonction g9 est constante par morceaux
et ses sauts correspondent aux discontinuités de f ol la fonction « saute vers le haut ». g3 est construite de facon
similaire et prend en compte les «sauts vers le bas » de f.

Proposition 5.19 (Théoréme de la moyenne). Soienta < b deux réelset f € €°([a, b]). Il existec € [a, ]

tel que [ f = f(c)(b — a).

Démonstration. Soient m = mingc(,y f(7) et M = max,¢[qy f(). Par le Corollaire 3.30, f atteint
toutes les valeurs dans l'intervalle [m, M ] Or en considérant la subdivision ¢ composée uniquement
f f< S+ f, o) = M(b — a). On en déduit que
f f € [m, M].1l doit donc exister ¢ € [a b] tel que f(c f f. O

des pomts aetbonam(b—a) =S5_(

a c b
FIGURE 5.5: Théoreme de la moyenne : aire des régions hachurées situées sous le graphe de f est égale a I'aire
de la région hachurée située au-dessus du graphe de f.

Primitives et théoreme fondamental de I'analyse

Le théoréme fondamental de I’analyse joue un réle essentiel a la fois sur un plan conceptuel, en
faisant le lien entre dérivées et intégrales, et sur un plan pratique, en fournissant une facon d’évaluer
certaines intégrales.

Définition 5.20. Soienta < b deux réels et f € €°([a,b]). On dit que F : [a,b] — R est une primitive
de f si F est continue sur [a, b], dérivable sur (a,b) et F'(x) = f(x) pour tout z € (a,b).
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Théoréme 5.21 (Théoréme fondamental de I’analyse, partie 1). Soienta < b deuxréelset f € €°([a, b]).
La fonction F : [a,b] — R définie par F(x:) == [ f est une primitive de f. De plus, G est une primitive
de f si et seulement si il existe ¢ € R tel que G(x) = F(z) + ¢ pour tout x € [a, b].

Démonstration. Fixons zg € [a,b]. Pour tout z € (a,b), distinct de x¢, le théoréme de la moyenne
garantit I'existence de ¢, (x) entre xg et x tel que f;ﬂ f = f(ca(z))(z — 20). Par conséquent,

Fla) - Flao) = [ " f = F(ea (@) @ — x0).

Ainsi,
lim F(z) = F(xo) + xli)nggo f(cay(@)) (@ — 20) = F(m0),

T—T0

ce qui montre que F' est continue sur [a, b].
D’autre part, f étant continue, on obtient, pour tout z¢ € (a, b),

- F(z) — F(xo) _
Ji = i e (1) = f(o),
ce qui montre que F' est dérivable en z et que F'(xg) = f ().
Finalement, la derniére affirmation du théoréme suit de I’Exercice 4.3. O

Notation. Au vu du résultat précédent, la notation suivante est souvent utilisée pour représenter une
primitive quelconque de f : ' = [ f = [ f(z) dz. On parle alors d’intégrale indéfinie. Insistons bien
sur le fait que | f est alors une fonction (en fait, une famille de fonctions) et non pas un nombre!

Corollaire 5.22 (Théoréme fondamental de I'analyse, partie 2). Soient a < b deux réels, f € €°(|a, b])
et F' une primitive de f. Alors, f: f=F(b) — F(a).

Démonstration. Par le Théoreme 5.21, G(x) = fax f est une primitive de f et il existe ¢ € R tel que
F(z) = G(x) + c pour tout x € [a, b]. Puisque G(a) = 0,onac = F(a) et donc G(z) = F(z) — F(a).
Par conséquent,

b
/ f=G(b)=F(b) — Fl(a). O]

b b

= F(b) — F(a).

a

= F(z)

a

Notation. Afin de raccourcir les notations, on écrira parfois F

Le théoréme précédent fournit une méthode pour calculer une intégrale : trouver une primitive de
lintégrande.

Exemple 5.23. Pour 7 € Q, on a vu que (z" ™)’ = (r + 1)a” sur R%. Par conséquent, si 7 # —1, la
fonction z — ——2" 1 est une primitive de la fonction  — 2" sur R* . On a donc, pour tout 0 < a < b,

r+1
b br+1 r+1
—a
/ JJT d.’E = .
a

Il est évidemment naturel de se demander ce qu’il se passe lorsque 7 = —1. Nous retournerons a cette
question au chapitre 6. o

Montrer que la version suivante, légérement plus forte, du théoréme de la moyenne suit directement
du Corollaire 5.22 et du théoréme des accroissements finis : si a < bet f € €°([a,b]), alors il existe

c € (a,b) tel que f;f = f(e)(b—a).
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Propriétés supplémentaires

Le théoréme fondamental de ’analyse permet de transférer des propriétés de la dérivée a l'intégrale.
Le premier résultat fait partie des outils standards pour évaluer une intégrale.

Proposition 5.24 (Intégration par parties). Soient a < b deux réels et f, g € €*([a,b]). Alors,

/abfg’ = fg‘z = /abf’g-

Démonstration. Puisque (fg) = f'g + f¢, il suit du Corollaire 5.22 que

/abf’g+/abfg’=/ab(f’g+fg’)=fg‘: O

Exemple 5.25. On souhaite évaluer fol xv/x + 1dz. Posons f'(x) = v/z + 1 et g(z) := x. On a alors
f(z) = %(m +1)3/2 et g/(x) = 1. Par conséquent,

! 1 1 1 1 1 (
/Wl‘+1dﬂf=/ f’g:fg‘ —/ fg’:g(x+1)3/2x‘ —/ 2 e+ 1) da
0 0 0 0 3 0 0 3

L _4(vV2+1)

2 2 2
_ 932 _ 2 < 15/2‘
5 5@+ 15

3

Proposition 5.26 (Dérivation par rapport aux bornes). Soienta < b deux réels et f € €°([a, b]). Soient
I C R un intervalle ouvert et g, h : I — (a, b) deux fonctions dérivables sur I. Soit K : I — R la fonction

définie par
9(x)
K(z) = / I
h(z)
Alors, K est dérivable sur I et

K'(z) = g'(2)f(9(x)) — W (x)f (h()).

Démonstration. Soit F' : [a,b] — R une primitive de f. Alors,

Il suit donc de la Proposition 4.10 que K est dérivable sur [ et que

K'(z) = F'(g(x))g'(x) — F'(h(x)) 1 (z) = f(9(x))g' () — f(h(2)) (z). -
Le prochain résultat fait également partie des outils classiques pour évaluer une intégrale.

Proposition 5.27 (Changement de variable). Soient a < b deux réels et f € €°([a,b]). Soit I C R un
intervalle ouvert et ¢ € €' (I). On suppose qu'il existe o < (3 dans I tels que (o)) = a, () = b et

o((a, 8)) = (a,b). Alors,
b B
/f(:c)d:cz/ Fp(®)¢' () dt. (5.9)

Démonstration. Pour t € [, 3], on définit

(t)
G(t) = / fyde et glt) = F(o®) ().
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11 suit de la Proposition 5.26 que G'(t) = f(¢(t))¢'(t) = g(t) pour tout t € («, 3). G est donc une
primitive de g sur [a, 8], car G € ([, B]) (c’est la composée de deux fonctions continues). De plus,
g est continue. Il suit donc du Corollaire 5.22 que

/jga)dt:c:(m—G(a):/;w dx—/ fa m

Exemple 5.28. On veut évaluer fol 2v/22 + 1dz. On pose f(t) := v/t et on considére ¢ : [0, 1] — [1,2],
¢(t) == t> + 1. On a alors ¢/ (t) = 2t et donc

! 1! 1 e 1 [? 1 552 2v2-1
/ V2 4+ 1dt = / flo(t)y'(t)dt = / f(z)dz = / Vrde = fx3/2‘ = L
0 2 0 2 ©(0) 2 1 3 1 3 o
Exemple 5.29. On veut évaluer ff(ﬁ + 1)_3 dz. On pose f(z) = (Vz + 1)_3 et on considére ¢ :
2,3] = [1,4], ¢(t) == (t — 1)? (ainsi, on a \/z + 1 = t lorsque z = (t)). On a donc ¢'(t) = 2(t — 1)
et donc

A . ©(3) B 3 ) B 39(t—1) =2t 7
/1(\/5+1) d:z:_/w@) f(ﬂc)d:JC—/Qf(sO(f))W(?f)dt—/2 3 dt = 12 ’2_%'0

Observez que, dans I'Exemple 5.28, nous avons interprété I'intégrale a évaluer comme le membre
de droite de (5.9), alors que, dans ’Exemple 5.29, nous I’avons interprétée comme le membre de gauche
de (5.9). Les deux approches sont utiles dans la pratique. Nous verrons d’autres exemples de change-
ments de variable plus tard, lorsque nous aurons enrichi notre palette de fonctions élémentaires.

On peut évidemment également utiliser un changement de variable pour déterminer les primitives
d’une fonction et, comme ci-dessus, une telle approche prend deux formes. On laisse les preuves en
exercice.

Soit I,J C R deux intervalles ouverts. Soit f : I — J continue et ¢ : J — R dérivable. On pose
g:=(fop) ¢

a) Montrer que si F' est une primitive de f, alors F o ¢ est une primitive de g.

1

b) Montrer que si G est une primitive de g et ( est inversible, alors G o ¢ ™" est une primitive de f.

Exemple 5.30. Déterminons les primitives de la fonction x +— [(FE=EE Introduisons les fonctions f(x) :=

1+

1/22, o(z) == 1 + 23. Une primitive de f est donc F(z) == —1/z et ¢/(x) = 322. Par l'exercice
précédent, une primitive de g := (f o ) - ¢’ est donnée par F' o . On a donc
2
T 1 1 1 1 1
d — o Y — — — —F o = ——— [
/(1+x3)2 v 3/(f #)-¢ 3/9 37 YT 731148

Remarque 5.31. Le calcul dans exemple précédent est un peu lourd. Une fois bien comprises sa logique
et les raisons de sa validité, on procéde souvent, dans la pratique, de facon beaucoup plus informelle, en
appliquant la recette suivante :

(i) On identifie la transformation appropriée t = 1 (x).

(ii) On écrit « dt = ' (z) dx ».
(iii) On calcule [[...]dt comme fonction de t (aucun x ne doit apparaitre dans ce calcul }).
(iv) On remplacet par (x) dans le résultat.

Dans le cas de I'exemple précédent on poserait donct = 1 + 23, puis « dt = 3z dx », et donc

11
[ ot L= SR .
(1+x3 3t2 3t 31+ a3



5.5

5.5. Intégrales impropres 103

Intégrales impropres

Définition 5.32. Soient{ € R, E C R, z¢ un point limitede E et f : E — R.

> f tend vers £ en xq par la droite si
Ve> 0,36 >0,Vz € E, [z0 <z <x0+ 6 = |f(z) — | < €.
Dans ce cas, on écrit ilﬁ}) f(x) = L et est appelée la limite a droite de f en x.
> f tend vers £ en xo par la gauche si

Ve > 0,36 >0,Vz € E, [z0 > > 20— 6 = |f(z) — | < €.

Dans ce cas, on écrit liTm f(z) = € et £ est appelée la limite a gauche de f en xg.
xTxo

On rencontre également les notations x — 338— au lieude x | xg et x — x; aulieu de z 1 xo.

1. Soient a < zp < b des réels. Montrer que f : (a,b) — R est continue en x si et seulement si ses
limites a droite et a gauche en x existent et sont toutes deux égales a f(xg).

2. Soita € Retb € (a,+00) U {+00}. Soit f : [a,b) — R une fonction croissante et majorée. Montrer
que limgq, f(2) existe.

Définition 5.33. Soit I C R un intervalle de longueur strictement positive. Une fonction f : I — R est
localement intégrable sur I si elle est intégrable sur [c, d| pour tout [c,d] C I.

Définition 5.34. > Soitb € RU{+oo} eta € (—o0,b). On dit que f est intégrable sur [a, b) si f
est localement intégrable sur [a, ) et si la limite

/-abf _ lé?bl /adf

existe. Dans ce cas, celle-ci est appelée I'intégrale impropre de f sur [a,b).

> Soita € RU{—o0} etb € (a,+00). On dit que f est intégrable sur (a, b] si f est localement

intégrable sur (a, b] et si la limite
b b
= lim
o=l s

existe. Dans ce cas, celle-ci est appelée I'intégrale impropre de f sur (a, b]

> Soita < b dans R U {—o00,+00}. On dit que f est intégrable sur (a, b) s’il existe ¢ € (a,b) tel
que f soit intégrable sur (a, c| et sur [c,b). Dans ce cas

‘Kf:AV+Z%

est appelée l'intégrale impropre de f sur (a,b).
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FIGURE 5.6: Minoration de fln " 1da.

Exemple 5.35. Soit r € Q.
> Sir < —1,

0o d +1
1 d dT—1 1
/ ' dr = lim " dz = lim ——2""| = lim =— .
1 d—+o0 Jq d—+oo 17 + 1 1 dotoo 1741 r+1

Sir > —1, 'intégrale impropre floo 2" dz n’existe pas.

> Sir > —1,

! ! 11—l 1
/ 2" dx = lim / 2" dz = lim = )
0 clo J. o r+1 r+1

Sir < —1, 'intégrale impropre fol 2" dx n’existe pas.

> Finalement, sir = —1, les intégrales impropres floo x" dx et fol 2" dx n’existent ni 'une ni 'autre.
En effet, on a d’'une part (¢f. Figure 5.6) que, pour n € N¥,

[la-g [t Eh e
—dor = —dx > - 00,
1 P k:ka

par la divergence de la série harmonique, prouvée dans ’Exemple 2.45. D’autre part, le change-
ment de variable x = 1/t conduit & (toujours pour n € N¥)

1 1 1 1 nq oo
/ dx:/ t(—Q)dt:/ 2 a4t 2% 4o o
1/n T n t 1t

Nous allons a présent établir divers critéres permettant de démontrer Pexistence (ou la non exis-
tence) d’intégrales impropres sans avoir a les calculer explicitement. Afin de simplifier 'exposition,
nous ne considérerons que le cas d’intégrales impropres sur un intervalle [a,b) C R (b € R U {+o0}),
mais toute la discussion qui suit s’étend sans difficulté au cas d’intervalles de la forme (a, b] ou (a, b).

Lemme 5.36. Soit f : [a,b) — R localement intégrable sur [a,b) et soit ¢ € (a,b). Alors,
f intégrable sur[a,b) < f intégrable sur |c,b).

Démonstration. Pour tout d € [c, b), fad f= fac f+ fcd f. Par conséquent, la limite limgq, fad f existe si

et seulement si la limite lim gy, fcd f existe. O

Théoréeme 5.37 (Critere de Cauchy pour les intégrales impropres). Soit f : [a,b) — R localement in-
tégrable sur [a,b). Alors f est intégrable sur [a,b) si et seulement si, pour tout € > 0, il existe ' € [a,b)

tel que, pour tout [u,v] C (d’,b),
/ f‘ < €.
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Démonstration. Supposons que limgqy, fad f =l et fixons € > 0. Il existe a’ € [a,b) tel que
d €
vd € (d',b), (z - / f( <<
a 2
Soit [u, v] C (a’,b). On a donc bien

/jf’: /avf—/auf‘<‘€—/:f‘+‘€—/auf‘<6_

<|Fixons € > 0 et soit a’ € |a, b) comme dans I’énoncé. Soit (u,)nen € |a, elle que limy, o0 Uy, =
Fi 0 et soit a’ b dans I’é ¢, Soit c b)N telle que li
b. On définit o, == fau" f. Soit N € N tel que u,, > @ pour tout n > N. On a alors

/au"f—/aumf\z A:”f\<e,

ce qui montre que la suite (v, ) est de Cauchy et donc convergente; on note sa limite /.

Vn,m>= N, |ap—an|=

Fixons € > 0 et soit @’ € [a,b) comme dans I’énoncé. Choisissons n suffisamment grand pour que

|, — 4] < € etuy, > a'. Alors,
d Un Un d Un
vd € (d,b), )e—/ f)<‘€—/ f‘+/ f—/ f‘:|€—an|+‘/ 1| <2,
a a a a d

ce qui montre que 'intégrale impropre existe. O

Théoréme 5.38. Soit f localement intégrable sur [a,b). Alors, l'intégrabilité de | f| sur [a,b) implique
Uintégrabilité de f sur [a,b).

Démonstration. Soit € > 0. On suppose |f| intégrable sur [a, b). Par le Théoréme 5.37, il existe donc

a' € [a,b) tel que
JALIEE

/uvf)</uv1f1<e,

et la conclusion suit du Théoréme 5.37. O

V[u,v] - (alﬂb)7 /v‘ﬂ =

On a donc, par I'inégalité triangulaire,

V[u,v] C (a’,b),

Théoréme 5.39 (Test de comparaison pour les intégrales impropres). Soient f et g localement inté-
grables sur [a, b) et telles que 0 < f(z) < g(x) pour tout x € [a,b). Alors,

g intégrable sur [a,b) = f intégrable sur[a,b).

Démonstration. On suppose g intégrable sur [a, b). Considérons la fonction F' : (a,b) — R définie par
F(z) = fax f. Par hypotheése, F' est croissante et

F(ﬂf)Z/:fé/axgéfabg-

F étant croissante et majorée, limq, F'(x) existe (Exercice 5.5) et f est donc intégrable sur [a,b). [
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Théoréme 5.40 (Test de comparaison asymptotique). Soient f et g deux fonctions localement intégrables
sur [a, b) telles que f(x) > 0 et g(x) > 0 pour tout x € [a,b). On suppose que { = lim,q % existe.
Alors,

g intégrable sur [a,b) = [ intégrable sur[a,b). (5.10)

Sil # 0, la réciproque de (5.10) est également vraie.

Démonstration. Par hypotheése, il existe ¢ € [a, b) tel que f(z) < (¢ + 1)g(x) pour tout = € [c,b). De

plus, il suit du Lemme 5.36 que (¢ + 1)g est intégrable sur [c, b). Par conséquent, le Théoréme 5.39

implique que f est intégrable sur [c, b). Finalement, I'intégrabilité de f sur [a, b) suit du Lemme 5.36.
La seconde affirmation est une conséquence de la premiére puisque

i 9@ _ 1 0
ato f(z) 4
- i — Vafl s
Exemple 5.41. Montrons que la fonction définie par f(z) := -/ est intégrable sur [1, +00). Pour
cela, considérons la fonction définie par g(z) = %23 = x5/, Par I'Exemple 5.35, g est intégrable sur
[1,400). Puisque
3 1
f@) o Vits

lim —% = lim — = 1
T—+00 g(:]:) z—4oo ] + e

Y

I'intégrabilité de f sur [1, +00) suit du Théoréme 5.40. o

Remarque 5.42. Dans les deux derniers théorémes, f est supposée ne prendre que des valeurs positives.
Lorsque ce n’est pas le cas, on peut d’abord appliquer ces théorémes a la fonction |f| pour conclure a
Uintégrabilité de cette derniére, puis utiliser le Théoréme 5.38 pour en déduire I'intégrabilité de f. o

Exercices supplémentaires

Intégrale de Riemann, primitives

1. Soit b > O et f : [0,b] - R, z — /x. On considére la subdivision o,, = {zg,21,...,2,} de
Pintervalle [0, b] définie par z, = bk?/n? pour k € [0,n].
a) Calculer explicitement les sommes de Darboux S (f;0,,) et S_(f;0n).

b) Déterminer les limites de ces deux quantités lorsque n tend vers I'infini.

¢) En déduire une formule pour fob Vadr.

2. Soient a < ¢ < bet hy, hy des réels. Soit f : [a,b] — R la fonction définie par

hi1 sia<z<c,
hy sic<z<b.

fx) =

a) Montrer que f est intégrable sur [a, b].
b) Calculer fab f.
¢) Existe-t-il z, € [a, ] tel que f; f=0b—a)f(x)?

3. En les interprétant comme des sommes de Riemann, déterminer la limite des suites définie par

a) un::Z# b) vn:zz(l n7) c) wn::Zﬁ

=1 i=1 i=1
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4. Déterminer les dérivées des fonctions suivantes.

S
a) xt—)/ 7dt b):vr—>/ (/ \/t2t3dt)dy

c) x»—>/ (t+t3)Y3 dt
2

5. Pour chacune des questions suivantes, trouver une fonction f vérifiant I'identité.
2

a) /Oxtf(t)dt:x+x2 b) /Ox tf(t)dt = z + 22

6. Calculer les intégrales suivantes.

1 1
a) / 223 + )Y da b) / z(3 + 22)' 3 da
0 0

x 1 l/x 1
dt ——dt
/0 1+¢2 +/0 14 ¢2

8. Soient a < b deux réels et f : [a,b] — R une fonction continue telle que f; f = 0. Montrer que
f(z) = 0 pour tout x € [a, b].

7. Montrer que

ne dépend pas de z € R7,..

9. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable sur [a,b] et g : [a,b] — R une fonction telle que
{z € [a,b]| g(x) # f(x)} est fini. Montrer que g est intégrable et que

b b
o=
(Indication : montrer I'intégrabilité de h :== g — f et en déduire celle de g.)

10. Soient 0 < a < b deux réels. Montrer que

/bldt<ba
ot Vab

(Indication : considérer la fonction = +— faz % dt — £22))

Vaz’

11. Soit f € €(]0,1]) telle que fol f = 3. En utilisant le théoréme de la moyenne, montrer qu’il existe
x4 € [0, 1] tel que f(x.) = x,. (Indication : considérer la fonction = — f(x) — z.)

12. Soit f : R — R une fonction continue.

a) Si f est t-périodique et intégrable sur [0, ], montrer que
[l

b) Donner une fonction f qui n’est pas périodique, mais dont la dérivée est périodique.

pour tout a € R.

c¢) Supposons f’ soit t-périodique. Montrer que f est t-périodique si et seulement si f(t) = f(0).

13. (Formule de Taylor avec reste intégral) Soient a < b deux réels, xo,z € [a,b], n € Net f €
¢"*'(|a, b]). En utilisant I'intégration par parties, montrer par récurrence que

f(x) =T f(z;20) + /z f”“(t)(x;!t)n dt.

(Un avantage de cette version est que le terme d’erreur est complétement explicite.)
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14. (Intégration d’une fonction réciproque) Soit f : [a,b] — [f(a), f(b)] une fonction continue et
strictement croissante et soit f~! sa réciproque. Le but de cet exercice est de montrer que

f(b) b
/ F1=bf(b) - af(a) - / v, )
f(a) a

a) Soit o := {x0,...,Tn} € Agp. Montrer que 0’ = {f(0), ..., f(zn)} € Apa),f0)-

b) Vérifier que Sy (f;0) + S_(f~10') = bf(b) — af(a). (Remarque : faire un dessin du cas ou
a > 0 et f(a) = 0 pour comprendre intuitivement ce résultat; toutefois, ne pas baser votre
preuve sur un argument géométrique!)

c¢) En déduire que

sup {S_(f710) | 0" € Apay p) } = bf(b) —af(a) —inf {Sy(f;0) |0 € Agyp}
et conclure la preuve de (*).

d) Déduire de (x) que si F est une primitive de f, alors la fonction z + zf ! (x) — F(f_l(x)) est
une primitive de f~1.

15. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient a < bdeuxréelset f, g : [a, b] — R deux fonctions bornées
et intégrables sur [a, b]. Montrer que

/abfg‘<\//abf2-\//abg2-

(Indication : utiliser I’observation que f:( f+Ag)? > 0 pour tout A € R.)

16. (Inégalité de Minkowski) Soient a < b deux réels et f, g : [a,b] — R deux fonctions continues.

Montrer que
[T [ ([

(Indication : utiliser 'inégalité de Cauchy—-Schwarz.)

5.6.2 Intégrale impropre

1. Déterminer, sans les calculer, si les intégrales impropres suivantes existent.

© 1 © T 0 1
a —dx b ——dz C —dxz
) /0 V1+ 23 ) /0 1+ x3/2 ) /0 /14
+o0o 1 1 1 1 1
d ——dx e —dx f dx
)/oo 1+ a2 ) /1 V1—22 ) /0 Vsinz
+00 o3
g)/ sm:cdx
1 X

(Indication : pour le dernier point, penser a intégrer par parties.)

2. Soita € Ret f : [a,+00) — R. Montrer que si I'intégrale impropre [ f existe et s'il existe ¢ € R
tel que lim,_, 1o f(z) = ¢, alors ¢ = 0.
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Fonctions élementaires

Dans ce chapitre, on introduit plusieurs fonctions jouant un réle crucial dans de nombreux domaines
des mathématiques et des sciences : les fonctions trigonométriques, le logarithme, Pexponentielle, les
puissances réelles, etc.

Les fonctions trigonométriques

Remarque 6.1. Intuition géométrique. Vous avez vu lors de vos études secondaires que le périmétre d’un
cercle de rayon 1 est égal a 2 et que 'aire du disque de rayon 1 est égal a m. Si I'on considére un secteur
d’angle 0, la longueur de Uarc correspondant est égal a 0 (par définition des radians). On en déduit que
Paire A du secteur est donnée par A = % ST = % Notons x € [—1,1] la longueur (signée) de intervalle
représenté en gras dans la figure suivante :

FIGURE 6.1: L’aire du secteur grisé est égale a 6/2.

Alors, comme vous I’avez également vu lors de vos études secondaires, v = cos 6, que I'on peut reformuler
arccosxz = 0. En particulier, arccosx = 2A. Ci-dessous, nous allons donner une définition purement
analytique de I’aire A du secteur comme fonction de x, et ainsi obtenir une définition analytique de la
fonction arccos, a partir de laquelle les autres fonctions trigonométriques pourront étre définies. o

Le nombre 7 est défini comme étant I’aire d’un disque de rayon 1.
Définition 6.2. Le nombre 7 est défini par

1
7T::2/ 1 —t2dt.
1

109
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L’aire d’un secteur comme discuté dans la remarque ci-dessus peut également étre facilement ex-
primée en termes de la grandeur x, a ’'aide d’une intégrale (voir la Figure 6.2) :

1
Az) = %a:\/l—xQ +/ V1—1t2dt.

aire (signée) du triangle

FIGURE 6.2: Le cercle est de rayon 1; x correspond a la longueur (signée) du segment représenté en gras. La
fonction A(z) correspond a laire du secteur hachuré. Gauche : A(z) est la somme de I’aire d’un triangle (en
gris clair) et de la région en gris foncé. Droite : A(x) est égale a la différence entre l'aire grisée totale et I'aire du
triangle en gris clair.

La discussion en début de section nous conduit ainsi a poser la définition suivante.

Définition 6.3. L’arccosinus est la fonction arccos : [—1, 1] — R définie par

1
arccos(z) = 2A(z) = zv/1 — 22 + 2/ V1—t2dt.

Il suit de cette définition que arccos est continue sur [—1, 1] et dérivable sur (—1, 1), avec une dérivée
égale a

—2x 1
arccos () = (1——— + V1 —22) = 2/1 — a2 = ———. 6.1
(@) ( 2v/1 — 22 ) V1—2z2 (6.1)

Cette dérivée étant strictement négative, il suit du point (iv) du Corollaire 4.20 que arccos est strictement
décroissante sur [—1, 1]. De plus, on a arccos(—1) = 7 et arccos(1) = 0. Donc arccos : [—1, 1] — [0, 7]
est bijective par le Théoréme 3.33 et sa réciproque arccos ! : [0, 7] — [—1, 1] est continue et strictement
décroissante.

Définition 6.4. Pour 0 € [0, 7], on définit le cosinus de 0 par cos(0) := arccos ™ (0) et le sinus de 0

parsin(0) == /1 — cos2(6).

Ces fonctions sont étendues a R tout entier en deux étapes : tout d’abord, on définit, pour 6 € (—,0),
cos(0) == cos(—0) et sin(f) := —sin(—0).

La fonction cosinus est donc paire, alors que la fonction sinus est impaire. Ensuite, pour tout n € Z et
tout § € (—m, 7], on pose

cos(f + 2mn) == cos(6) et sin(f + 27n) := sin(6).

Ainsi, ces deux fonctions sont périodiques, de période 27 et continues sur R. En fait, elles sont méme
infiniment dérivables.
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NN,
—on \7_1“ W o

FIGURE 6.3: Les fonctions cos et sin.

Proposition 6.5. cos, sin € € (R) et, pour tout § € R,

cos'(#) = —sin(), sin’(0) = cos(6), cos?(#) + sin?(9) = 1.
Démonstration. La Proposition 4.11 implique la dérivabilité de cos sur (0, 7). De plus, cette proposition
et (6.1) impliquent que, pour tout 0 < 6 < m,

1

cos'(f) = ————————~ = —/1 — cos?(f) = —sin(0).

arccos’(cos(6))

Ce résultat s’étend immédiatement a I'intervalle (—, 0), puisque, pour tout 6 € (0, 7),

cos'(—0) = — cos'(0) = sin(#) = —sin(—0).
Le cosinus étant étendu a R par périodicité, cette propriété reste valable pour tout € R\ {k7 | k € Z}.
Finalement, le résultat pour 6 € {k7 |k € Z} suit alors immédiatement du Corollaire 4.22.

L’identité cos? 4 sin? = 1 suit directement de la définition de ces fonctions. Il suit donc, par déri-
vation de fonctions composées, que, pour tout § € R\ {k7 |k € Z},

—2cos(#)(—sin(0))

sin’(6) =
24/1 — cos?(0)

= cos(0).

Le Corollaire 4.22 permet a nouveau d’étendre cette identité a R tout entier. O

Avant de continuer, nous allons démontrer un résultat intéressant, qui suit des propriétés déja établies
des fonctions sinus et cosinus.

Théoréme 6.6. 7 est irrationnel.

Démonstration. Supposons, par I’absurde, qu’il existe a,b € N* tels que m = a/b. Fixons n € N et
considérons les fonctions polynomiales f : R — R et F': R — R définies par

z(r—x)"™  z"™(a —bx)" " /n 2=k
f(z) =2b" ( o ) = ( n!b ) = Z <k>ak(—b)”k o (6.2)
k=0
et .
F(z) =Y (-1Ff (@) = f(x) - f"(z) + fD (@) — -+ (=1)"f ) (2).
k=0
On a alors
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En effet, la premiére inégalité suit de la stricte positivité de I'intégrande lorsque = € (0, ) et la seconde
du fait que max, e[ #(m — ) = 72 /4 et [ sin = 2. Etant donné que lim,, o ¢"/n! = 0 pour tout
¢ € R (point 4. de I'Exercice 2.6), on en déduit que

/ f(z)sin(z)dz € (0,1) pour tout n suffisamment grand. (6.3)
0

Nous allons dériver une contradiction en montrant que cette intégrale est en fait un nombre entier.

Montrons tout d’abord que F'(0) et F'(7) sont des entiers. Pour ce faire, on observe que £()(0) = 0
pour tout £ € [0,n — 1], puisque chaque terme de la somme dans (6.2) est une fonction monomiale de
degré au moins n. D’autre part, lorsque ¢ € [n, 2n],

FO(0) = <2nn_ €> ()t e g,

puisque (Z) e N* pour tout 0 < k < netque 0 < 2n— ¢ < netn < £.On conclut que f()(0) € Z pour
tout £ € [0,2n]. Comme f(7 — x) = f(z) pour tout z € [0, 7], on conclut que £ (7) = (=1)¢ £ (0)
appartient également a Z pour tout ¢ € [0, 2n]. On a donc bien F'(0), F'(7) € Z.

Finalement, comme f("*2)(z) = 0 pour tout z,

(F'-sin—F-cos)/ =F".sin+F -sin = f -sin.

Par conséquent,

T

/07T f(z)sin(z) dz = (F'-sin —F - cos) .= F(r)+ F(0) € Z,

ce qui contredit (6.3). O
On peut a présent définir d’autres fonctions trigonométriques.

Définition 6.7. Les fonctions sécante, tangente, cosécante et cotangente sont définie par

sin 1 coS
sec .= —, tan:=—, c¢sc:=—, cot:=—.
cos cos sin sin
Le domaine de définition de ces fonctions est clair a partir de leur définition (il faut éviter les points ou le
dénominateur s’annule). Par exemple, le domaine de définition de la tangente est R \ {% + km } ke Z}.

)

tanf

FIGURE 6.4: Les fonctions tan et sec.

On a déja défini la fonction inverse de cos (c’est-a-dire arccos). Pour définir celles du sinus et de la
tangente, on doit choisir des intervalles maximaux sur lesquels ces fonctions sont injectives. La défini-
tion ci-dessous donne le choix usuel.
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arccos x arcsin x arctanx
T+ T | T ____
2 2
1 1 1 1
T T T T x
-1 1 ¥ -1 1
_|—
s s
-1 17 -3t o —————— 5

Définition 6.8. La fonction arcsinus est définie pararcsin : [—1,1] — [-Z, 2], arcsin(z) :=sin~!(z).

La fonction arctangente est définie par arctan : R — (-7, %), arctan(z) = tan™'(z).

1. Montrer que tan est dérivable sur R \ {F + k7 ‘ k € Z} et que tan’(9) = 1 + tan?(f).
2. Montrer que arcsin est dérivable sur (—1,1) et que arcsin’(z) = 1/v1 — 22.

3. Montrer que arctan est dérivable sur R et que arctan’(x) = 1/(1 + 2?).
4

. Déterminer les primitives des fonctions arcsin et arccos.

Proposition 6.9. Les fonctions sin et cos sont solutions de I’équation différentielle
f'+f=0. (6.4)
De plus, si f € P?(R) est solution de (6.4), alors f = £(0) - cos +£(0) - sin.

Démonstration. La premiére affirmation est immédiate. Pour démontrer la seconde, considérons la fonc-
tion g := f — f(0) cos — f/(0) sin. Alors,

" +g=f"+f=0 et  g(0)=g'(0)=0.

Soit h := g% + (¢')%. Comme I/ = 2¢'(¢" + g) = 0, il existe ¢ € R tel que h(z) = ¢ pour tout = € R.
Or, h(0) = g(0)? + ¢’(0)? = 0, ce qui implique que ¢ = 0 et donc i = 0. On conclut que g = 0, ce qui
démontre I’affirmation. O

Proposition 6.10. Pour tout 0,0’ € R,
sin(f + 6') = sin(f) cos(0') + cos(0) sin(0’) et  cos(d + 0") = cos(#) cos(#’) — sin(0) sin(¢’).

Démonstration. Fixons 6’ € R. La fonction f(#) := sin(6 + ') est solution de (6.4). Par conséquent,
f(0) = f(0)cos(0) + f'(0)sin(f) = sin(6’) cos(#) + cos(#’) sin(f). La seconde identité se démontre
de facon similaire. 0

Exemple 6.11. Comme application des identités précédentes, dérivons la trés belle formule de Viéte '
pour 7 :

™ 2 2 2
1. Il semble que cette formule, publiée par Viéte en 1593, soit le premier exemple connu de produit infini en mathéma-
tiques, ainsi que le premier exemple de formule explicite pour le calcul de 7r. Viete utilisa sa formule pour calculer les 9
premieres décimales de 7.

2 :@\/2+x/§\/2+\/2+\f2m
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Commencons par écrire cette identité de maniere plus précise. On considere la suite définie par ug := 0

et Up+1 = /(24 2uy,)/2 = \/(1 + uy)/2. On vérifie alors facilement que l'identité précédente peut

s’écrire
n
2 .
— = lim Huk
T n—o00
k=1

Afin de démontrer cette derniére identité, observons tout d’abord que, par la Proposition 6.10, cos() =
cos?(0/2) — sin?(6/2) = 2cos?(0/2) — 1, ce qui peut s’écrire, pour tout § € [—, 7],

cos(0/2) = /(14 cos(6))/2.

Cette relation est identique a celle reliant u,,11 a u,. Puisque cos(7/2) = 0 = ug, on doit avoir u; =
cos(m/2F+1) pour tout & € N. On peut donc écrire

n n
lim = li kel
Jim H Uk nh_)rr;o cos(m/2"")
k=1 k=1
Ainsi, le résultat sera établi si 'on parvient a démontrer I'identité suivante, plus générale (il suffit de
I'appliquer avec § = 7/2) :
sin(0)

n
—_ N k
= nh_)rI;OHCOS(G/Q ).
k=1
Or, celle-ci est également une conséquence assez directe de la Proposition 6.10 : pour tout n € N*,
sin(f) = 2sin(0/2) cos(6/2)

= 2%5in(6/22) cos(#/2%) cos(8/2)
= 235in(0/2°) cos(/23) cos(0/2%) cos(6/2)

= 2"sin(6/2") cos(0/2™) cos(0/2" 1) - - - cos(/22) cos(8/2). (6.5)
On a donc montré que, pour tout n € N*,

sin(9)  0/2"
R )

=1

Comme lim,_,¢ sin(x)/z = sin’(0) = cos(0) = 1, on obtient le résultat désiré en laissant n — cc.
Finalement, donnons quelques applications numériques de cette formule : pour n = 2, on obtient
m =2 3,14; pour n = 10, on obtient 7 = 3,14159; pour n = 25, on obtient 7w =2 3,14159265358979. ¢

Notation. Il est usuel d’écrire (lorsque cela ne préte pas a confusion) sin  plutot que sin(x), arccos
plutot que arccos(z), etc.

Les fonctions logarithme et exponentielle

Le logarithme

On a vu dans 'Exemple 5.23 que [ 2" dz = % sur R* , pour tout r € Q \ {—1}. La fonction

logarithme est définie comme primitive de z .

Définition 6.12. Le logarithme est la fonction log : R} — R définie par

1
log(z) :—/ ;dt.
1
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Notation. A nouveau, si cela ne conduit pas a des ambiguités, on écrit souvent log x plutét que log(z).
Une notation alternative commune pour cette fonction est In (pour logarithme naturel ou népérien).

Remarque 6.13. Ci-dessus, le logarithme a été introduit comme une primitive de la fonction x — 1/x
définie sur R, . Cependant, cette derniére fonction est bien définie sur R*. Les primitives de cette fonction sur
R* peuvent étre obtenues facilement. En effet, siz < 0, log(—x) est bien défini et % log(—z) = =L = 1.
Par conséquent, [ % dz = log(—x) lorsque x < 0. On peut donc finalement écrire

1
/dx:log|x|, Va # 0.
x

Cette primitive est valide sur tout intervalle de R ne contenant pas 0.
Plus généralement, si f € €, la dérivée en x de la fonction log(+ f) (e signe étant choisi de facon a
ce que = f(x) > 0) est donnée par f'(x)/ f(x) (quel que soit le signe choisi) et donc

!/
/ L loglfl,
cette primitive étant valide sur tout intervalle de R sur lequel f ne s’annule pas. o
Par définition, on a, pour tout z > 0,
log' x = l
x

Sa dérivée étant strictement positive, le logarithme est une fonction strictement croissante. Clairement,
log 1 = 0. De plus, au vu de ’Exemple 5.35, elle satisfait

limlogx = —o0 et lim logz = +o0.
z0 r—r-+00
log
1 4
1 X

FIGURE 6.6: La fonction log.

On verra plus bas (Proposition 6.23) que le logarithme tend extrémement lentement vers 'infini :
a titre d’illustration, le nombre d’atomes dans 'univers observable est généralement estimé a environ
10%°; or, 1og(10%°) =2 184,

Le résultat suivant énonce une propriété essentielle du logarithme.

Proposition 6.14. Pour tout x,y € R*,
log(zy) = logx + log y. (6.6)
De plus, si f € P (R%) est solution de 'équation fonctionnelle

f(:vy) :f(m)—’_f(y)v vxvyER*a (6.7)

alors f(x) = f'(1) log x pour tout x € R..
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Démonstration. Fixonsy € R et introduisons la fonction ¢(z) := log(zy) — log y. Alors, puisque
1
¢ (z) = — =log'x et $(1) =0=1logl,
x

on doit avoir ¢(x) = log(z) pour tout x € R*, ce qui démontre la premiére affirmation.
Pour démontrer la seconde, considérons une solution f € Z'(IR%.) de (6.7). Alors, en fixant y € R*.
et en dérivant (6.7) par rapport a x, on obtient

yf'(zy) = f'(x).

Enprenant x = 1, on en déduit que yf'(y) = f/(1), c’est-a-dire f'(y) =
on obtient

)
y

. En passant aux primitives,

fy) = f'(1)logy + K
pour une constante K € R. Or, I'équation fonctionnelle (6.7) avec x = y = 1 implique que f(1) = 2f(1)
et donc f(1) = 0.1l s’ensuit que K = 0 et I'affirmation est démontrée. O

Montrer que log(z") = rlogx pour tout z € R*. et tout 7 € Q.

Dans les Exemples 2.24 et 2.26, nous avons introduit deux expressions pour le nombre d’Euler e.
Celui-ci est intimement lié¢ au logarithme.

Proposition 6.15. loge = 1.

Démonstration. On a vu que e = limy, 0 (1 + %)n Par continuité du logarithme, on a donc

1\n 1\n
loge:log<lim (1—}——) ) = lim log<<1—|—> )
n—o00 n n—o0 n

=0
1 log(1 + 1) —log(1)
= lim nlog(l + —) = lim 2 e o8 _ log/(1) =1.00
n—00 n n—00 -

Lexponentielle

On a vu que la fonction log : R} — R est surjective (par le théoréme des valeurs intermédiaires) et
injective (elle est strictement croissante). Par conséquent, elle posséde une réciproque, que I’'on nomme
Pexponentielle.

Définition 6.16. L’exponentielle est la fonction exp : R — R définie par exp := log~ L.
Notons quelques valeurs particuliéres importantes : exp 0 = 1 (puisque log 1 = 0) et exp 1 = e (puisque
loge = 1).

Il suit de la définition et de la Proposition 4.11 que exp est strictement croissante et dérivable sur R
(puisque Vz € R%,log'(x) > 0), et que lim,—, o expz = 0 et limy_, o exp & = +00.

Proposition 6.17. La fonction exp est solution de I’équation différentielle

f—f=o.
De plus, si f € P'(R) est solution de I'équation différentielle
f, _ le = 07

aveca € R, alors f(x) = f(0) exp(azx).
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exp T

-

FIGURE 6.7: La fonction exp.

1 o

Démonstration. Par la formule de dérivation d’une fonction réciproque,

1

.
P log/ (exp x)

=expr,

ce qui établit la premiére affirmation. Pour montrer la seconde, on consideére la fonction

g(x) = f(x) exp(—azx).

On a alors

g'(x) = f'(z) exp(—az) — af(z) exp(—az) = (f'(z) — af(x)) exp(—az) = 0.

On en conclut qu’il existe ¢ € R tel que f(z)exp(—ax) = ¢ pour tout z € R. En prenant z = 0, on
trouve ¢ = f(0). La conclusion suit donc de I'identité (6.8) ci-dessous. O

La propriété (6.6) du logarithme a également une conséquence primordiale pour la fonction exponen-
tielle.

Proposition 6.18. Pour toutz,y € R,
exp(z + y) = exp(z) exp(y). (6.8)
De plus, si f € D' (R) est solution de I’équation fonctionnelle

f(x+y):f($)f(y)a Vz,y € R,

alors soit f(z) = 0 pour tout x € R, soit f(z) = exp(f'(0)z) pour tout z € R.

Démonstration. Posons a := exp z et b := expy. On a alors,

exp(z + y) = exp(log(a) + log(b)) €9 exp(log(ab)) = ab = exp(z) exp(y).

Pour la seconde partie, il est évident que la fonction identiquement nulle est solution. Supposons donc
que f ne soit pas identiquement nulle. Dans ce cas, I'équation fonctionnelle implique que f(z) = f(z+
0) = f(x)f(0), pour tout x, et donc f(0) = 1. Il suit de la dérivabilité de f que

o fleth) = f@) o fe)f(h) = f(z) . fhy -1
L A L A

f(@)£(0).

La conclusion suit donc de la Proposition 6.17. O
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Exposants irrationnels

Jusqu’a présent, nous n’avons défini les fonctions x +— z" que pour r € Q. Les fonctions loga-
rithme et exponentielle vont nous permettre d’étendre aisément ces définitions a des exposants € R
arbitraires. L’observation cruciale est la suivante : pour tout x € R} etr € Q,

= exp(log(:vr)) = exp(r log iL‘),
ou la seconde identité suit de ’Exercice 6.2.

Définition 6.19. Soita € R. La fonction x — x* de R’ dans R est définie par
x® = exp(alog ).

Il suit immédiatement de la définition que x — x® est une fonction continue sur R* , strictement crois-
sante si a > 0 et strictement décroissante si a < 0. De plus, lim, o 2% = 0 et lim;_, { o % = +00 si
a > 0, alors que lim, g z* = +oo et lim; o 2% = 0sia < 0.

Notons également qu’il suit de la Proposition 6.15 que, pour tout a € R,

expa = exp(aloge) = e®.

On utilisera donc indifféremment exp x et € pour dénoter 'exponentielle de x.

Les propriétés établies lorsque 'exposant est rationnel restent vraies dans ce contexte plus général.

Soient z,y € R etp,q € R.
a) Démontrer les identités suivantes :

(zy)P = aPyP, Pt = P, aPe = (2P)1,

b) Montrer que x — P est dérivable sur R et que (zP)" = prP~L,

Remarque 6.20. Soit b € R*, b # 1. La fonction R — R%, x — b” satisfait (b*) = b"logb et est
donc strictement monotone (croissante sib > 1 et décroissante sib < 1). La fonction réciproque est appelée
logarithme de base b et est dénotée log;. Observons que

1
y=logyx < W=z < evlogb — o o ylogh=logzr < y:y’
logb
c’est-a-dire logy = llgigg. o

Fonctions hyperboliques

Les fonctions hyperboliques sont de proches cousines des fonctions trigonométriques (la nature de
la relation entre ces fonctions se comprend plus naturellement en travaillant avec les nombres com-
plexes et ne sera pas discutée ici).

Définition 6.21. Les fonctions cosh : R — [1,400), sinh : R — R et tanh : R — (—1, 1) définies par

T —X T —X 1
e’ +e . e’ —e sinh z
cosh x := — sinh x = — tanh x =

cosh z

sont appelées, respectivement, cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique et tangente hyperbolique.
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cosh tanh x

FIGURE 6.8: Les fonctions cosh, sinh et tanh.

Exercice 6.4

Soient ,y € R. Etablir les propriétés suivantes :
a) cosh?z —sinh?z =1 b) cosh’ x = sinhx
¢) sinh’ x = coshz d) tanh’ z = cosh™2 z

e) cosh(z +y) = coshx coshy + sinhzsinhy  f) sinh(x 4 y) = sinhz coshy + cosh z sinhy

Les fonctions cosh : Ry — [1,400), sinh : R — R et tanh : R — (—1, 1) sont strictement crois-
santes et surjectives. Elles admettent donc les réciproques suivantes.

Définition 6.22. Les fonctions arcosh : [1,400) — R, arsinh : R — R et artanh : (—1,1) - R
définies par

arcosh := cosh ™!, arsinh := sinh ™, artanh = tanh ™!
sont appelées, respectivement, argument cosinus hyperbolique, argument sinus hyperbolique et
argument tangente hyperbolique.

Etablir les identités suivantes (pour x dans le domaine de définition des fonctions) :

a) arcoshx = log(:n +Var?— 1) b) arsinhx = log (:L‘ +Va?+ 1)
¢) artanhz = £ log((1 +z)/(1 — 2)) d) arcosh’z = 1/va2 — 1
e) arsinh’z = 1/v22 +1 f) artanh’z = 1/(1 — z?)

Comportement asymptotique

Pour clore ce chapitre, analysons le comportement lorsque x — +o0o de certaines des fonctions
introduites dans cette section. Etant donné deux fonctions f et g, notons f > g si ¢ = 0z s 100(f)
(cette derniére notation a été introduite dans la Section 4.5.1).

Proposition 6.23. Pour tout a,b,p,q € R satisfaisanta >b > 0etp > q > 0,0na

%> e > e > 2P > 27> log z.

Démonstration. Tout d’abord,
bx q
. € . _ . X . _
lim — = lim e®®* =9 et lim — = lim 24P =0,
z——+o0 4% T——+00 z——+oo P T——+00
ce qui montre que e >> b et 2P > 29. Comme 2% = %198 > ¢29% pour tout = > 2%, on a également
I.CU >> eax.
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Montrons a présent que 29 > log x. Fixons € € (0, ¢). Alors,

1 1 [*1 1 1 1 1 Tl C
8T _ 2 [ Zqi= /-dt< / at < ——,
x z? J; t i€ J; t af i€ J; tlte xl—€

ou C = limgy o0 flm ﬂ% dt < oo (cf- Exemple 5.35). La conclusion suit, car limy_, o 279 = 0.
La derniére affirmation, e > 2P, suit de

p plogx
m_e " _ exp((plogx — b)x) < exp(—%x),
X

6b:z: ebaz

puisque (plogz)/x < b/2 pour tout x suffisamment grand. O

Exercices supplémentaires

Fonctions trigonométriques

1. Démontrer les identités suivantes.
a) cos(arcsinz) = 1 — 22 b) sin(arccosz) = /1 — 22
¢) tan(arcsinz) = x/v1 — 22 d) tan(arccosz) = /1 — 22 /x
e) sin(arctanz) = x/v/1 + 22 f) cos(arctanz) = 1/v/1 + 22

2. Déterminer les primitives des fonctions sin, cos et tan.

3. Calculer les primitives des fonctions suivantes (en supposant que a # 0) :
a) tan®z b) (a® + 22)~! o) (a2 — x2)_1/2

4. Déterminer, pour tout n € N*, les polyndmes de Taylor T5,,_1 sin(x; 0) et Tb, cos(z;0).

5. Calculer les limites suivantes, en utilisant la formule de Taylor-Young :

. sinz . l—cosz . 1 1
a) lim = b) lim o lim( - 5

6. Répondre aux questions suivantes a 1’aide de la Proposition 6.10 :
a) Exprimer sin(2z), cos(2z), sin(3z) et cos(3x) en fonction de sin x et cos .
b) Exprimer sin? z et cos? x en fonction de cos(2z). En déduire les primitives de sin? et cos?.
c) Montrer les identités suivantes (lorsque x + y, x, y sont dans le domaine de définition de tan et
uv < 1):
tanx 4+ tany

i) tan(e +y) = 1 —tanztany

.. u—+v
ii) arctanu + arctanv = arctan< )
1—wv
d) Déduire du point précédent que si x = 2 arctan y, alors
2y ‘ 1—9?
——F et cosx=-—.
1492 1+ y?
A l'aide de ce changement de variable, calculer les primitives de sec et csc.

sinxy =

7. Calculer la primitive de sec directement (écrire sec x = lf‘;isnﬁ —

produit de deux facteurs, puis la fraction comme une somme de deux fractions.)

écrire le dénominateur comme un
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8.

9.

10.

11.

12.

Soient m,n € Z.

a) Montrer les identités suivantes :
i) 2sin(ma) sin(nz) = cos((m — n)z) — cos((m + n)xz)
ii) 2sin(ma) cos(nz) = sin((m + n)x) + sin((m — n)z)
iii) 2 cos(ma) cos(naz) = cos((m + n)z) + cos((m — n)z)
b) Montrer les identités suivantes, essentielles dans la théorie des séries de Fourier :

0 sim#n

T sim=mn

i) /7r sin(ma) sin(nz) de = {
0 sim#n

T sim=n

ii) /7r cos(mx) cos(nx) dr = {

—Tr

iii) /7r sin(max) cos(nx)dx =0

—T

Considérer la fonction f : R — R, définie par f(x) := 2% sin(1/x) pour z # 0 et f(0) := 0. Vérifier
que cette fonction est dérivable sur R tout entier, mais que sa dérivée n’est pas continue en 0. Que
peut-on en déduire sur la relation entre les ensembles 2! (R) et €1 (R)?

Considérer la fonction g : R — R, définie par g(x) = z + 222 sin(1/z) pour x # 0 et g(0) := 0.
Montrer que g € 2'(R) et calculer sa dérivée. Vérifier que ¢’(0) = 1, mais qu’il est impossible
de trouver § > 0 tel que g soit monotone sur (—4,J). (Ceci démontre que pour établir la stricte
croissance d’une fonction au voisinage d’un point, il ne suffit en général pas de montrer que sa
dérivée en ce point est strictement positive.)

Le théoréme de Darboux (cf. Exercice 4.7, point 12.) affirme que si f € D(I), avec I C R un
intervalle fermé, alors f’ posséde la propriété des valeurs intermédiaires. Montrer que la fonction
g : R — R, définie par

o) = {sin(l/x) siz # 0,

1 siz =0,

posséde la propriété des valeurs intermédiaires, mais ne possede pas de primitive. (Indication : Mon-
trer que la fonction h définie de la méme facon, mais avec h(0) := 0 admet une primitive, puis que

la fonction g — h ne peut pas admettre de primitive.)

2 2
Calculer l'aire de lellipse d’équation —; + Y-
a

b2

6.3.2 Exponentielle, logarithme et puissances réelles

1.
2.

Résoudre, sur R* , I'équation VT = (vx)*.
En utilisant le point 14. de I'Exercice 5.6, déterminer les primitives des fonctions log, arcsin, arccos,
arctan, arcosh, arsinh et artanh.

3. Déterminer, pour tout n € N*, les polyndmes de Taylor T}, log(x; 1) et T}, exp(z; 0).

4. Calculer la limite suivante, en utilisant la formule de Taylor-Young :

ez—l—x—%xz

lim 3
z—0 x

. Dessiner le graphe de la fonction f : R} — R, x +— z7.
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N

10.
11.

12.

13.

Soit f € ¢°(R). Montrer que si f(z) = [ f, alors f = 0.

2

. 0 z? 2x
Trouver les fonctions f € €°(R;.) telles que [ f=1—e*".

. Soit f : R — R définie par f(z) := exp(—1/2?) siz # 0 et f(0) := 0.

a) Montrer que f € €°°(R*) et que, pour tout  # 0 et tout k € N*, f*) () = Py (z)z ke~ 1/
avec Pj; une fonction polynomiale de degré au plus 2k — 2.

b) Montrer que, pour tout k € N, lim,_,o f*) () = 0 et en conclure que f € €>°(R).
(Indication : utiliser le Corollaire 4.22.)

¢) Calculer le polynéme de Taylor T}, f(z;0) de f en 0 pour tout n € N. Que peut-on en conclure ?

. 2 2 .
Exprimer fj;o 22¢77" /2 dz en termes de fj;o e~*"/2 dz. Puis, pour 0 € R* , calculer

“+o00 22
2 R
/ re 202 dx

— 00

+00 22 '
/ e 202 dx
— 00

Cette derniére quantité est la variance de la loi normale .4 (0, o'2).

Soit n € N*. Exprimer [ (log )™ dz en fonction des primitives [ (logz)™ dz avec m < n.

Le but de cet exercice est de montrer que I'hypotheése de dérivabilité dans les Propositions 6.14 et 6.18
peut étre remplacée par de la continuité.

a) Montrer que si f € %O(Ri) est solution de I’équation fonctionnelle

Vz,y € RY, f(zy) = f(x) + f(y),

alors il existe ¢ € R tel que f(x) = clogx pour tout z € RY.
(Indication : introduire la fonction g := foexp et utiliser le résultat du point 10. de I'Exercice 3.7.)

b) Montrer que toute solution f € ¥°(R) de I’équation fonctionnelle

Vr,yeR,  flz+y) = f(z)f(y)

satisfait soit f(x) = 0 pour tout = € R, soit f(z) > 0 pour tout € R. Dans ce dernier cas,
montrer qu’il existe ¢ € R tel que f(z) = exp(cz) pour tout x € R.
(Indication : procéder de fagon analogue a ce qui a été fait au point précédent.)

Le but de cet exercice est de démontrer I’existence de la constante d’Euler—-Mascheroni

. 1 1 1
v = lim <1+7+7+-~~+——10gn).
n—00 2 3 n

Cette constante apparait de facon récurrente en analyse, en théorie des nombres et dans de nombreux
autres domaines des mathématiques. Ses premieres décimales sont v = 0,5772156649. On sait trés
peu de chose sur cette constante (pas méme si elle est irrationnelle!).

a) Montrer que, pour tout k € N*, 1/k > log((k+1)/k) > 1/(k +1).

b) Soit wj, :== 1/k — log((k + 1)/k). Montrer que la suite v, := uj + - -+ + uy est croissante et

bornée.

c) Conclure.

Soit n € N*. Une marche auto-évitante de longueur n sur Z? est une collection ordonnée (g, yo),
(T1,91)s - - (Tn, yn) telle que (i) z;,y; € Z pour tout ¢ € [0, n], (i) |xx — xp_1| + |y — yp_1| =1
pour tout k& € [1,n], (iii) (zo,yo) = (0,0), (iv) (zx,yx) # (x¢, ye) pour tout k # ¢. La Figure 6.9
donne un exemple pour n = 20. On note ¢, le nombre de marches auto-évitantes de longueur n.
a) Vérifier que la suite (log ¢,,) est sous-additive (cf. Exercice 2.6, point 21.).

1/

b) A l'aide du lemme de Fekete, montrer que p := lim, ., ¢y est bien définie. i est appelée
constante de connectivité de Z2.
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(0,0)

FIGURE 6.9: Une marche auto-évitante de longueur n = 20 sur Z>2.

¢) Montrer que p € [2, 3]. (La valeur exacte de p n’est pas connue; une valeur approchée est p1 =
2,63815853.)

6.3.3 Comportement asymptotique

1. Soit n € N*. Trouver les limites :

a) xlbrglo Toga) b) léil(r)la:(loga:) c) léﬁ)lw







7.1

7.1.1

Topologie de la droite réeelle

Dans ce chapitre, nous introduisons diverses notions fondamentales de topologie associées aux
parties de R.

Ensembles ouverts

Définition et exemples

Définition 7.1. Un sous-ensemble E C R est ouvert si, pour tout x € E, il existe ¢ > 0 tel que
(x—€e,xz+€) CE.

Ainsi, depuis tout point d’'un ensemble ouvert, il est possible de se déplacer sur une distance strictement
positive dans n’importe quelle direction tout en restant dans I’ensemble.

Exemple 7.2. Soit a < b deux réels. Vérifions que 'intervalle (a, b) est ouvert. Soit = € (a, b). En posant
e:=min{z —a,b—x},onaxr —e>aetx+e<betdonc(x—e€x+e€)C(a,b). o

Soient a < b dans R.
a) Vérifier que les intervalles (a, +00), (—00,b), (—00, +00) et & sont ouverts.

b) Vérifier que l'intervalle (a, b] n’est pas ouvert.

Proposition 7.3. Soit {E; |i € I} une famille d’ensembles ouverts indexés par un ensemble I. Alors,
1. Uies Ei est ouvert;

2. (Nies Ei est ouvert si I est un ensemble fini.

Démonstration. 1. Soit x € | J;; Ei. 1l existe donc i € I tel que € E;. E; étant ouvert, on peut
trouver € > 0 tel que (z — €,x 4+ ¢€) C E; C J;c; B

2. Soit € (;c; Es. x appartient donc a chacun des E;. E; étant ouvert, il existe ¢; > 0 tel que
(r —€j, v +¢€;) C E;.Enprenant € := min {¢; |4 € I} > 0,onabien (z —€,x4¢€) C(;c; Bi. O

La restriction a I fini lorsque 'on considére I'intersection est essentielle, comme le montre I'exemple

suivant.
Exemple 7.4. Soit E,, = (—%, %) pour n € N*. Ces ensembles sont ouverts, mais leur intersection
Mhen= En = {0} n’est pas un ensemble ouvert. o

125
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Voisinages

Définition 7.5. Un sous-ensemble V' C R est un voisinage du point oy € R s’il existe € > 0 tel que
(x0 — €,x0 + €) C V. On notera ¥ (xo) 'ensemble des voisinages de x.

Insistons sur le fait que I’on ne demande pas a un voisinage de xg d’étre lui-méme un intervalle ouvert,
mais seulement de contenir un tel intervalle contenant x.

Exemple 7.6. L’intervalle [0, 2] est un voisinage de 1, mais pas un voisinage de 2. o

Soit x € R. Démontrer les affirmations suivantes.

a) R e 7 (x). b) V # @ pour tout V€ ¥ (z).

¢) SiVe¥(x)etV C V' alors V' € ¥ (z). d) SiV,V' e ¥(x),alors VNV € ¥(x).

e) V € ¥(x) si et seulement si il existe un ouvert E telquez € E C V.

f) SiV € ¥ (x), alors il existe V' € ¥ (z) tel que V € ¥ (y) pour tout y € V.

g) Pour tout z,y € Ravec z # y, il existe V € ¥ (x) et V' € ¥ (y) tels que V N V' = & (on dit que
R est séparé).

La proposition suivante fournit une caractérisation alternative d’un ensemble ouvert en termes de
voisinages.

Proposition 7.7. EE C R est ouvert si et seulement si E' est un voisinage de chacun de ses points.

Démonstration. Cela suit immédiatement des définitions. O

La notion de voisinage permet de reformuler de facon naturelle de nombreuses propriétés topo-
logiques. Par exemple, la proposition suivante montre comment la convergence d’une suite peut étre
reformulée en ces termes.

Proposition 7.8. Une suite (u,,) € RY converge vers £ € R si et seulement si, pour tout voisinage V de
¢, il existe N € N tel que u, € V pour toutn > N.

Démonstration.

Soit V un voisinage de /. Par définition, il existe € > 0 tel que (¢ — ¢,¢ + €¢) C V. Comme u,, — ¢,
il existe N € N tel que |u,, — ¢| < € pour tout n > N. On a donc bien u,, € V pour tout n > N.

Soit € > 0. L’ensemble V' := (¢ — €, + €) est un voisinage de /. Soit N € N tel que u,, € V pour
tout n > N.On a donc |u, — ¢| < € pour tout n > N, ce qui montre que u,, tend vers /. O

Ensembles fermés

Définition 7.9. Un sous-ensemble E C R est fermé siR \ E est ouvert.

Exemple 7.10. Soit a < b dans R. L’intervalle [a, b] est fermé. En effet, 'ensemble R\ [a, b] = (—o0,a)U
(b, +00) est ouvert, car c’est 'union de deux ouverts (voir ’'Exercice 7.1 et la Proposition 7.3). o

Exemple 7.11. Les ensembles Q et R \ Q ne sont pas ouverts, car tout intervalle ouvert non vide contient
a la fois des points de Q et de R \ Q. Ces deux ensembles étant complémentaires I'un de l'autre, ils ne
sont pas fermés non plus. o
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Soient a < b dans R.

1. Vérifier que les intervalles [a, +00), (—00, b], (—00, +00) et & sont fermés.
2. Vérifier que l'intervalle (a, b] n’est pas fermé.

3. Les ensembles suivants sont-ils ouverts ? Sont-ils fermés ?

a) N b) {1|neN*} o {|neN}ufo}

La terminologie ouvert/fermé peut donner I'impression qu un ensemble est nécessairement de I'un
oul’autre type. Les Exercices 7.1 et 7.3 montrent que ce n’est pas le cas. D’une part, les sous-ensembles

A R et @ sont a la fois ouverts et fermés (ce sont en fait les seuls avec cette propriété, par I'Exercice 7.4).
D’autre part, les ensembles (a, b] (avec a < b), Q et R \ Q sont des exemples d’ensembles ni ouverts
ni fermés.

Proposition 7.12. Soit {E; |i € I} une famille d’ensembles fermés indexés par un ensemble I.
1. Nier Ei est fermé.

2. U,er Ei est fermé si I est un ensemble fini.

Notez bien que les conditions sur I sont interverties par rapport a celles de la Proposition 7.3.

Démonstration. Par les lois de De Morgan (Proposition 0.14),
C C
(U E) ~NE e (ﬂ E) - JE:
il i€l il il
La conclusion suit donc immédiatement de la définition d’ensemble fermé et de la Proposition 7.3. [

Exemple 7.13. Pour chaque n € N*, considérons 'ensemble fermé F, = [0, 1 - %] L’ensemble
Unen+ £n = [0, 1) n’est pas fermé. o
La proposition suivante fournit une caractérisation alternative des ensembles fermés en termes du

comportement des suites a valeurs dans FE.

Proposition 7.14. Un ensemble E C R est fermé si et seulement si toute suite convergente (u,,) € EN a
sa limite dans E.

Démonstration. On procéde par contraposition, c’est-a-dire que ’on va démontrer :
E nestpas fermé <  3(u,) € BN u, » (¢ E.

Si E n’est pas fermé, alors R\ E n’est pas ouvert : il existe z € R\ E'tel que (x —e,2+€)NE # &
pour tout € > 0. Pour chaque n € N, on peut donc trouver u,, € E tel que u,, € (x — n%_l, T+ n%_l)
La suite (uy,) est composée d’éléments de F mais converge vers z ¢ E.

Soit (uy,) € EN convergeant vers £ € R\ E. Pour tout e > 0, ({ —¢, {+¢)N E # @, puisqu’il contient
des points de la suite. Ceci montre que R \ F n’est pas ouvert et donc que F n’est pas fermé. O

1. Soient a < b deux réels. Montrer que [a, b] est fermé et que [a, b) ne I'est pas en utilisant la Propo-
sition 7.14.

2. Montrer que tout ensemble non vide, fermé et majoré £ C R posséde un maximum.

3. Soit £ C R a la fois ouvert et fermé. Montrer que £ = R ou F = @.
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Frontiere, adhérence, intérieur et extérieur

Intuitivement, les ensembles ouverts et fermés différent dans leur comportement « au bord » de
Pensemble. Dans cette section, nous expliquons comment rendre précise cette intuition. Commengons
par introduire la terminologie appropriée.

Intérieur et extérieur d'un ensemble
Définition 7.15. Soit £ C R.
> = € R est un point intérieur a I/ si E est un voisinage de x.

> L’ensemble de tous les points intérieurs a E est appelé U'intérieur de E et est noté E ou (E)"

> L'extérieur de E est défini par (R \ E)°.

a) Soit a < b dans R. Montrer que [ajb] = [a,ob) = (aj b = (ajb) = (a,b).
b) Montrer que N=Q = (R\ Q) = @

Soit E, F' C R. Démontrer les affirmations suivantes.

a) EC E. b) E = E.
o) SiECF, alorsECﬁ’ d (ENF)y=ENnF,
&) (User Bo)" 2 User B £) (Nier B2 € Nier B

La proposition suivante montre que I'intérieur d’'un ensemble £ est le plus grand ensemble ouvert
contenu dans .

Proposition 7.16. Soit E C R. Alors E est ouvert et tout ouvert F C E satisfait F' C E. En particulier,
E est ouvert si et seulement si E = E.

Démonstration. Montrons que E est ouvert. 1 n’y a rien a démontrer si E = @. Dans le cas contraire,
considérons z € E. Il existe donc € > 0 tel que ] = (x —€e,x+ 6) C E.Soity € Tete = mln{y —
(z—€),(z+¢)—y} >0 Comme (y—¢,y+¢)CICE,yeckE. Onenconclutque[ C EetEest
donc ouvert.

Considérons a présent un ensemble ouvert F' C E. Alors, pour tout z € F), il existe € > 0 tel que
(z—€,2+¢€) CF C E, ce qui montre que E' € ¥(x) et donc z € E. On conclut que F C E.

Finalement, si £ = E alors F est évidemment ouvert. Inversement, si E' est ouvert, alors E C E,
ce qui montre que F = E. O

Soit E C R. Montrer que E = Upeg Frou 0 :={F CR|F C E, F ouvert}.

Adhérence d’'un ensemble
Définition 7.17. Soit E C R.
> x est un point adhérent a E si tout voisinage de x contient un point de E.

> L’ensemble de tous les points adhérents a E est appelé 'adhérence de E et est noté E.



7.3. Frontiére, adhérence, intérieur et extérieur 129

1. Soit a < b dans R. Montrer que [a, b] = [a,b) = (a,b] = (a,b) = [a, b].
2. Montrer que N=Netque Q =R\ Q =R.

Soit £/, F' C R. Démontrer les affirmations suivantes.

a) ECE. b) E = E.
¢c) SiEC F,alors E C F. d EUF=EUF.
&) Uicr Ei O Uses i £) Nier Bi € Nier Bi

g R\E=R\E.

La proposition suivante montre que ’adhérence d’'un ensemble E est le plus petit ensemble fermé
contenant F.

Proposition 7.18. Soit E C R. Alors E est fermé et tout fermé F' O E satisfait F O E. En particulier,
E C R est fermé si et seulement si E = E.

Démonstration. Montrons que F est fermé. Il n’y a rien 4 démontrer si E = R. Dans le cas contraire,
soitz € R\ E. 1l existe donce > Otelque [ == (z —¢,7+€)NE = &. Pourtouty € I, I € ¥ (y) et
INE = @.Par conséquent, y ¢ E.Onadonc I C R\ E, ce qui montre que R \ E est ouvert.
Considérons un fermé F' O E. Alors, R \ F est ouvert et contenu dans R \ E'; R\ F' ne contient
donc aucun point adhérent a E et, par conséquent, est un sous-ensemble de R \ E.
Finalement, si E = F, alors F est évidemment fermé. Inversement, si E est fermé, alors £ D E, ce
qui montre que E = F. O

Exercice 7.10

Soit E C R. Montrer que E = (\pcy F,ouZ :={F CR|F D E, F fermé}.

La proposition suivante établit le lien entre les notions de valeur d’adhérence d’une suite et la notion
d’adhérence d’un ensemble.

Lemme 7.19. Soit (u,) € RY une suite. Alors a est une valeur d’adhérence de (uy,) si et seulement si

Démonstration. Soit a une valeur d’adhérence de (u,,). Fixons N € N. Alors, pour tout € > 0,
(a—e€,a+€)N{ug |k > N} # &, ce qui montre que a € {uy, | k > N}. N étant arbitraire, la conclusion
suit.

[ Soit a € Nyso {ur |k > N}. Soit N € Nete > 0. Alors, (a — €,a+¢) N {ug |k > N} # &.On
peut donc trouver k > N tel que |ur — a| < €, ce qui montre que a est une valeur d’adhérence de la
suite. O

Finalement, montrons qu’il est possible de caractériser I'adhérence d’un ensemble £ C R en termes
des suites a valeurs dans E.

Proposition 7.20. Soit E C R. Alors x € E si et seulement si il existe une suite (u,,) € E™ convergeant
vers x.
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Démonstration. Soit x € E. Alors, pour tout n € N*, (z — %, T+ %) N E # & et on peut donc
trouver u,, € E tel que |u, — x| < +.La suite (u,) converge donc vers z.

Soit (uy,) € EN convergeant vers z. Par la Proposition 7.8, tout voisinage de = contient des points
de la suite. Ces derniers appartenant a F, on conclut que x € E. O

Frontiere d'un ensemble

Définition 7.21. Soit E C R. La frontiére de E est I'ensemble OF = E \ E.

La frontiére de E correspond a I'idée intuitive de « bord de F », dans le sens que tout voisinage d’'un
point de la frontiére contient a la fois au moins un point de F et un point hors de F.

Exemple 7.22. En combinant les résultats vus précédemment, on obtient

Jla,b] = da,b) = I(a,b] = 9(a,b) = [a,b] \ (a,b) = {a,b},

ON=N\g =N, 0Q=0R\Q)=R\@=R. o
Soit £ C R.
1. Démontrer les affirmations suivantes.
a) 0E=ENR\E b)) E=FEUJE ¢) E=E\JE d) 9E = 9(R\ E)

2. Déduire les affirmations suivantes du point précédent.
a) OF est un ensemble fermé.
b) E est fermé si et seulement si F contient sa frontiere.

c) FE est ouvert si et seulement si F est disjoint de sa frontiére.

Ouverts et fermés relatifs

Les définitions d’ouvert et de fermé s’étendent de maniére naturelle aux parties d’'un ensemble

F CR

Définition 7.23. Soit ' C R. Une partie E C F est un ouvert de F' si, pour tout v € E, il existee > 0
tel que (x — e,z +¢)NF C E. E est un ferméde F si F'\ E est un ouvert de F'.

Exemple 7.24. Considérons F := [0,1) et By == (0,1), E> == [0,1), E3 := [0,1), B4 == [0, 3] et

By = [%, 1). Les ensembles Ey, Es et E3 sont ouverts dans F' et les ensembles Fs, F4 et E5 sont
fermés dans F'. o

Proposition 7.25. Soit F' C R. Alors, E C F est un ouvert (resp. fermé) de F' si et seulement si il existe
A C R ouvert (resp. fermé) dansR tel que E = AN F.

Démonstration. On discute le cas de E ouvert. Le cas de E fermé s’en déduit par passage au complé-
mentaire.

[=]Soit E C F un ouvert de F. Pour chaque = € E, il existe €, > 0 tel que (x — €z, 2+ €;) N F C E.
Alors, 'ensemble A = |J, (2 — €z, + €;) est un ouvert de R (c’est une union d’ouverts) et ' C
ANF = cp(® — €, 2+ €,) N F C E, ce qui montre que £ = AN F.

Soit A C R un ouvert de R. Alors, pour tout x € AN F, il existe € > 0 tel que (z — €,z +¢€) C A.
On a donc également (z — ¢,z +¢) N F C AN F, ce qui montre que AN F estun ouvertde F. [
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Comme application de ces notions, nous allons établir une caractérisation de la continuité en termes
d’ouverts (relatifs). Cette derniére permet d’étendre la notion de continuité a des contextes beaucoup
plus généraux, comme cela sera expliqué dans le cours de topologie générale.

Proposition 7.26. Soit ' C Ret f : F' — R. Alors, f est continue si et seulement si, pour tout ouvert
E CR, f~Y(E) est un ouvertde F.

Démonstration. Supposons f : F' — R continue. Soit £ C R un ouvert, 7o € f~!(E) et yg :=
f(zo) € E.D’une part, E étant ouvert, il existe € > 0 tel que (yo — €,y0 + €) C E. D’autre part, f
étant continue, il existe & > 0 tel que | f(z) — yo| < € pour tout = € F tel que |z — x| < J. Posons
I = Fn(zg— 0,20+ 9). Alors, f(I) C E, c’est-a-dire I C f~(E). 1l suit que f~!(E) est un ouvert
de F.

Soit g € F ety := f(xo). Fixons € > 0. L’intervalle .J := (yo — €, yo + €) est ouvert dans R. Par
conséquent, f~!(J) C F est un ouvert de F contenant zg. Il existe donc § > 0 tel que (¢ — 6, zg +
§)NF C f~1(J). En particulier, pour tout 2 € F tel que |z — x| < d,ona |f(z) — f(z0)| < €, ce qui
montre que f est continue. 0

Ensembles compacts

Une catégorie de sous-ensembles jouant un réle particulierement important en analyse est celle des
ensembles compacts. Dans R (et, plus généralement, dans les espaces métriques), ces derniers peuvent
étre caractérisés en termes de suites.

Définition 7.27. E C R est (séquentiellement) compact si toute suite (u,) € EN posséde une sous-
suite convergeant vers un point de E.

Un intervalle fermé et borné [a, b] est donc compact, par le Théoréme de Bolzano-Weierstrass. Comme
on a pu le voir dans les chapitres précédents, il a souvent été utile de travailler sur de tels intervalles, car
cela garantissait 'existence des extrema d’une fonction continue, sa continuité uniforme, etc. Ceci ex-
plique I'importance des ensembles compacts, car ce sont précisément ceux pour lesquels ces arguments
restent valables. Le résultat suivant fournit une caractérisation explicite des compacts de R.

Proposition 7.28. E C R est compact si et seulement si E est fermé et borné.

Démonstration. Supposons E C R compact. Soit (u,,) € EN une suite convergeant vers z € R.
Alors, toutes ses sous-suites convergent également vers z. £ étant compact, on en conclut que x € E
et donc que F est fermé (Proposition 7.14).

Supposons, par I’absurde, que E n’est pas borné. Dans ce cas, il existe une suite (u,,) € E" telle que
limy,—, 4 0|t | = +00. Or, dans ce cas, aucune des sous-suites de (u,,) n’est bornée et, par conséquent,
aucune n’est convergente (par la Proposition 2.8). Ceci contredit ’hypothése que E est compact.
Supposons que F C R soit fermé et borné. Soit (u,,) € EY. Alors, (uy,) est bornée et, par le Théo-
réme de Bolzano-Weierstrass, admet donc une sous-suite convergente. Notons ¢ sa limite. F/ étant
fermé, la Proposition 7.14 implique que ¢ € E. On en conclut que E est compact. O

Lensemble de Cantor

Dans cette derniere section, on introduit un sous-ensemble remarquable de R introduit par Georg
Cantor en 1884 et on étudie certaines de ses propriétés élémentaires.
L’ensemble de Cantor est construit de facon itérative (cf. Figure 7.1) :

> on commence avec 'ensemble Cy := [0, 1];

> on retire de Cy intervalle (3,2) : Cy == Cp \ (3, 2) = [0, 3] U [3,1];
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> on retire de (] les intervalles ouverts de longueur L centrés sur chacun des intervalles de C :

9
CQ = [07 %] U [%7 %] U [%7 %] U [%7 1},
> on répéte cette opération une infinité de fois.

L’ensemble de Cantor est 'ensemble C, = mn;O C), obtenu a la fin de cette procédure.

0 1
L |
C’0 C ]
Y] 1 2 3
3 3 3 3
C1 F . E .
0 1 2 3 6 7 8 9
9 9 9 9 9 9 9 9
L | L | C | C |
Co C | C | C | C 1
0 1 2 3 6 7 8 9 18 19 20 21 24 25 26 27
27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27
G HBH +H B8 (&

FIGURE 7.1: Les premieéres étapes de la construction de ’ensemble de Cantor.

Clairement, C,, est composé de 2" intervalles fermés disjoints, chacun de longueur 37". Ainsi, la
longueur totale des intervalles de C), est égale a (%)” ce qui tend évidemment vers 0 lorsque n tend
vers +00.

L’observation précédente pourrait conduire a penser qu’il ne reste plus grand chose dans C,. Un
instant de réflexion montre que les extrémités de chacun des intervalles apparaissant a n’importe quelle
étape de la construction ne sont jamais retirées. Il reste donc une infinité de points. C', contient en
réalité beaucoup plus de points que ce que cet argument ne laisse a penser. Nous reviendrons sur ce point
dans la Section 7.6.2. Analysons tout d’abord quelques-unes des remarquables propriétés topologiques

de C.

Propriétés topologiques

Introduisons un peu de terminologie supplémentaire :
> Une partie £ C R est nulle part dense si 'intérieur de son adhérence est vide.

> Un point z € E C R est un point isolé de E s’il existe un voisinage V € ¥ (z) telque VN E =
{z}.
> Un ensemble £ C R est dit parfait si E est fermé et ne contient aucun point isolé.

Exemple 7.29. {1 ‘ n € N*} U {0} est nulle part dense et tous ses points sauf 0 sont isolés. [0, 1] est
parfait. o

Proposition 7.30. Cy, est un ensemble compact, nulle part dense et parfait.

Démonstration. D’une part, il suit de la Proposition 7.12 que chaque ensemble C), est fermé (étant une
union finie d’intervalles fermés). La méme proposition implique donc que C, est également fermé
(c’est une intersection d’ensembles fermés)

D’autre part, C», étant borné (c’est un sous-ensemble de [0, 1]), sa compacité est une conséquence
de la Proposition 7.28.

De plus, Cy, ne contient aucun intervalle ouvert non vide (la longueur totale des intervalles de C;,
tendant vers 0 avec n) et est donc d’intérieur vide. Le fait que C», est nulle-part dense suit du fait que
Cs = Co (c’est un ensemble fermé).

Il reste a vérifier que C ne contient aucun point isolé. Soit x € C et fixons € > 0. Soit n € N
tel que 37" < ¢. Considérons la n®™® approximation C,, de Cw.. C), est composé de 2" intervalles de
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longueur 37". Soit I = [a, b] le seul de ces intervalles qui contienne z. Evidemment, I C (z — €, x + ¢).
Par conséquent, ses extrémités a et b appartiennent a Co, N (x — €,  + €) et au moins I'un de ces deux
points est distinct de z. € étant arbitraire, il suit que x n’est pas un point isolé. O

« Taille » de 'ensemble de Cantor

Les résultats précédents tendaient plutot a dire que C est un sous-ensemble de [0, 1] de « petite
taille » : sa « longueur » (plus précisément la limite de la longueur totale des intervalles de C),) est égale
a 0 et C est nulle part dense.

Pour conclure cette section, nous allons montrer, de facon quelque peu informelle, un résultat indi-
quant que C, est un sous-ensemble de [0, 1] de « grande taille » : il existe une surjection de C», dans
[0, 1], ce qui montre que C, « contient autant de points que [0, 1] » ! En particulier, Cs, contient bien
plus que les extrémités des intervalles apparaissant dans sa construction (les points obtenus de cette
facon sont clairement tous rationnels). !

La facon la plus simple de voir cela consiste a représenter les points de [0, 1] en base 3. En procédant
de facon similaire a ce qui est fait dans 'Exemple 2.22, on peut représenter tout nombre x € [0, 1] sous
la forme 0,x1x2x3 . . . avec (xi) € {0,1,2}". Plus précisément,

o0

xr = Zxk?’_k-

k=1

Observez a présent que
[0,1/3] = {0,x1x2x3 ... |x1 =0} et [2/3,1] = {0,x1x2X3 ... |x1 = 2} .

En effet, on a, par exemple, Y 7° , xp3 k<2 PRy 3k = 1/3. Ainsi, C contient tous les nombres de
[0, 1] dont le développement en base 3 commence par 0,0... ou 0,2.... De méme, a I'étape suivante,
'intervalle [0, 1/3] se trouve décomposé en comme [0,1/9] U (1/9,2/9) U [2/9,1/3], et 'intervalle du
milieu est retiré. Observez que

[0,1/9] = {0,x1x2X3 ... |x1 = 0,x2 = 0} et [2/9,1/3] = {0,x1xaX3 ... |x1 = 0,x2 = 2}.
De la méme facon, [2/3,1] = [2/3,7/9] U (7/9,8/9) U [8/9, 1] et
[2/3,7/9] = {0,x1x2X3 . .. | x1 = 2,x2 = 0} et [8/9,1] = {0,x1X2X3 ... |x1 = 2,x2 = 2}.
En poursuivant ainsi, on conclut que
Coo = {0,X1X2X3 . } xi € {0,2} pour tout k > 1}.

On peut a présent facilement construire une surjection f : Coo — [0, 1] par

o oo
Y 3 Y Tk,
k=1 k=1 2

En d’autres termes, f envoie un élément de I’ensemble de Cantor dont le développement en base 3 est
0,X1X2X3 . . . sur un élément de [0, 1] dont le développement en base 2 est 0,y1y2ys . . . avec

L 0 ika:O,
VBTN e, =2

1. On ne l'a pas discuté dans ce cours, mais la taille de 'ensemble Q est beaucoup plus petite que celle de I'ensemble R.
Plus précisément, Q est dénombrable, ce qui signifie qu’il existe une fonction bijective de Q vers N (en d’autres mots, on
peut numéroter les éléments de QQ), alors que I'ensemble R ne l’est pas.
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7.7 Exercices supplémentaires

Exercice 7.12

1. Soit Cy, 'ensemble de Cantor.

a) Montrer que % € Cx et, en utilisant le fait que 3,14 < 7 < 3,15, montrer que 7 ¢ Cw. (Indica-
tion : montrer que 1/4 = 0,02020202 . . . en base 3.)

b) Donner un exemple de nombre appartenant 3 Coo N (R \ Q).

c) Montrer que, Cw, est totalement discontinu : pour tout z,y € C satisfaisant x < y, il existe
2 ¢ Cxtelquer < z <y.




A1

Calcul de primitives

Cet appendice ne sera pas couvert en cours. Il est présent pour vous aider lors de la résolution de
certains exercices vous demandant de trouver les primitives d’une fonction. Il vous est donc fortement
conseillé de lire son contenu si vous avez des difficultés avec ce type de calculs.

Le but de ce cours n’est pas de faire de vous des experts du calcul de primitives. C’est en effet
une compétence de moins en moins utile, les outils informatiques automatisant cela étant aujourd’hui
extrémement performants. Néanmoins, il est attendu de vous que vous soyez capables de le faire a la
main dans des cas relativement simples (comme ceux donnés dans les exercices). Pour cette raison,
nous nous contenterons de ne présenter ici quune poignée des trés nombreuses méthodes existantes.
L’étudiant désirant toutefois développer sa virtuosité dans ce type de calculs pourra aisément trouver
de nombreuses ressources sur internet ou a la bibliothéque.

Insistons finalement sur une différence importante entre le calcul de dérivées et celui de primi-
tives : en partant d’'une fonction (dérivable) exprimée en termes de fonctions usuelles en utilisant les
opérations arithmétiques et la composition de fonctions, on peut toujours exprimer sa dérivée dans les
mémes termes. Ce n’est en général pas le cas pour les primitives! Par exemple, on peut démontrer que les
primitives de la fonction x e de R dans R% ne peuvent pas s’exprimer en termes des fonctions
usuelles: il est donc vain de chercher a les déterminer !.

Primitives de quelques fonctions usuelles

La liste suivante contient les primitives de diverses fonctions souvent rencontrées. Elle ne doit
évidemment pas étre employée si on vous demande de déterminer ces primitives, mais peut se révéler
utile lorsque vous cherchez a ramener le calcul de la primitive d’une fonction plus compliquée a une
primitive déja connue (par exemple, via un changement de variable ou une intégration par parties).

Remarque A.1. > Les primitives indiquées peuvent étre utilisées sur tout intervalle de R sur lequel
Pintégrande est bien défini.

> On n’indique a chaque fois qu’une des primitives, sans indiquer explicitement la constante additive.

> On peut vérifier la validité de ces primitives en calculant leur dérivée. o

1. Les personnes utilisant réguliérement les primitives de cette fonction, en théorie des probabilités ou en statistiques

par exemple, peuvent évidemment lui donner un nom et I’ajouter a leur collection de fonctions « usuelles ». La fonction

d’erreur est ainsi définie par erf(x) := % N et dt.

135
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Logarithme, exponentielle, puissances

1
/x_l dz = log|z|, /x“ dx = (@ e R\ {-1}),
a

/logxdx:xlogx—x, /e‘”dx:ex.
Fonctions trigonométriques et leurs réciproques

/sinxdx = —cosx, /arcsinxdx = garcsinz + /1 — 22,
/cos:z:dx =sinx, /arccosa:dx = zarccosT — /1 — 22,

/tanxdw = —logcosz, /arctanxdx = rarctanz — log\/1 + z2.

Fonctions hyperboliques et leurs réciproques
/sinh:cdx = cosh z, /arsinhxdx = garsinhz — /1 + 22,
/cosh:nda: = sinh z, /arcosh:ﬁdx = zarcoshz — V22 — 1,

/tanhx dx = log cosh z, /artanh:c dz = zartanhx + log /1 — z2.

Fonctions rationnelles et irrationnelles

1 1 1 1
/ dz = arctan z, /dx = flog‘i
1+ 22 1— a2 2 x—1

dxr = arcsinz, / V1—2z?dz = = (arcsinz + zv/1 — 22),
dx = arsinh z, / V1+a?2de = - (arsinhz + zv/1 + 22).

[ 7=
1
/\/1%—7962

N = N

A.2 Quelques remarques sur l'intégration par changement de variable

Avant de se lancer dans une recherche d’un changement de variable judicieux ou d’une intégration
par parties, il est conseillé de passer quelques instants a vérifier que 'intégrande ne peut pas étre mis
sous la forme de la dérivée d’une fonction, auquel cas trouver une primitive est immédiat. Par exemple,
dans le cas d’un intégrande du type fT, = (log|f])’ :

)
sin“ x cos & 1 / 1
———dax = - log|1 + sin® z|) dz = = log|1 + sin® z|.
/1—|—sin3:c 3/( g‘ D 3 gl |

D’autres exemples sont des intégrandes du type % = (VI), flef = (e, fcos(f) = (sin(f)),

!
F'g+ fg = (fa), FAT = (Ly, ete

Plus généralement, les cas les plus simples pour une intégration par changement de variable ont
lieu lorsque I’on réalise que I'intégrande est de la forme f(g(x)) ¢’(x), ot la primitive de f est connue.
L’intégrande ne prend cependant pas toujours une forme aussi simple. Nous donnons a présent quelques

techniques pouvant se révéler utiles dans de telles situations.
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Un premier exemple est le calcul de [ H% dz. Cet intégrande n’a pas la forme désirée : il manque
un e* au numérateur. Une solution est d’additionner 0 a 'intégrande de facon judicieuse :

1 1+e*—e* er
/1+€zdx:/1—|—ewdx:/(l_1—|—ex)dx:x_10g(1+ex)'

Comme deuxiéme exemple, considérons le calcul de primitive de 1/ cosh x : cette fois, on multiplie par
1 de facon judicieuse,

1 1 1 z z
/ dsz/dx:2/~edx:2/edx.
cosh x et 4 e T et 4 e T et e2r +1

A ce stade, la substitution u := €%, du = e%dz permet de conclure :

x
1
2 / - dz= 2/ du = 2arctan u = 2 arctan(e®).
e +1 u?+1

Quelques remarques sur l'intégration par parties

Si vous ne parvenez pas a trouver un changement de variable adéquat, vous pouvez essayer une
intégration par parties. Une telle approche n’est possible que sil'intégrande prend la forme d’un produit
de deux fonctions dont au moins une posséde une primitive connue.

Souvent, la difficulté principale avec cette technique est de choisir convenablement la fonction a
intégrer et celle a dériver. Une indication que vous avez fait un mauvais choix est lorsque la fonction
obtenue apres intégration par parties est pire que celle de départ! Vous pouvez souvent le déterminer
de téte (avec un peu de pratique). Par exemple si on vous demande de déterminer | ze”, intégrer x
et dériver e” n’est pas une bonne idée, puisque vous allez vous retrouver a devoir déterminer [ z%e?,
ce qui n’a pas amélioré la situation... Par contre, le choix inverse (dériver = et intégrer e*) conduit au

résultat désiré sans effort :
/xemdx = ze® — /exdx = ze® — e”.

Notons que pour calculer | f via une intégration par parties, il peut étre occasionnellement utile
d’appliquer cette technique au produit f - 1. Un exemple classique est le calcul de [ logz dz :

1
/10gxdx:/1-log:pdx:xlogx/xdx:xlogmx.
x

Dans certaines circonstances, il peut étre nécessaire d’enchainer plusieurs applications de 'inté-
gration par parties. C’est le cas, par exemple, si vous cherchez & calculer [ P(x)f(z)dx ou P est une
fonction polynomiale et f une fonction telle que sin x, cos z ou €*. En effet, chaque application réduit le
degré du polyndme et ne rend pas la partie impliquant la fonction f plus compliquée. On a, par exemple,

/xzsinxdx——xQCosx—i—Q/xcosxdx— —x2cosx+2xsinx—2/sinxdx

= —z?cosz + 2xsinz + 2 cos z.

Notons également que cette technique peut également étre utile lorsqu’elle « tourne en rond ». Par
exemple, deux applications de l'intégration par parties conduisent a

/ezsinxdx:e:”sinzz:—/ezcosxda::e’”sinx—e”cosx—/emsinxdaz,
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d’ou I'on conclut que
: - 1
/ex sinzxdx = iez sinx — iem COoS T.

Finalement, elle permet parfois d’obtenir des formules de réduction. Soit I,, = [ f,, une intégrale
indéfinie dépendant d’un parametre n € N. Une formule de réduction permet d’exprimer [,, en termes
des I}, avec k < n. Considérons, par exemple, I, == f sin™ z dz. On a alors, en utilisant une intégration
par parties et I'identité cos? x = 1 — sin? z,

I, = —sin" lzcosx + (n—1) /Simn_2 zcos’ zdx

= —sin" tzcosz + (n — 1)/sin”zxdx—(n—l)/sin”:cda:

= —sin" tzcosz+ (n—1)—2 — (n— 1)1,

d’ou on déduit que I,, = —% sin" ! xcosz + —In 2 Comme Iy = = et I} = —cosz, on peut
déterminer les I,, itérativement : Iy = % sinx cos x + 2£U I3 = —% sin? z cos x — g cos z, etc.

Intégration de fonctions rationnelles

Une classe importante d’intégrandes dont les primitives peuvent étre systématiquement détermi-
nées est celle des fonctions rationnelles. Dans cette section, nous décrivons une procédure permettant de
le faire. Celle-ci repose sur la décomposition d’une fonction rationnelle en somme de fractions simples.

Décomposition en fractions simples

Soit donc R := P/(Q une fonction rationnelle. Par division euclidienne de P par (), on peut écrire
R sous la forme

Py

Q2

ou P, Py et (Q2 sont des fonctions polynomiales telles que P et (J2 n’aient aucun facteur commun
et que le degré de ()2 soit au moins égal au degré de P». On peut également supposer, sans perte de
généralité, que le coefficient du monéme de plus haut degré de ()2 est égal a 1.

R=P +

Exemple A.2. Considérons le cas ot P(x) := 2 +22* + 23 + 22 + 2z + 1l et Q(z) = 2* + 223 + 22 —
2z — 2. On a alors

3z +1
OnadoncP1:::U,Pg::3x+1etQ2:zx3—|—x2—2. o

Les primitives de la fonction polynomiale P ne posant aucune difficulté, on peut se concentrer sur
celles de la fonction rationnelle Ry = P/Qo.

L’étape suivante consiste a décomposer ()2 en produit de polynémes irréductibles. Notons aq, . . . , a,
les racines réelles (distinctes) de ()2. Par le théoréme fondamental de I’algébre (qui sera démontré dans
le cours d’algebre et/ou celui d’analyse complexe),

N

&

i
—-

m
(z —ag)" - H(x2 +2bj +¢;)Y,
j=1

ou ky,...,kyetfq,..., 1, sont des entiers positifs et les facteurs x2 + 2b; + c; sont les facteurs ir-
réductibles (tous distincts) de ()5 (on a donc b? < ¢; pour tout j € [1,m]). On peut alors montrer

que
ki

m
D I) P

Y
i=1r= 1 j=1 rzl( J -)7”

(A1)

H
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pour certains coefficients «; ., 5; s et vj s

Exemple A.3. Retournons a I’exemple. Dans ce cas,
Qo(x) = (z — 1)(2® + 22 + 2).
Il existe donc des coefficients «, [3 et 7y tels que

3z+1 o« Br+vy  (a+pB)z*+ (2a—B+7y)z+ (2a —7)

R = = =
2() (x—1)(22+224+2) z—-1 a2+4+22x+2 (x —1)(2? + 22+ 2)

Il reste a déterminer les coefficients «, /3 et y. D’ une part

3x+1 4
= lim(z — 1 =lim-—— =

D’autre part, on doit avoir « + 5 = 0,2a — f+ 7 = 3 et 2a — v = 1, dou l'on tire § = —4/5 et
~ = 3/5. On a donc finalement
4 —4x + 3

Ra@) = s o T 5 vzt ¢

A ce stade, on a réduit le probléme a la détermination des primitives des termes apparaissant dans
le membre de droite de (A.1).

Intégration des fractions simples

On a déja vu les primitives des termes du premier type dans (A.1) :

! aloglz — x| sir =1,
( _ )7’ dz = ol —(r—1) ir>9
T — T % (2 — x0) sir > 2.
Il reste donc a déterminer les primitives des termes du second type dans (A.1) :

Bx++
(2 4+ 2b+ )"’

avec b2 < c. Ecrivons tout d’abord le dénominateur sous la forme
(2 +2b+¢)" = ((z+b)*+c—b),
puis effectuons le changement de variable ¢ := (z + b)/vc — b? :

B+ B+ 2 BVe—b*t— b+
————dx = dz = (c —b%) dt.
(22 +2b+ )" (402 +c—02)r (t2+1)r

On est donc ramené a la recherche de primitives du type [(At + B)/(t?> + 1)" dt. Pour ce faire, on
sépare I'intégrande en deux :

/Mdt:fi/%dtﬁ/ldt.
2+ 1) 2) (2+1) (2 +1)

Le premier terme du membre de droite se traite facilement puisqu’il est de la forme [ f’/f". Occupons-
nous donc du second terme I,.(t) == [ @y +1) dt. Le plus simple est probablement de procéder par
réduction. Observons tout d’ abord que le cas r = 1 est facile :

1
Il(t) = / m dt = arctant.
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Supposons donc r € N, r > 2. En faisant une intégration par parties, on obtient

1 t t2 t
Ir = _— = -0 2 — 2 IT' _ 2 Ir .

On conclut donc que
t 2r—1

2r(t2 +1)r T

La(t) = I(t).

Exemple A.4. En retournant une derniére fois a I’exemple qui nous accompagne dans cette section, la
procédure ci-dessus fournit

1 —4x+3
/ /mdx+ /x—1d$+5/x2+2:p—|—2d$

2 7
?—i—flog]a;—l]—flog]x +2x+2]+7arctan(m+1) o

Changements de variable menant a des fonctions rationnelles

Finalement, mentionnons quelques changements de variables permettant de ramener le calcul de
diverses primitives au cas des fonctions rationnelles. Dans la suite, R(u1, ug, . .., uy) est une fonction
rationnelle en n variables uq, . .., uy,.

Supposons tout d’abord que 'on cherche a déterminer les primitives d’une fonction rationnelle
trigonométrique R(sin x, cos x, tan x, cot x). Le changement de variable z = 2 arctant, do = 1+%dt
et observation que (par le point 5 de ’Exercice 6.6)

2t 1—¢2 . 2t . 1—¢2
S E—— COSY —= —m—5 any = ——x cColxr =
14+ t2° 14+ t2° 1—¢2’ ot

sinz =
impliquent que

dt,

2t 1—1t2 2t 1—t2> 2

/R(sinx,cosx,tan:c,cota:)dx:/R<1+t2, T2 12 % e

ce qui réduit le probléme a celui de déterminer les primitives d’une fonction rationnelle en ¢.

Exemple A.5.
2t 1-¢2

/ Sinx C:OS.T dw _ / 1+t2 1+t2 2 dt / 4t — 4t2 dt
1+sinz 1+ 25 1+12 (1+¢2)2(1+41)

_/(2+2t+ 4 2)dt
SN2 142 (14+2)2 1+t

2t 2t
:m—log<1+m> :Sinx—log(l—f—sinx). &

Remarquons toutefois que si ce changement de variable automatise le calcul des primitives, il existe,
dans de nombreuses situations, des changements de variables menant a des calculs substantiellement
plus courts. Par exemple, dans 'exemple précédent, le changement de variable ¢ := sinz simplifie
notablement les calculs...

L’approche précédente s’étend a la recherche des primitives de diverses autres classes de fonctions.
Le tableau suivant résume les changements de variable pertinents pour certaines de ces classes :



A.4. Intégration de fonctions rationnelles

141

Intégrande

Substitution

R(e”, cosh z, sinh z, tanh z)
R(z, Va2 + b%22)
R(x,Va? — b2x?)
Riz, VT = a?)

x =logt
r = 7 sinht

_a g
x—bsmt
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Chapitres choisis

Cet appendice ne sera couvert en cours (en partie ou totalement) que si le temps le permet. Son but
est de présenter quelques jolis sujets d’analyse mettant en application les idées et techniques dévelop-
pées au cours du semestre.

La méthode de Newton

Dans cette section, nous présentons une méthode permettant d’approximer numériquement les
zéros d’une fonction. L’algorithme employé a été introduit par Isaac Newton en 1669, dans le cas par-
ticulier des zéros d’une fonction polynomiale (limitation naturelle étant donné que son approche est
antérieure a l'introduction de la notion de dérivée). Cette méthode a ensuite été étendue par divers
mathématiciens (en particulier, Raphson en 1690 et Simpson en 1740). De trés nombreuses et impor-
tantes extensions en ont depuis été faites; certaines seront vraisemblablement discutées dans le cours
d’analyse numérique.

Présentons a présent I’algorithme de facon informelle (voir aussi l'illustration sur la Figure B.1). La
preuve de sa validité, sous des hypothéses adéquates, sera donnée dans la Section B.1.2.

Soit donc a < b deux réels et f : (a,b) — R une fonction dérivable sur (a,b). On désire trouver
une approximation d’une solution de 1’équation f(z) = 0.

> On commence avec un point xg € (a, b) (idéalement, a proximité du zéro désiré).

> On approxime la fonction f par la tangente au graphe de f au point (zg, f(z¢)), & savoir la droite
d’équation y = f(zo) + f'(xo)(x — x0).

> On définit £1 comme le point d’intersection de cette droite avec I’axe des abscisses : x1 == x¢ —
f(@o)/ [ (o).

> On répéte cette construction, obtenant ainsi une suite (2, )neN-

Exemple B.1. On fixe a € R et on cherche a résoudre I'équation 22 = a. On a donc f(z) := 22 — a.

En partant du point zg € R, la méthode de Newton fournit la suite (z,),ecn donnée par

. fxy) B 33721—(1_ 1 a
TS P T G T T gy T2t )

On retrouve donc la suite donnée par la méthode de Héron, dont on avait montré la convergence vers
v/a, pour tout choix de z¢ > 0, dans I'Exemple 2.21. o
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FIGURE B.1: Les premiéres itérations de la méthode de Newton : étant donné x,,, le point x,,41 est le point d’in-
tersection de la tangente au graphe de f au point (z,,, f(z,)) avec 'axe des abscisses.

L’exemple précédent montre que, dans de bonnes conditions, la suite (x,,) converge vers un zéro
de la fonction f. Evidemment, de nombreuses choses peuvent mal se passer : la pente de la tangente
peut s’annuler, la suite (z,,) peut tendre vers I'infini ou osciller, etc. Nous donnerons plus bas des condi-
tions suffisantes pour garantir que cette suite converge bien vers un zéro de f. Avant cela, discutons
brievement de la notion de contractions.

Contractions

Définition B.2. Soita < b deux réels et € [0, 1). Une fonction f : [a, b] — [a, b] est une a.-contraction
si
Vo,y € la,b],  [f(x) = fY)] < el -yl

En d’autres termes, f est une a-contraction si f est a-Lipschitzienne pour un o < 1. En particulier :

> une contraction f est nécessairement uniformément continue (Exemple 3.40);

> si f est une contraction, il existe g € [a,b] tel que f(x¢) = z¢ (Théoréme du point fixe de
Brouwer, Corollaire 3.32);

> une condition suffisante pour que f soit une a-contraction est qu’elle soit continue sur [a, b],
dérivable sur (a, b) et telle que sup(, )| f'| < @ < 1 (Exercice 4.7, point 15.).

Ainsi, une contraction posséde toujours au moins un point fixe. Le lemme suivant montre qu’elle en
posséde un unique.

Lemme B.3. Soit f : [a,b] — [a,b] une a-contraction. Alors, il existe un unique xo € [a,b] tel que
f(zo) = xo. De plus, siug € [a,b] et uyy1 = f(un) pour toutn > 0, alors |u,, — xo| < a"|ug — o|. En
particulier, lim, oo Uy, = Zo.

Démonstration. On sait déja que f posséde un point fixe. Supposons que zg, yo € [a, b] soient tels que

f(zo) = xo et f(yo) = yo. Alors, |xg — yo| = | f(x0) — f(v0)| < a|zo — yo|. Comme o < 1, ceci n’est
possible que si x¢ = yg. Le point fixe est donc unique.

Soit ug € [a,b] et up+1 == f(uy,) pour tout n > 0. On va montrer que |u,, — x| < a™|ug — | par
récurrence. Evidemment, |ug — x| < a®|ug — xo|. De plus, si 'on suppose |u, — x| < a"|ug — g
alors

5

tuns1 — zo| = | fun) — flzo)| < olup — 20| < & ug — 20,

ce qui démontre le résultat. O
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Convergence de la méthode de Newton

Théoréme B.4. Soita < b deux réelset f : (a,b) — R une fonction de classe €. Supposons qu’il existe
Zx € (a,b) tel que f(xx) = 0 et f'(xx) # 0. Alors, si ug est choisi suffisamment proche de x., la suite
définie par

un+1 = un — fl('u )
n

converge Vers Tx.

Démonstration. Considérons la fonction g(z) := x — f(z)/f’(x), qui est bien définie dans un voisinage

de x4, car f'(z.) #0.0Ona

_ oy F@) (@)
9(@s) = @ et g(z)= TP
En particulier, ¢’ est une fonction continue. Puisque ¢'(z,) = 0, il existe donc § > 0 tel que |z — x| <
§ = |¢'(z)| < 4. Ainsi, pour tout @ € (2 — §, 2 + 0), il suit du théoréme des accroissements finis que

l9(2) — 2| = lg(@) — g(z:)| = 1g'(e)| - |2 — 2] < 39,

pour un nombre ¢, entre ., et x. Par conséquent, g : [x, — /2,2, +/2] = [x.— /2, 2.+ /2] est une
%-contraction. La conclusion suit donc du Lemme B.3 dés que ug est choisi dans [z, — §/2, 2, + 6/2].
O

La fonction de Takagi

Dans cette section, nous étudions les propriétés d’une fonction remarquable : la fonction de Takagi.
Egalement connue sous le nom de « courbe du blanc-manger » en référence a sa ressemblance avec un
entremet du méme nom, cette fonction a été introduite par Teiji Takagi en 1901. Il s’agit de la fonction
dont le graphe orne la page de titre de ce polycopié. Cette fonction est un exemple simple de fonction
partout continue qui n’est nulle part dérivable.

Construction de la fonction de Takagi

Introduisons la fonction D : R — R, x + min {|z — n| |n € Z}, mesurant la distance entre un réel
z et 'entier le plus proche. Introduisons également, pour tout z € Retn € N, v := >"_ 27%D(2*z).
La figure B.2 illustre les fonctions x — u;, obtenues pour les premieres valeurs de n (seule une période
est représentée).

La fonction de Takagi est la fonction M : R — R définie par

M(z) = lim u.

n—0o0

Comme cela a déja été mentionné, une illustration de la fonction M est donnée sur la page de titre de
ce polycopié (une seule période représentée).
Le lemme suivant montre que cette définition est valide.

Lemme B.5. Pour chaque x, la suite (u),cn converge. De plus, la convergence est uniforme en x : pour
tout € > 0, il existe N € N tel que, pour toutn > N,

Vz € R, |M(z) —uy| <e.
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FIGURE B.2: Les premiéres étapes de la construction de la fonction de Takagi. Haut :  — u? pourn =0, 1,2, 3.
Bas:x — 27" D(2"x) pour n = 0,1, 2, 3. Chacune des fonctions = — uZ est obtenue a partir de la précédente
en lui ajoutant la fonction x — 27" D(2"z).

Démonstration. L’observation principale est que 0 < D(z) < 3 pour tout z € R. La suite (u2),cn étant
manifestement croissante, la convergence suit du fait que, pour tout n € N, uf < % Z;O:O 27k =1,
L’uniformité suit immédiatement de

e 00
M@ = 3 RDet < 30 2k m .
Continuité uniforme

Proposition B.6. La fonction de Takagi est uniformément continue sur R.

Démonstration. Fixons € > 0. D’une part, par le Lemme B.5, on sait qu’il existe N € N tel que

€

Vn > N, Vx € R, |M(x)—ufl\<3

(B.1)

D’autre part, pour chaque n € N, la fonction z +— ;. est manifestement uniformément continue. Il
existe donc § > 0 tel que

Vz,y € R, |x—y|<5;»|uﬁ—u,z\<§. (B.2)
Fixons n > N. Il suit donc de (B.1) et (B.2) que, pour tout z,y € R tels que |z — y| < 0,
[M(z) = M(y)| < |M () = up| + Jug — uj] + [uf; — M(y)| <e. 0

Dérivabilité nulle part
Proposition B.7. La fonction de Takagi n’est dérivable en aucun point de R.
Démonstration. Soit zp € R. Pour n € N, on introduit a,, :==¢-2""etb, = ({+1)-27", oul € Zest

l'unique entier tel que a,, < xg < by,.
Remarquons que, pour tout k& > n, 2¥~" € N et donc D(2¥~"¢) = 0. On a donc

e’} e’} n—1
M(an) =Y 27D (2%a,) = Y 27D (25 ") = Y 27 D(2%a,).
k=0 k=0 k=0
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De la méme facon, M (b,,) = Z;é 27%D(2%b,,). Les valeurs prises en ces points sont donc fixées aprés

seulement n étapes de la construction. Nous allons a présent considérer la pente
M (bn) — M(an)

by, —an

Pn =

associée au segment de droite reliant les points (a,,, M (ay)) au point (b,, M (b,,)) dans le graphe de la
fonction = +— u® (ce qui correspond & la n°™¢ étape de la construction de M). On va étudier la facon
dont celle-ci varie lorsque n croit. (Voir la figure B.3 pour une illustration.)

Soit ¢,, == a, + 27" ! le point se situant au milieu de I'intervalle [a,,, b,]. Lors de la (n + 1)
étape, le segment joignant le point (ay,, M (ay,)) au point (b, M (by,)) est remplacé par deux segments
reliant, respectivement, le point (a,, M (a,)) au point (¢, M(cy,)) et le point (¢, M(cy,)) au point
(bn, M (by,)). Par construction,

eme

M(cy) = Mlan) ; MBn) | g=n-1, (B.3)

Il y a, a présent, deux cas a considérer, selon que zo < ¢, ou g = ¢p.

pente p, — 1

N e

pente p, +1 ——

>
2777,

FIGURE B.3: Le segment de droite reliant les points (a,,, M (ay,)) et (b,, M (b)) du graphe de la fonction z — u¥ a
une pente p,,. Les segments de droite reliant, respectivement, les points (a,,, M (a,)) et (¢n, M(c;,)) et les points
(cn, M(cp)) et (b, M(by,)) du graphe de la fonction = — u, | ont une pente égale, respectivement, a p,, + 1 et
ap, — 1.

Supposons tout d’abord que z¢ < ¢;,). Dans ce cas, ap+1 = ap, €t by = ¢,. Dong, par (B.3),

_ M(bpy1) — M(ant1)  M(cn) — M(an) _
Pn+1 = - =pn+ 1.
b1 — ant1 (bn - an)/2
Lorsque g = ¢p, 0n a apy1 = ¢y et b1 = by, ce qui implique que

M(bpt1) — M(ant1) _ M(bp) — M(cn)

Pnt1 = = =pn— L
" bn+1 — Gp41 (bn - an)/2 "
Ainsi, quel que soit zg, on a |p,+1 — pr| = 1. En particulier,
la suite (p,, )nen n'est pas convergente. (B.4)

Supposons, par I'absurde, que M soit dérivable en (. En posant \,, := (b, — z¢)/(bp, — an) € (0,1],
on peut écrire
M(b,) — M M — M(ap,

b, — 2o o — Gn

Pn = A

Ceci implique que
M (bn) — M (o)
bn — X0

M (o) — M(an)
o — Qp

[P — M (20)| < An — M'(x9)|.

— M’(xo)( F (1= M)

Or, comme on a supposé M dérivable en x(, le membre de droite tend vers 0 lorsque n tend vers +o0,
ce qui implique que la suite (p,,) converge vers M’'(z(), en contradiction avec (B.4). O
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Il n'existe pas de fonction continue uniquement sur les rationnels

Soit a < b deux réels. Etant donné une fonction F : (a,b) — R, notons
Cy = {x € (a,b)| f est continue en '} .

SoitT": (0,1) — R la fonction de Thomae introduite dans I’Exercice 3.4. Ce dernier consistait & montrer
que Cr = (0,1) N (R \ Q). Ceci conduit naturellement a la question de déterminer s’il est possible de
construire une fonction f : (0,1) — R telle que C'y = (0,1) N Q.

Il existe une approche générale permettant de traiter ce type de probléme (théoréme de Baire), mais
celle-ci va au-dela du cadre de ce cours. Il existe néanmoins une facon élémentaire de répondre a cette
question, découverte par Vito Volterra lorsqu’il était étudiant. C’est celle-ci que nous présentons dans
cette section. L’idée de Volterra est de démontrer tout d’abord un résultat plus général.

Théoréme B.8. Il n’existe pas de paire de fonctions f,g : (a,b) — R telles que C'y et C, soient denses
dans (a,b) et satisfassent Cy N Cy = .

Avant de démontrer ce théoréme, utilisons-le pour répondre (par la négative) a la question ci-dessus.
Corollaire B.9. Il n’existe pas de fonction f : (0,1) — R telle que Cy = (0,1) N Q.

Démonstration. S’il existait une telle fonction f, alors les fonctions f et 1" seraient telles que C'y et Cr
sont denses dans (0, 1) et C'y N Cr = @, ce qui contredirait le Théoréme B.8. O

Démonstration du Théoréme B.8. On procede par ’absurde. Supposons donc que f et g soient telles que
Cf et Cy soient denses dans (a, b) et satisfassent Cy N Cy = @.

Soit g € C et oy := 1. f étant continue en x, il existe § > 0 tel que (zg — d,z9 + 0) C (a,b) et
|f(z) — f(zo)] < 1/2 = 1/2 pour tout z € (zg — 6,z + 9).

Soit a1 < by tels que [a1,b1] C (zg — d, 29 + §). On a, pour tout =,y € [a, b1],

[f (@) = f()| < [f(2) = fzo)l + |f(z0) = f(Y)l <ar =1

Cy étant dense dans (a, b), il existe z1 € [a1, b1] N Cy. En procédant comme ci-dessus, on déduit I'exis-
tence de a} < b] tels que [a}, )] C (a1, b1) et, pour tout z,y € [a], V)], |g(x) — g(y)| < a1 = 1.
On a donc

Yo,y € [ah, by], 1f(@) = f)l <ar=1, Jg(x) —g(y)| <ar =1

On peut a présent répéter la procédure précédente en partant de I'intervalle (a}, b)) et avec g := %
On obtient ainsi a}, < b}, tels que [ah, by] C (af, b)) et

Va,y € [ag, by, |f(2) = fW)] <az=3, lg(x) —g)| <az=3.

n+1 3 ieme

On itére cette procédure en utilisant o, := 27 a la n'®™¢ étape. On obtient ainsi une suite dé-

croissante d’intervalles

(aab) ) [allabll] ) (allabll) > [a',vaIQ] > (a,27b/2) D [aé’nbg] > (ag’nbg) > [aﬁbbil] DR
tels que, pour tout n € N*,

Va,y € [a,, b)), |f(@) = fW)] <om=2"""" g(z) — g(y)| < ay =271,

Il suit du point 9. de 'Exercice 1.10 que 1,5 [ay,, by] # @. Soit x. € (0,5, [ay,, b},]. Alors, pour tout

n>1,onax, € (al,b),) et donc, pour tout y € [a),, b)],

@) = fle)l <27, g(y) —gla)] <27

Ceci montre que z, € Cy N Cy, ce qui contredit I'hypothése que Cy N C,; = @. U



Solutions des quiz

Vous trouverez ci-dessous les solutions aux quiz proposés dans les différents chapitres. Pour chaque
quiz, une liste de carrés blancs ou noirs est donnée : les carrés blancs correspondent aux affirmations
fausses, les carrés noirs aux affirmations correctes. L’ordre des carrés est le méme que dans les quiz
(dans le cas ou les propositions sont données sur plusieurs colonnes, les affirmations sont ordonnées

ligne par ligne).
Page Solution Page Solution Page Solution
18 HOON 19 OJNEN 20 OJOOROEE
21 OOEEOO 35 OJOEECON 36 HEO
39 OOOOmO 43 HEAERECOO 44 WOO
46 [OEOEED 47 OOOOMO 48 WO
58 OJOHEN 58  OOEO 60 HON
63 HHE 77 OOEEO
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