Correction des exercices du cours de Probabilités

Exercice n°1.3.1:

» On notera A L B pour A et B sont indépendants. On a toujours
P(A° N B°) = P(A°) + P(B°) — P(A° U B%) = P(A°) + P(B%) + [P(AN B) — 1]
Comme A L B équivaut & P(AN B) = P(A)P(B), on a
A L B <= P(A° N B%) = P(A%) + P(B°) + [P(A)P(B) — 1]
Or
P(A°) +P(BC) + [P(A)P(B) — 1] = 1 — P(A) + P(B°) + [P(A)P(B) — 1] = P(A)[P(B) — 1] + P(B°)

ie P(A%) +P(B%) + [P(AP(B) — 1] = P(B°)(1 — P(4)) = P(A°)P(B°)

Finalement
Al B+« P(A°N B°) =P(A°)P(B°) < A° L B¢

» De méme, on a toujours
P(A) = P(ANB)U (AN B) = P(AN B) + P(An B°)
alors
A1 B <= P(A) = P(AP(B) + P(AN B) <= P(AN B°) = P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B°)
d’ou

Al B+« Al B°

Exercice n°1.3.2:
» On désigne rouge par R, noir par N, pair par P et impair par I. Par hypothese
P(R)=-, PUI)==, P(RNP)=p

Alors

1—p=P(NUI)=P(N)+P(I)~P(NNI)  donc P(Nm[):p+%

N et I sont indépendants ssi P(N NI) = P(N)P(I) = 22 = & i.e pour p = -=.



Exercice n°1.3.3:

» On note X}, le résultat du k%™ tirage, naturellement les X; sont des variables indépendantes.
Pour i # j, on pose A;; = {X; = Xj}, on vérifie facilement que les A;; sont deux & deux
indépendants, par exemple, si i # j € [|1,n|] et k # 1 € [|1,n]] — {4,j} alors

6
]P)(AZ] mAkl): Z ]P’(Xi:Xj:mﬂXk:Xl:n)

Or P(X: = X,)P(Xy = X)) (Z P(X )2> (zﬁj P(X )2> <1>2 !
r i =X E= z k=N i =35z
2 6) ~ 36

Donc A;; et Aj; sont indépendants.
Cependant, les événements A;; ne sont pas indépendants comme le montre le calcul ci dessous:

6
1
]P)(Alg M A23 M A13) = P(Xl X3 = Z P —

3
# BAnP(An)P(4) = (§) = 515

Exercice n°1.3.4:

» Si A,B,C sont deux a deux indépendants, comme oo+ 3+~ =1— 6, si m := afv on doit avoir

P(A N B) =P(A)P(B) 7=(0b+7)(y+a) Po=m7
P(ANC)=PAPC) e B=B+7)(a+p) = 5=
PB NC)=PB)PC) a=(y+a)(at+p) Q5=

On a donc nécessairement « = 3 =~. Sia=0alors 6 =1, sinona==vy=0=1/4

» Pour que A,B,C ne soient pas indépendants, il faut et il suffit qu’une condition du type suivant
soit violée

P(A°4 N B°® N C°¢) = P(A“)P(B®B)P(C°®) ou MM = M ou M*¢
Danslecasa=pf=~v=0=1/40n a
P(An BnC)=PW0)=0+# P(APB)PC)

On conclut que si @« = = = § = 1/4 alors A,B,C sont deux a deux indépendants, mais
pas indépendants. En revanche, on vérifie facilement que lorsque « = 8 =y =0¢et § = 1, les
événements A,B,C sont deux a deux indépendants et sont aussi indépendants dans leur ensemble.



Exercice n°1.3.5:

» On désigne pile par 0 et face par 1, on appelle (P;,P;,...,P11) € {0,1}!! les prédictions du voyant.
Ce sont des nombres déterministes, fixés avant les tirages des pieces. Ensuite, on considere ’espace
des épeuves Q = {0,1}'!, muni de la tribu des parties et de la mesure uniforme, on désigne
par (X7,X9,..X11) les valeurs (pile, face)prises par les pieces. On construit alors les variables
Y; = |X; — Pi|. Lorsque Y; vaut 0 cela veut dire que la prédiction est bonne, lorsque Y; = 0 le
voyant s’est trompé... On voit facilement que

Maintenant on peut déterminé la probabilté que le voyant fasse exactement p erreurs :

Cp
P(p erreurs exactement) = 2T111
La probabilité pour le voyant se trompe au plus n fois
2 p—0 Chh

P(au plus n erreurs ) = 511



