Correction des exercices du cours de Probabilités

Exercice n°4.1.1:

» On considere une variable aléatoire X dont la loi est la loi uniforme sur un intervalle d’entier

de longueur [ i.e un intervalle de la forme [|a,a + 1 — 1|] := [a,a + | — 1] N Z. Alors I’espérance de
X est -1 -1 -1
a+l— - -
a+k 1 -1
]E(X): kg kX]P)(X:k):kio l :a-f-jkgok?:a"—T

Remarque 1 Sil est pair, alors la moyenne n’appartient pas [|a,a + 1 — 1]]

Le moment d’ordre 2 est

at+l—1 -1

E(X?) = > k:2><IP>(X:k):Z(a+k)2 :a2+a(l—1)+%2k2
k=a

—

k=0 ! k=0

Donc la variance est

E(X?) -E(X)% = lsz _ (l—_1)2 _ (I — 1)221_ H _41)2

Exercice n®4.1.2:

» Si ’on sait que la loi binomiale B(n,p) peut étre vue comme la somme de n variables aléatoires
indépendantes de loi de Bernoulli B(p), on obtient directement que si X ~ B(n,p):

E(X)=np, E(X?)-E(X)*=np(l-p)
» Sinon, on peut faire le calcul direct en sachant que k:C"rf = anij :
E(X) =Y 3ook CEpr(1—p)" ™ =30 n CyZ1pM (1= p)"F = n 3055, O M (1= p)n !
E(X) = np X325 Cr_ipH (1 —p)" 1 = mp
E(X?) = Y5 ok CRp" (L= p)"F =351k xn x CpZp pF(L—p)
E(X?) = nmp Y3 Zo(k = DCh_ypP (1= p)" b mp 32520 OF_yph (1 —p) !

Alors E(X?) —E(X)* = np(n(p — 1)) +np — (np)* = np(1 - p)

Exercice n°4.1.3:

» Voir le cours pour le début
» On a




Or lorsque N — +o0,

N (Np)!((N(1 —p))!

N T (Np=RINI—p) ==k "

Donc

P(X = k) — ChpF(1 —p)"*

Exercice n°4.1.4:

» Soit X une variable de loi G(p), alors P(X > n) = (1 — p)™ donc pour m,n € N*
PX>n+m|X>n)=P(X >n+met X >n)/P(X >n)

PX>n+mlX >n)=PX >n+m)/P(X >n)=(1-p)" =P(X >m)

Une variable géométrique vérifie donc la propriété de vieillissement.

» Soit maintenant une variable Y a valeurs dans N* qui vérifie la propriété de vieillissement. On
définit une fonction F': N — R par

F(n) = —log(P(Y > n))
On a bien str F(0) = 0 et d’apres la propriété de vieillissement pour m,n € N*:
F(n+m)= F(n)+ F(m)

On déduit facilement que F'(n) = n x F(1) pour tout n € N*. La fonction F est a valeurs dans
R*, on peut donc définir p € [0,1] par 1 — p := e~ F () alors pour n € N*

PY=n)=1-PY #n)=1-P(Y>n ou Y<n)=1-PY >n)+PY <n)

=P(Y >n)—PY >n)=PY >n—-1)—P(Y >n) =e 7 _~F()
— ef(nfl)F(l) - ean(l) — ef(nfl)F(l)(l - efF(l)) _ (1 _p)nfl X p

Y est une donc une variable de loi G(p).
Les seules variables a valeurs dansN* qui vérifie la propriété de vieillissement sont les varibles de
loi géométriques!

Exercice n®°4.1.5:

» Soit X une variable de loi géométrique sur N*, alors d’aprés ’exercice 3.4
1 1
EX) =S PX >k =S (1-pf=—o— ="

= = 1-(1-p) »p

Autre solution : on peut noter que pour |z| < 1, si f(z) = > ;5o(1 — 2)% = 1/z alors

—f'(x) = k(1 —2) =1/a

k>0



Donc,

E(X)=pY k(1-p) ' =-pxfp)=px1/p*=1/p
k>0

De méme, f(z) =2/z3 = Do k(k—1)(1 - z)*=2, donc

E(X?) =) kp(1l—p)* " => k(k—1p(1—p)* " +> kp(1 —p)*!

k>0 k>0 k>0
=p(1=p)Y k(k=1)(1=p)* > +p> k(1 —p)* ' =p(1—p) x f"(p) —p x ['(p)
k>0 k>0

Alors la variance est égale a

Exercice n°4.1.6:

» Soit X ~ P(A), alors

k>0 k>1
Puis
Y 9 A Y \E
E(X)=e?> k xp=e Z[zc(/f—l)wc]xH
k>0 k>0
A2 AT A ! 2
= e\ - =22+ A
XY Gt A =Nt
k>2 k>1
D’ou

E(X?) —EX)2=X+X1-X =)

» Soit X, ~ B(n,p,) avec n X p, — A lorsque n — 400 (en particulier, p,, — 0). Alors

_ 1 NPn F npp\" 1 -
1 — vk ko n—k - — — ke

Exercice n°4.1.7 : » Soit X une variable aléatoire dont la loi est une loi de Poisson de parametre
A, on écrira X ~ P(N), cela signifie que

/\k
VEeN, P(X =k) = e*AF

Alors, on a
P(X =k) E+1
Vk e N =
N Px=krD A
La suite z = P(X = k), est donc croissante pour k& < A — 1 et décroissante pour K > A — 1. On
en déduit que la valeur la plus probable est k = ||




