Correction de la liste d’exercices n°3

Exercice n°1:

» On désigne rouge par R, noir par N, pair par P et impair par I. Par hypothese

P(R)=3, P(I)=1,

= P(RNP)=p

Alors

1-p=P(NUI)=P(N)+P(I)-P(NNI) donc IP’(NﬁI):p—i—l—l5

N et I sont indépendants ssi P(N NI) =P(N)P(I) = 22 = & i.e pour p = .
Exercice n°2:

» On ne prouve ici qu'une implication, la réciproque pouvant étre obtenue par symétrie Si A et
B sont indépendants, i.e P(AN B) = P(A)P(B), alors

P(A°NB°) = P(A°)+P(B°)—-P(A°UB°) = P(A°)+P(B°)+[P(ANB)—1] = P(A°)+P(B°)+[P(A)P(B)—1]

=1-P(A)+P(B°)+[P(A)P(B)—-1] = P(A)[P(B)—1]+P(B°) =P(B°)(1-P(A)) = P(A°)P(B°)

Donc, A€ et B¢ sont indépendants. De méme, on a
P(A)=P((ANB)U(ANB°))=P(ANB)+P(AN B°) =P(A)P(B) + P(AN B°)

alors

P(AN BY) = P(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B°)

Exercice n°3:

» On désigne pile par 0 et face par 1, on appelle (Py,P;,...,P11) € {0,1}!! les prédictions du voyant.
Ce sont des nombres déterministes, fixés avant les tirages des pieces. Ensuite, on considere ’espace
des épeuves Q = {0,1}'!, muni de la tribu des parties et de la mesure uniforme, on désigne
par (X7,X5,..X11) les valeurs (pile, face)prises par les pieces. On construit alors les variables
Y; = |X; — P;|. Lorsque Y; vaut 0 cela veut dire que la prédiction est bonne, lorsque Y; = 0 le
voyant s’est trompé... On voit facilement que

Maintenant on peut déterminé la probabilté que le voyant fasse exactement p erreurs :

CP
P(p erreurs exactement) = 2T111
La probabilité pour le voyant se trompe au plus n fois
P
2 =0 C1i

P(au plus n erreurs ) = 511



Exercice n°4:

Le probléeme ici est de bien interpréter 1’énoncé. On donne deux corrections, dans la premiere
(la meilleure), on colle vraiment au texte, dans la seconde, on fait ’hypothese qu’au départ les
prisonniers sont libérés/éxécutés avec probabilité 1/2; puis qu’on les informe de la situation.

» Dans les deux cas, on désigne ”condamné” par 1 et ”libéré” par 0 et note (X,Y,Z) I’état des
prisonniers.

Si on colle au texte

Si l'on colle au texte, 'espace des épreuves se résume a ©Q = {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)} et natu-
rellement

PX=1)=PY=1)=P(Z=1)=1/3

Si le goelier ne dis rien on a donc P(X = 1) = 1/3. Maintenant, si le geolier désigne un prisonnier
a libérer, par exemple (Y = 0) alors par la formule de Bayes

IP(XZHY:O):P(X:lﬂY:O): PY=0|X=1)

P(Y =0) PY=0|X=1)+PY =0|Y=1)+PY=0[Z=1)
Onnote p=PY =0|X =1),comme P(Y =0|Y =1)=0et P(Y =0|Z2=1)=1

MX:1DA:m:T§E

Si le geolier est impartial, i.e p = 1/2, on trouve la méme proba que plus haut.

Si on interprete le texte

» On peut interpréter le texte comme suit : au départ les prisonniers sont libérés/éxécutés avec
probabilité 1/2, et ensuite on vient les voir en leur disant que deux d’entre eux vont étre libérés
et un exécuté. Alors I'espace des épreuves est 2 = {0,1}3 que I'on munit de la tribu des parties et
de la mesure uniforme. Si 'on note S = X +Y + Z, ’hypothese que 2 prisonniers seront libérés
et 1 exécuté s’écrit S = 1.

» L’événement "le geolier parle a X” s’écrit {Y =0U Z = 0}, alors

P(X=1NY=0nZ=0) 1
IP’(X:HS:lﬁ(Y:OUZZO)):IP’((Szlﬂ(YZOUZZO)))25

» Si le geolier ne dis rien

PIX=1NY=0NnZ=0 1
PX=1|5=1)= ( PS=1) ):§

» Avec cette interprétation, on trouve que le geolier a bien raison.

Le modele ci-dessus est aussi celui d’'un fameux jeu TV nord américain. A la fin du jeu, le
candidat se trouve face a trois portes, derriere lesquelles se trouvent une voiture et deux chevres.
Le présentateur demande au candidat de choisir une porte, (on ne l'ouvre pas), puis il propose
au candidat de lui indiquer une porte derriere laquelle il sait que se trouve une chevre...



Exercice n°5:

» On considere les événements
A = {X vit encore neuf ans } et B = {Y vit encore neuf ans }

Par hypothese, A et B sont indépendants. Alors

P(AHB)ZP(A)P(B):gxgz%
]P’(AUB)ZP(A)JFP(B)_P(ADB):§+§_2_65:;_§
pmmBﬂ:MMMB%—§X§=%
P(A°N B) = P(A°)P(B) = % X % - %

CP(AN(AUB))  P(4) 10
PUAVE) = =530 ~Faup 19

Exercice n°6:

» On associe les nombres 1 a ”fille” et 0 a ”garcon”. Comme on sait que le couple a deux enfants,
'espace des épreuves est = {0,1}2. On le munit de la tribu des parties et de la mesure uniforme
(on suppose que I'on a autant de chance d’avoir une fille qu'un gargon et que le genre des fréres et
soeurs n’est pas lié¢). On note (X1,X2) le genre des deux enfants, X; étant 'ainée, et S la variable

S = X1 + Xo, on fait 'hypotheése (sauf dans la question 2) que le couple a au moins une fille,
e S>1

» La probabilité que 'autre enfant soit une fille est

o o 2

4_1

3 3

» Si une fille ouvre la porte, mettons X; = 1 alors,
PX;=1]X;=1)=1/2 par indépendance

» Une fille ouvre la porte, cette info s’écrit X1 = 1U X9 = 1, et est équivalente & S > 1, alors

P(S=2|5>1)=1/3 par indépendance

» Si l'ainée (une fille) ouvre la porte, on a donc X; = 1, cette derniére info contenant S > 1,
alors

PXo=1|X1=1)=P(Xa=1)=1/2 par indépendance



Exercice n°7:

» On note X}, le résultat du k¢ tirage, naturellement les X; sont des variables indépendantes.
Pour i # j, on pose A;; = {X; = Xj}, on vérifie facilement que les A;; sont deux & deux
indépendants, par exemple, si i # j € [|1,n|] et k # 1 € [|1,n]] — {4,j} alors

6
]P)(AZ] mAkl): Z ]P’(Xi:Xj:mﬂXk:Xl:n)

Or P(X: = X,)P(Xy = X)) (Z P(X )2> (zﬁj P(X )2> <1>2 !
r i =X E= z k=N i =35z
2 6) ~ 36

Donc A;; et Aj; sont indépendants.
Cependant, les événements A;; ne sont pas indépendants comme le montre le calcul ci dessous:

6
1
]P)(Alg M A23 M A13) = P(Xl X3 = Z P —

3
# BAnP(An)P(4) = (§) = 515

Exercice n°8:

» Si A,B,C sont deux a deux indépendants, comme oo+ 3+~ =1— 6, si m := afv on doit avoir

P(A N B) =P(A)P(B) 7=(0b+7)(y+a) VPo=m7
P(ANC)=P(APC) e B=0B+)(a+p) = 5=
PB NC)=PB)PC) a=(y+a)(at+p) Q5=

On a donc nécessairement « = 3 =~. Sia=0alors 0 =1, sinona==vy=0=1/4

» Pour que A,B,C ne soient pas indépendants, il faut et il suffit qu’une condition du type suivant
soit violée

P(A°r N B°® N C°¢) = P(A“)P(B®B)P(C°®) ou MM = M ou M*¢
Danslecasa=p=~v=0=1/40on a
P(An BnC)=PW0)=0+# P(APB)PC)

On conclut que si @« = = = § = 1/4 alors A,B,C sont deux a deux indépendants, mais
pas indépendants. En revanche, on vérifie facilement que lorsque « = g =y =0¢et § = 1, les
événements A,B,C sont deux a deux indépendants et sont aussi indépendants dans leur ensemble.



Exercice n°9:

A B C

On note A — B si on peut aller de A & B et (A — B)° si on ne le peut pas. Pour les six routes
(2 premieres de A & B, 3 suivantes de B & C' et derniere de A & C), on note R; si la route est
ouverte, R si elle est fermée, alors:

P(A—B)Nn(A—C)) P(Ri1URy)N(R§NRINRYE))

P((A— B)|(A—CO)) = P((A = C)°) - P(RngiﬂRg)

=P(RiURy) =2p —p?
Dans le cas ou on a une sixieme route de A a C':
P((R1 U R2) N (R§N RN RENRE))

= 2p — p?
P(RS N RS N RS N ) p=r

P((A— B)|(A—CO)) =

Exercice n°10:

» On note (X1,X2,X3) les résultats des trois tirages, n pour "noire” et b pour ”blanche”.
P(Xl =nNXsy :b)

P(Xs =)
PXo=0b|X1=b)P(X1=0)+P(Xo=0b| X1 =n)P(X1 =n)

b n
bl Tk nb
P =n|Xe=b) = — T b(b+ 1)+ nb

P(X1:n|X2:b):

b+l b + b n
n+b+l n+b n+b+l n+b

» On écrit X3 = n comme réunion d’éveénements disjoints

{X3:n}:{X3:nﬂX2:nﬁX1 :n}I_J{ngnﬁXg:nﬂXlzb}
Ll{XgZTLﬂXQZbﬂXlZb}Ll{ngnﬁXQZbﬁXlzb}

et on utilise la formule P(LANBNC) =P(A| BN C)P(B|C)P(C) etc,ete...

Exercice n°11:
Vv NY L F S

Xl X2 X3 X4
» Les variables aléatoires X; valent respectivement 0 s’il n’y a pas eu d’attentat sur le i™¢ vol
et 1 sinon. On fait ’hypotheése qu’il y a eu un attentat i.e S := X1 + Xo + X3+ X4 > 1, et que
les avions ne décollent plus apres un attentat.
Alors pour ¢ = 1,2,3,4
PX;=1nS>1) P(X;=0pourj<ietX;=1) p(1—p)!

PX;=1|82>1)= P(Szl)_ - P(S>1) :1_(1_19)4




Exercice n°12:

» Si 1 désigne pile et 0 désigne face I'espace des épreuves est 2 = {0,1} x {0,1} x {0,0} x {0,0} x
{1,1} qu’on muni de la tribu des parties et de la mesure uniforme.
» On note X le résultat du lancer de la piece tirée au hasard. On notera X € P; si la piece tirée
est la ™. Alors
5 5
PX=0)=> PX=0nXeP)=)» PX=0XcP)PXcP)
i=1 i=1
° 1/1 1 3
P(X=0)=P(X eP PX=0XeP)==-|=+=+14+140) ==

» On désigne par Y la valeur de 'autre coté de la piece.

PY=0nX=0 >’ ,PY=0NnX=0nXEe€PR)

PV =01X =0 = =53 P(X = 0)

P =01X=0)=——%x -0 =3(5%5) =3

» On traite la fin de ’exo de maniere linéaire en se servant des résultats déja obtenus. Pour
vérification, les réponses aux questions c), d), e) sont respectivement 5/6, 4/5, 9/10.

P(XeP)+P(XeP) 5 <1 1> 2

Exercice n°13:

»La loi de X}, est donnée par
Cut
2n
En effet, si X, = n on a juste a choisir la place des k — 1 premiers piles parmi les n — 1 premiers
lancers.

E«}(k:: n)::

» On remarque que comme les lancers sont tous identiques et indépendants, la loi de X — Xp_1
sachant Xj;_; n’est autre que la loi de X7, donc

E(X5 — X1 | Xp_1) = E(X3)

d’ou pour tout k > 1
= n

De méme, on trouve que
E(X?) =E(X?_ ) +8k—2  don  E(X?)=4k*+2k
La variance est donc donnée par
E(X?) — E(X)? =2k

» On fixe n € N*, comme pour k <l ona {X;=n} N {X;=n} =0, Punion Ugso{ Xy = n} est
une union disjointe et
PUoXe =n) =S P(Xy=n)= ¥ P(Xp=n)= 3 Cry 1
k>0Xk k k on 5

k>0 1<k<n 0<k<n—1



Exercice n°14:

» Soit X une variable aléatoire dont la loi est une loi de Poisson de parametre A, on écrira
X ~ P(A), cela signifie que

/\k

VEeN, P(X =k) = e*AF

Alors, on a
P(X =k) E+1
Vk e N =
N PX=kt11) A
La suite zp = P(X = k), est donc croissante pour k < A — 1 et décroissante pour £ > A — 1. On
en déduit que la valeur la plus probable est k = | \]

Exercice n°15:

» Comme les tirages se font avec remise, on peut les supposer indépendants.
Alors pour (k1,....k.) € N

0 si Z;Zl k‘j 7& n

P(Ny = k1,N2 = k..., Ny = k) = { ]._.[J%l'kjl IT- p?j sinon

Le vecteur N suit une loi multinomiale de parametre (n,p1,...,p,). Pour bien comprendre ce qu’est
la vecteur IV, une interprétation est la suivante. On note A; I’ensemble des boules dont le numéro
est j et on considere la variable X

X =(1a,,-14,)

Soit maintenant un n échantillon (X1!,....X™) de loi celle de X, alors la variable

Y = Zn:Xi
i=1

suit une loi multinomiale de paramétre (n,p1,...,p;), on a donc Y ~ N. On peut a présent calculer
facilement la moyenne et la variance de N :

s
2
!
s
=
i

nE(X) = n(p1,...,pr)

La matrice de covariance des vecteurs X% X7 est
o i iy — _ _ [ pil=pi) si i=]
cov(X);j := cov(X", X7) = E(1a,14;) —E(14,)E(14,) { i s i)

Comme les vecteurs X' sont indépendants, la matrice de covariance de Y donc de N s’écrit

simplement
cov(N)i; = n x cov(X);;



