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1. SUJETS CLASSIQUES : LES ENTIERS TABLE DES MATIERES

Introduction

Liste des sujets :

e Sujets classiques, entiers

Sujets classiques, réels

[’analyse entre les entiers et les polyndomes

Fonctions génératrices

Equations polynomiales sur les entiers
On va étudier les équations polynomiales sur les entiers :
e 17+ x2 — 22 = 0 correspond aux triplets pythagoriciens
o 2+ xh— 2k =0 est nommeée I'équation de Fermat de n’a pas de solutions entiéres pour k > 2

e y = 2° + ax + b représente les courbes elliptiques

Premiers ’atomes’
Les atomes en Théorie des Nombres sont les nombres premiers : 2,3,5,7... Le probléme le plus

important des maths les concerne : Combien de nombres premiers sont plus petits que x ?

o1
#{nb de nombres premiers < x} = /2 mdt + err

ot 'erreur est une Hypothése de Riemann.

Les nombres réels

On sait que 7 ¢ Q, mais est-ce que 7 +e € Q7

1 Sujets classiques : les entiers
1.1 Divisibilité
Notations

Onnote N={1,2,3,..} et Z={---,-2,-1,0,1,2,--- }. Pour deux nombres a,b € N, on écrit
alb et lit ’a divise b’ si e tel que b=a - ¢
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1. SUJETS CLASSIQUES : LES ENTIERS TABLE DES MATIERES

1.2 Algorithme de division

On sait que pour chaque a,b € Z et b > 0, dg,r € Z tel que a =bg+r ou 0 < r < b.

1.3 Le plus grand diviseur commun (pgcd)

On dit que d est un diviseur commun de a et b si d|a et d|b. Ainsi, pgcd(a, b) est le plus grand

diviseur commun de a et b.

Proposition

Soit d = pgcd(a,b). Alors d est le nombre minimal positif écrit sous la forme d = ax + by, avec
x,y € 2.

Preuve

Si D =ax + by > 0, alors d|D et en particulier d < D.

Supposons que D = ax + by > 0 est minimal. On réécrit a = Dq + r (division euclienne par ¢
ou 0 < r < D) et on obtient alors r = a — Dq = a — axq — byq = a(1 — xq) + b(—yq). Puisque D
est minimal, alors r = 0, ¢’est & dire que D|d. Similairement, on obtient aussi D|b.

= D <d=pgcd(a,b) = D =d O

Définition : Nombres premiers entre eux

Si pged(a,b) = 1, on dit que a et b sont premiers entre eux, c¢’est & dire qu’ils n’ont pas de

diviseurs en commun.

1.4 L’algorithme d’Euclide

Le but de I'algorithme d’Euclide est de trouver le d = pgcd(a, b) sans factoriser.
Supposons que a > b > 0.

a=>bgq +riavec 0 <ry <b

b=riqgs + 19 avec 0 < 1y <1y

T1 = ToQ3 + T3 etc.
® Ip_o =Tk 1qr + Tk

® 7k 1 = TkQrs1 + Tkr1 avec 71 = 0. 71 = 0 parce que 1y > 19 > - > 1 =0

Affirmation : pged(a,b) = 1
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1. SUJETS CLASSIQUES : LES ENTIERS TABLE DES MATIERES

Preuve
Notons que r|a et 7|b parce que rg|rx_1 = rg|rp_o---

Chaque diviseur d de a et b divise . Donc on a d < 1. Donc d|a et d|b = d|ry, d|ry O

Exemple

18=15-1+3
15=3-540
=—> 3 est le pged de 15 et 3
Proposition : Bachet - Bézout
Soient a,b, D € Z. I’équation ax + by = D a des solutions dans x,y € Z si et seulement si D
est un multiple de pgcd(a, b).
Corollaire

Si pged(a,b) = 1, alors il existe une solution pour tout D.

Remarque

Il est clair que pged(a,b)|D est nécessaire.

Preuve du Corollaire par méthode

Trouvons la solution z,y € Z a I’équation 22x + 37y = 1.

37=22-1415

22=15-1+7

15=7-241
7T=1-740

Il faut maintenant retrouver la solution x,y a partir de cette méthode.

On remonte notre algorithme :

1=15-7-2

=15—(22—15-1)-2
=(37-22)-1— (22— (37—22)-1)-2
=37-3+22-(—5)

5/ 52



1. SUJETS CLASSIQUES : LES ENTIERS TABLE DES MATIERES

Donc r=0 est une solution.
y=3

Est-ce qu’il y a d’autres solutions ?

ax + by = 1 est une équation linéaire, on a donc une infinité de solution réelles. Mais combien
de ces solutions sont des solutions entiéres ?

Construisons les autres solutions :

Soient 22z, + 37y, = 1 et 222y + 37yy = 0 des solutions de 1’équation homogéne. Alors
(xp + xg,xp + yp) est aussi une solution.

Alors x, + xp est aussi une solution, ry = _—37yH, rxy = 37k, yg = —22k avec k € Z.

Et donc toutes les solutions sont sous la forme (=5 + 37k, 3 — 22k), k € Z

Et en général, on peut écrire toutes les autres solutions a partir d’une solution particuliére

(z,9)

k0 —

:E - —_— — - —_—
pged(a,b)” pgcd(a, b)

1.5 Théoréme fondamental de I’algébre

Définition : nombres premiers
p € N est un nombre premier si p # 1 et ses seuls diviseurs sont p et 1.
Par exemple, les premiers nombres premiers sont 2,3,5,7,11.

Lemme

Si p est premier et p|ab, alors soit p|a, soit p|b, soit p divise a et b.

Preuve du Lemme

Supposons que p { a, alors pged(p,a) =1 = Jx,y tel que pr + ay = 1. On multiplie par b et
on obtient pzb + ayb =10
Observation triviale : p|p et p|ab = p|b O

Théoréme 1. Théoréme fondamental des nombres premiers

On peut écrire chaque n € Necomme produit de nombres premiers de maniére unique :

o Ji o2 Tk
n=mp Py " Pg

avec py < pg < -+ < pg

Exemple

90 =2-3%-5.
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1. SUJETS CLASSIQUES : LES ENTIERS TABLE DES MATIERES

Preuve du Théoréme

e Existence

Soit n > 1. On prend p; le plus petit diviseur > 1 de n. Evidemment, p; est premier. On

répéte ensuite avec —. Si — = 1, on a fini, sinon on continue. On obtient & la fin un nombre
- D1 b1
Wi 72 Ik
de la forme p; " - py’ -+ - )/
e Unicité
_ 1 J2 Ik o 01 d2 i
Supposons que n =p}' -+ pl* - pt =t - gy q)
Doncsip; |¢i' ¢3¢ = p1|@m = P1 = ¢ car c’est des nombres premiers. On divise
ensuite des deux cotés par p; = ¢,, et on continue le méme processus.

On obtient a la fin que p,, = G, T = 2 VM < k

1.6 Nombres premiers

Combien y a-t-il de nombres premiers 7 Un nombre fini, une infinité ?

Théoréme 2. Fuclide Il y a une infinité de nombres premiers.

Preuve du Théoréme

Supposons qu’il n’existe qu'un nombre fini de nombres premiers et SPDG, disons qu’il y a

exactement N nombres premiers. Soient pq,--- , py la liste de tous ces N nombres premiers.
N

Prenons z =1+ Hpk. On remarque que pg { V1 < k < N. Par le Théoréme fondamental de

k=1
I’algébre, on sait que x a au moins un diviseur premier, donc il existe un nombre premier g > py.

0
Questions ouvertes
o1
e w(x) = #{p < z|p premier } = / mdt + erreur . Quelle est la taille de 'erreur?
2 LOg

L’hypothése de Riemann dit que ce nombre devrait étre C - 2"/2log(x)

e Les nombres premiers jumeaux. Deux nombres premiers sont jumeaux si pgi1 — pr = 2, par

exemple {3,5} ou {1000000007, 1000000009} Est-ce qu’il en existe une infinité ?
o p=n?+ 1,y a-t-il une infinité de ces nombres premiers ?

e Conjecture de Goldbach pour n > 4, est-ce qu’il existe toujours p, g premiers tels que n =
p+q? Exemple : 32 =29 + 3
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2. FONCTIONS ARITHMETIQUES TABLE DES MATIERES

2 Fonctions arithmétiques

2.1 Fonctions multiplicatives

Soit f : N — C une fonction.

Définition : fonction multiplicative

On dit que f est multiplicative si Vn,m tels que pged(n,m) = 1, alors f(nm) = f(n) - f(m).

Exemples
° Il(n) =1Vn
1 sin=1
. 6(n) =
0 sinon
e /d(n)=n

1 sin=1
o u(n) =4 (=1)* sin=pips---px oil tous les p; sont distints La fonction de Mobius.
0 si Jp tel que p? |n

p(6) = (=1 =1, u(18) =0

e 7(n) = # diviseurs de n = Z 1, par exemple 7(p) = 2 si p est premier.
d|n

e o(n) = somme des diviseurs de n = Z d. Si p est premier, alors o(p) =p+1. Si o(n) = n,

d|n
on dit que n est un nombre parfait. Par exemple o(6) = 1+ 2+ 3 = 6 est un nombre parfait.

e L’indicatrice d’Euler ¢(n) = # nombre quisontpremiersavecn, par exemple ¢(8) = 4 =
#{1,2,4,8}. |(Z/nz)| = ¢(n). Ce n’est pas évident que ¢ est multiplicative.
Convolution de Dirichlet
Soient f,g: N — C deux fonctions.

Définition : Convolution de Dirichlet

n

(f*xg)(n)= Z f(d)g (3) est la convolution de Dirichlet.
dln
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2. FONCTIONS ARITHMETIQUES TABLE DES MATIERES

Remarque

On peut faire un paralléle avec I'analyse complexe : (F' x G)(z) = / F(t)G(x —t)dt
R

Proposition

La convolution de Dirichlet est une opération symétrique, fxg = g* f et associative, (f*g)+xh =

fx(g*h)

Preuve de la Proposition

(f * 9)n) = 3 F(d) (Z):Zf<d>g<c>=Zf(§)g<c>=<g*f><n>

d|n d-c=n

De maniére similaire, f* (g h) =---= > f( f = (fxg)xh O
d-c:b=n

Remarque

Donc ({f : N — C}, +, %) est un anneau.
L’élément neutre pour ’addition est f = 0, mais quel est ’élément neutre pour la convolution
de Dirichlet ?
=Y sy (g) = 5(1)f(n) + 0 = f(n) car 8(d) = 0Vd > 1

d|n
Donc 9§ est ’élément neutre pour la convolution de Dirichlet.

Exemple
e ixf=f OK
=> 1=1x1(n)
d|n
=> d=1Idx1(n)
d|n
Remarque
= a(n) .
A(s) = de Dirichlet
a(n) — A(s) ; 5 séries de Dirichle
a(n) = b(m) = (axb)(k)
On a =
nzzl n m=1 m kz:; ke

On peut refaire un paralléle a Panalyse complexe : f(t) — F(w) = / ft)e™dt, F-G = F « G
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2. FONCTIONS ARITHMETIQUES TABLE DES MATIERES

Proposition

Si f et g sont multiplicatives, alors f % g est aussi multiplicative.

Preuve de la Proposition

Soient n, m deux nombres tels que pged(n,m) = 1. Notons que ¢|nm = ¢ = dd’ avec d|n,
d'|m et pged(d,d’) = 1.

(f g)(nm) = 3~ f(e)g ()

c|mn

=) flad)g (Z:;)

d|md|n

=YY f@fe (5) 9 ()

d|md|n

=Y f)e (5) D (g (5)
dn

d |m

= (fxg)(m)(f *g)(n)

Exemple

fx0=f, OK

Corollaire

7 et o sont multiplicatives.

2.2 La fonction de Mdgbius pu(n)

Exemples
o 1(6) =1
o 1p) =—1
e 1u(4dm) =10
Proposition

w1 est multiplicative.
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2. FONCTIONS ARITHMETIQUES TABLE DES MATIERES

Preuve de la Proposition

Soit pged(n,m) =1
Donc n=py---pr et m=qi---q avec p; # q; Vi, j

e Sia*n = pu(n)=0
e Sia?lmn = p(m)=0
e Si a?|mn, alors soit a?|n, soit a?*|m = p(n) ou u(m) = 0. Donc ce u(mn) = 0 = p(n)u(m)

Si a® { nVa, alors tout p; et g; sont distincts. u(n-m) = (—1)*" = (=1)*F - (=1)! = p(n)pu(m)

Proposition

0=px*x1

Preuve de la Proposition

i x 1 est multiplicative d’aprés notre Proposition précédente. Donc les valeurs de p * 1 sont
déterminées par les valeurs de p? on p est premier et j € N. Il suffit donc de vérifier que §(p?) =
(u*1)(p?). Mais 6(p’) = 0 sauf pour j = 0. Et on fini par calculer :

(pastl)(p’) = Z u(p)1(p’™)

= p(1) - 14 p(p) - 1+ p(p?) - 1+ plp)) - 1
=1+(-1)+0+---4+0=0

Donc d = pux 1 OJ

Théoréme 3. Formule d’inversion de Mébius Soient f: N — C et g(n Z f(d) = fx1(n)
d|n

Alors f(n) = p(d) () (1 g)(n)

d|n

Preuve du Théoréme

Onag=fx1
Alors gxp=(fx1)xp=fx(Lxp)=fxd=fcar Lxpu=9
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2. FONCTIONS ARITHMETIQUES TABLE DES MATIERES

2.3 Nombre parfaits

Un exemple de 'usage de o Z d
dln

Définition

On dit que n est parfait si o(n) = 2n, autrement dit, n = somme des diviseurs < n.
Par exemple, 6, 28 et 496 sont les 3 premiers nombres parfaits.
Pour 'histoire, 6, 28, 496, 8128 étaient déja connus en 100 aprés J.C. Euclide a ensuite démontré

que tout 2P~1(27 — 1) sont des nombres parfaits quand p et 27 — 1 sont premiers.
e p=222—1=3 et on obtient 2-3 =06
e p=23,23—1=7et on obtient 22 -7 = 28

e p=>5,25—1=31et on obtient 2% - 31 = 496

Questions ouvertes a propos des nombres parfaits :

e Y a-t-il une infinité de nombres premiers? On en connait que 51 pour I'instant
e Existe-t-il un nombre parfait impair ?

e On ne sait pas non plus d’il y a une infinité de nombres premiers de Mersenne, donc de la

forme 2P — 1.

Théoréme 4. Euclide-Euler

Soit n pair, alors n est parfait si et seulement sin = 2P~1(2P — 1) o p et 2P — 1 sont premiers.

Preuve du Théoréme

[=], prouvé par Euclide. Soit n = 2P~1(2P — 1) et définissons 2P — 1 = g ou p et ¢ sont premiers.
Alors :

o) =1+2+4+ - +2—1+1+2¢+4g+---2""'¢

=(1+2+---+2""H(1+9)

1—27’
1+
2( q)

=(2”—1)(1+Q)
= (2P =1)(2")
=222 — 1) =2n




2. FONCTIONS ARITHMETIQUES TABLE DES MATIERES

[«=], prouvé par Euler. Soit n = 2 - m un nombre avec k > 0 et m impair. Supposons que

o(n) = 2n. Donc :

2.2".m =o(2F-m)

=0(2") - a(m)
=(14+2+4+---+25...0(m)
= (2" = 1)a(m)
— (21— 1)o(m) =225 -m => o(m) :2,%1_% (%)

T ] est forcément entier, notons le [.

e Cas1:1>1

Alors, 1,1 et m sont des diviseurs distincts et donc o(m) < 1+1+m. Mais [ + (28! — 1)l =
281 = o(m) par (x). Contradiction !

e Cas 2:1=1
Alors, o(m) = 2M1 = (21 — 1) +1 =m+ 1, <= m est premier de la forme 2**! — 1. Donc
n = 2F(2k+1 — 1),
Il faut encore montrer que k + 1 doit étre premier pour que 2! — 1 soit premier. Montrons
quem|n = 2m—1]2"—1. Et ¢a c’est vrai car (2?°—1) = (29— 1)(14+20+42% 4. .. 42(b-Da),

On prend alors n = ab et m = a. Donc k 4 1 est forcément premier.
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3. CONGRUENCES TABLE DES MATIERES

3 Congruences

Les congruences sont les calculs avec les restes par un nombre n. On travail alors sur Z/nz, qui

sont les n différents restes aprés la division par n.

3.1 Définitions

m=m' modn<—=m-m'=k-n ke’

Une autre définition est m = m’ <= [m| = [m/] dans le groupe Z/nz, mais par abus de notation,
on écrit juste m = m/'.
Rappel

Z/nz est un corps <= n est premier. Les autres corps finis sont F,m

3.2 Théoréme de Fermat et de Euler

Rappelons la fonction indicatrice de Euler : ¢(n) = #{m < n|pgcd(m,n) = 1} — l'ordre du

groupe multiplicatif de Z/nz, noté (Z/nz)"

Théoréme 5. Petit Théoréme de Fermat

Soit p un premier et a € N, alors :

a’> =a mod p

En particulier, si pged(a,p) =1, alors a?~' =1 mod p

Il y aussi une version plus générale de ce Théoréme :

Théoréme 6. Théoreme d’Euler
Soit (a,n) =1, alors :

a®™ =g modn

Preuve du Théoréme d’Euler

(a,n) =1 = a € (%/nz)". Par Lagrange, 'ordre de a divise ¢(n), a®* = 1 et ¢(n) = k1. Donc
a®™ = (aF)! =1 O
Le petit Théoréme de Fermat est un Corollaire puisque ¢(p) = p—1 = ! =1 mod p

(sauf pour @ =0 mod p).
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3. CONGRUENCES TABLE DES MATIERES

3.3 Théoréme de Wilson

Théoréme 7. Wilson

n est premier si et seulement si (n — 1)l = —1 mod n

Preuve du Théoréme de Wilson

[«<] Supposons que n = abavec 1 < a < n,alorsa € {1,2,--- ,n—1}. Donc a| (n—1)!. Puisque
(n—1)!'=—1+k-n, k €Z, alors on voit que a| — 1 car a|n (ne pas oublier que n = ab). Donc
a =1 = n est premier.

[=] Pourn=2,(2—1)!=1=1 mod 2 OK

Soit n un nombre premier impair. Alors pour 0 < a < n, a~ ' existe.

a=1 modn
Notons que a = a! <= a®> = 1 < . On peut alors partitionner

a=—-—1 modn

{2,3,--- ,n — 2} en couples de 2 nombres qui seront 'inverse I'un de I'autre. Alors :

2:3-4---371...27" .. (n—-2)=1 modn
= n—-1)I'=1-(2-3---(n—=2))-(n—1)=n—-1=-1 modn

Question ouverte

Il n’est pas connu pour quels p premier, (p — 1)! = —1 mod p>.

3.4 Equations linéaires mod p

Considérons ar = b mod n, a,b € Z.
Si (a,n) = 1, alors a~! existe dans Z/nz et donc x = a~'b mod n est I'unique solution.

Proposition

L’équation az = b mod n, a,b € Z a une solution si et seulement si (a,n) | b.

Dans les cas on une solution existe, il y en a exactement (a,n) solutions différentes mod n.

Preuve de la Proposition

[=>] Une solution de ax =b mod n = ax + ny = b pour un certain y € Z.

On observe trivialement alors que (a,n)|b car (a,n)|a et (a,n)|n.
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3. CONGRUENCES TABLE DES MATIERES

[<=] Soit d = (a,n)|b. On divise I'équation par d et on obtient a’ = %, v = g, n = g et
adxr =0V modn

(/,n)=1 = a ' existe = z=a 'V mod n/

Toute solution & z = ¢’ '0'"" + mn’ pour m = 0,1,2,--- tel que m - n’ < n est une solution a

notre équation de base. On a alors (a,n) solutions différentes en tout.

Exemple

2¢ =8 mod 6, (2,6) =2
Considérons t =4 mod 3 = x=1+3-m pour m =0,1 mod 6

Théoréme 8. Théoréeme des restes Chinois (trouvé par Suuzi Suanjing, 300 E.C.) Soient
ni,- -+, N, nombres premiers entres euz, c¢’est a dire que (n;,n;) = 1, Vi # j. Prenons 0 <
k
a; < n; Vi et définissons N = an
i=1
xr =a; mod ng

T = as mod ne
Alors Az, 0 <z < N tel que :

T = a; mod ny

Preuve du Théoréme
e Unicité
Soient et y deux solutions a notre systéme. Alors, z —y = mod n; Vi. Puisque tous les n;
sont premiers entre eux, alorsz —y =0 mod N = x =y
e Existence
Soit N; = nﬁ On a alors (N;,n;) = 1. Donc 3z; tel que N;z; = a; mod n;. Prenons alors

J
r = Nizy + Noxo + - - + Nyay, et grace & n; | N; Vi # j, on a que = Njz; mod n,; Vj. On

a donc créé notre solution.

Remarque

k
. . r k . -
En algébre, on a vu que si n = Hpi”b, alors Z/nz = [[;_, Z/piz comme groupe abélien.
i=1
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3. CONGRUENCES TABLE DES MATIERES

Exemple

r=2 modb)
Trouver un nombre x € Z qui satisfait : < + =3 mod 7
r=4 mod 11
On trouve tout d’abord N =5-7-11 = 385.
Ny =77 ,Ny = 55 et N3 = 35. et on veut résoudre Ny =2 mod 5, Ny =6 mod 7 et N3 = 2
mod 11,
2x1 =2 mod 5 = 1 =1
620 =3 mod 7 = r1 =4
2r3 =4 mod 11 = x3=2
Et donc en mettant tout ensemble comme dans la preuve de I'existence, on obtient x = 77-1+
55-4+35-2=367 <38 =N.
Donc x = 367 est une solution de notre systéme d’équation.

3.5 Equation quadratiques mod p

22 +br+c=0

(z +b/2) =¥/s— ¢
b b?

:L‘——§:|: T ¢

On a la méme chose mod p. Pour p premier, ¢ca marche sauf pour p = 2. ot 2 et 4 n’ont pas
d’inverse. Pour les autres nombres premiers, il n’y a que la racine qui pose probléme.
Donc on peut réduire le probléme a z? = a mod p, ¢’est a dire trouver v/a € Z/nz. Comme
pour R, cela peut existe ou pas, v/2 € R mais v/—2 ¢ R.

Dans Z, a = 22 si et seulement si a = p?"l x -pin’“ = (pf*-- -pzk)z. On remarque alors que

mod p, c’est plus subtil.

Exemple

Regardons la structure des carrés parfaits modulo 5 :

[\

%ww»—lo‘&
Y S N S i
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Donc les seuls carrés parfaits mod 5 peuvent étre les nombres congrus & 1 ou 4 mod 5. 1 et
4 sont appelés les résidus quadratiques possibles et on note leur ensemble () = {1,4} (on ne prend
par 0) et les non-résidus sont notés N@Q = {2,3}. On peut alors remarquer que 4 € Q et /4 = 2
ou 3 = £+2. Mais 2 € NQ et on remarque donc que v/2 ¢ %/sz.

Par contre, si on change de modulo, v/3 peut existe. Par exemple, 42 =3 mod 13 et donc v/3

existe mod 13.

Théoréme 9. Théoréme de Lagrange
Soient K un corps et P(t) un polynome de degré d > 1. Alors il y a au plus d solutions a
P(t) =0.

Exemple

On prend le polyndome > +1 = mod 7 a 0 solutions. et

24+ 1=0 mod 7 a 0 solutions

t24+1=0 mod 2 a 1 solution, 1 et —1 sont le méme nombre nombre mod 2.

t2+1=0 mod 5 a 2 solutions, 1 et —1.

t2+1 =0 mod 8 a 4 solutions, mais 8 n’est pas premier et donc Z/sz n’est pas un corps et

donc, ca ne contredit pas notre théoréme.

Symboéle de Legendre

Soit p un nombre premier et a € Z.

Définition : Symbodle de Legendre

2 —

1 siz® =a mod p admet une solution

a
(—> =149 -1 siz?=a mod p n’admet pas de solution

0 sia=0 modp

1
. (—) =1car (£1)>=1 mod pVp

(a) 1 sia est impair
o g

0 sia est pair

Fait & voir : a — (—) est une fonction multiplicative.
p
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Théoréme 10. Réciprocité quadratique de Gauss

Soient p # q deux nombres premiers impairs. Alors :

(G-

Exemple

Si on nous demande si 22 = 3 mod 97, c’est long de faire le tableau des congruences de 2

mod 97. Mais on peut utiliser la réciprocité quadratique.

3 97
Donc (ﬁ) = (?) et on sait que : 22 = 97 mod 3 a une solution si et seulement si 22 =

mod 97 a une solution.
On voit que 22 =97 =1 mod 3 et donc x = %1 est une solution mod 3. Et donc il existe une

solution a 22 = 3 mod 97.
Définition : Résidu quadratique

Si (%) = +1, on dit que a est un résidu quadratique mod p. L’ensemble des résidus quadra-
tiques mod p est noté Q = {a € Z/pz.| (g) = —1—1}. Le complémentaire, donc les non-résidus mod

psont : NQ = {a € Z/pz | (%) = —1}
Donc Z/pz = Q U NQ U {0}.

Exemple

Zjsz = {1,4} U {2,3} U {0}.

Exemple

Prenons maintenant p = 7. Voici le tableau des carrés :
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N

cncn%oow»—no‘&
— s NN R =D

Alors, @ = {1,2,4} et NQ = {3,5,6}.

Proposition

Pour p premier différent de 2, |Q| = |NQ| = p%l.

Preuve de la Proposition

Chaque a € () a exactement deux racines qui ne se répétent jamais, donc les racines de () vont
prendre au plus toutes les valeurs entre 1 et p — 1, donc +y/a = |Q| < p%l.

D’autre part, ¢z — z? peut prendre la méme valeur maximum 2 fois. Donc |Q| = Im(¢p) >

p—1

— On a toujours au moins 2—— résultats différents, sinon un résultat serait issu de 3 racines

différentes.
-1
= Q| = |NQ| = £
Proposition
n nm n m
La fonction n — (—) est une fonction multiplicative, donc (—) = (—) . (—)
p p p p
Preuve de la Proposition
nm n m
e Si a® =n et b* =m, alors (ab)*> = nm. Alors <—) =+1=(-1)-(-1) = (—) : (—)
p p p
e Sia™n et m € NQ ou inversement. Supposons que nm = ¢, alors m =n"!-c ! = a72* =

(a~'c)?. Contradiction, car m € NQ. Donc mn € NQ. Alors, (m) =—-1=(+1)-(-1) =
p

(ﬁ> . <@> Donc @@ - NQ C NQ.
p p

e Rappel : |Q] = |NQ| = p%l et p = 2 est un cas spécial.

Sin € NQ. D’aprés le point précédent, on sait que n-(Q C N Contradiction car n-(Q) est juste
une permutation des éléments de Q). Cela implique que n- NQ = Q carn-{1,2,--- ;p—1} =
(1,2, ,p—1}
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nm n m
Donc [ — | =1=(=1)-(=)=(=)-(=).
(p ) =0 =1 (p) <p>

Le critére d’Euler

Proposition
1N\ 2
Soit p > 2 premier. Q = {12,227 cee <pTl> }

Preuve

Ces nombres sont des carrés. La partie qu’il faut vérifier, c’est que deux de ces nombres ne sont
pas les mémes.
. . .. N —1
On sait que I’on a 2 solutions distinctes & 22 = a et donc z = £b avec 0 < b < pT’ alors

-1 1 -1 , . .
—b=p—-b>p— b 5 = p;r > P 5 Donc pour chaque équation 22 = a, les deux solutions sont

dans des moitiés différentes de 0,--- ,p — 1. Une racine (b) se trouve forcément entre 1% et (%)

2
et Pautre est forcément entre (1%1) et (p—1)%)

—1
Cela nous confirme que |Q| = pT'

Exemple

5—1

Prenons p =5 : Z/sz. Alors = 2. Alors Q = {1%,2?} = {1,4}.

Proposition : Critére d’Euler

p—1
a P
Soit p > 2 premier. Alors <—> =a 2 modp.
p

Preuve de la Proposition

i) Sia=0 mod p, alors on a 0 des deux coteés.

p—1 p—1
a —_— e
i) Si —) =1, alors 3z, tel que 22 =a. Alorsa 2 = (22) 2 =22"' =1 mod p d’aprés

p
le Petit Théoréme de Fermat. OK

p—1 p—1
iii) En général, a” ' —1 = 0 mod p < (a 2 —1) . (a 2 +1> = 0 mod p pour p

impair.
p—1 p—1 )
Donc soit a 2 =1, soit a 2 = —1. Ces équations ont au plus p% solutions d’apreés le
p—1

_1 _
P22 a2 =1<=aeqQ.

Théoréme de Lagrange. Donc par ii) et le fait que |Q| = 5
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p_1
Donca € NQ < a 2 :—1<:>(2):—1
p

Corollaire

 (0-()
) ()-

i) (‘?1) _ (-1)1);1

Preuve du Corollaire

) () () )

ii) évident par la derniére Proposition.

iii) évident par la derniére Proposition.

Lemme de GGauss

Soit p > 2 premier. Soit S = {1,2,--- ,%}. Si s € Seta e Z/pz\{0}, alors on peut écrire
a-s=es(a)- s, avec es(a) = £1 et s, € S. On peut voir es(a) comme la fonction qui associe 1 &

-1 . . .
a quand a < 2 et —1 si a est dans la deuxiéme partie.

Donc (Z/pz)" = SU (-=9)

Lemme de Gauss (autre)

Pour un nombre premier p impair, on a :
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Preuve

p—1
CLT'HS:HCLS

SES ses

= Hes(a) - 84

seS

- (o) (11
- (o) (1)

La derniére égalité est obtenue parce que les s et s, sont en bijection et donc on fait le produit

sur tout le monde dans1 les 2 cas.
D

Donc (%) =a 2 =]]ela). O

seS

Corollaire

Preuve en exercices.

Preuve de la réciprocité quadratique

Soit f(m) = sin (%Tm> f:Z — Ret méme, f:Z/pz— Rcar f(kp+71) = sin <W) =
. 27r
sin (7>

Lemme

Soit m > 0 un nombre premier impair. Alors :

sin(mx) _ (_4)T . H <5in2($) — sin’ (%))

sin(x) )
m—

1<y<

Preuve

sin(mz)

toujours 0 et le dénominateur sera toujours différent de 0 parce que sin(x) prendra des valeurs

On a que

=0 quand =z = 2%, 1< < mT_l La partie du haut de la fraction sera

> ( tout le temps parce que x ne passera jamais de 'autre c6té du cercle puisque x < 7wV :
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(m—1)m

2|y

D’autre part,

sin(max) = e — MY

S

= — ((cos(z) + i - sin(x))" — (cos(x) — i - sin(x)))

e
= Z apcos(z) sin(z)™ "
k=0

k pair
k
On peut écrire cos(z)* = (1 — sin®(z))2 car k est pair.
m—1
nma) _ n(ma) 1
sin{mx _ i 2j stn\max N , M — — i 2
Donc win(2) ZO bjsin(x)”, donc win(2) est un polynome de degré S ent=sin (x).
]:

m—1

On a déja trouvé racines distinctes ¢;, donc :

= e T (o) - (32)

m—1
1<5<
Pour la constante c: A A _
Sin mx elml‘ _ e*’LmZL’ ezm:r: _ ezmm 1
D’une part, _( ) = . — = _ . —
sin(x) et — e~z e 1—ee ™"
_ (ez(m—l)x e (m—l)x) (1 + e—2w + )

D’autre part :
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1<j<
m—1
2ix
e 2
=z e T+
(20" 2
ei(m,—l)z L_l
(—4) 2

Théoréme de Gauss

(G-

3.6 Preuve du Théoréme

q-s=es(q)sq.

. (2r \ o2& 1/2n\3, g 1 (2n\°, .5 B (27
sin (?qs> = ?qs 30 <?> (gs)” + 5 <p> (qs) + - =e4(q) - sin <?Sq>
Notons que e5(q)" = e5(q) car n est toujours impair.

Par Gauss, on sait que :

Par bijection, on a :

. 2T
[Iscs sin (pqs)

. 2
Hses sin <p5>
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Par le Lemme, on continue :

D 2 2 .
= H(—4) 2 H <3m2 (is) — sin? (i‘j))
p q
seS qg—1
1<j 5
p—lg-1 5 5
— (—4) 2 2 H (sin2 (%s) — sin? (—t))
sES:{l,Q,-'-,p%l}
teT:{l,Q,m,%}

On fait le méme calcul de I'autre coté avec (1—9> :y a juste les s et les t qui ont changé de

place, du coup faut compter les (—1).

p1od N
<§) =(—4) 2 2 . H 1 (sm2 (%t) — sin (%S))

ses={1,2, .27y
teT:{l,Q,--‘,q%}
p—lg-1 p—lg-1 o o
=(-4) 2 2 -(-1) 2 2 H (sm2 (;s) — sin? <?t)>
-1
8651{1,27~--7PT}
—1
teT:{1,2,-~~,qT}
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4 Les nombres réels, suite

4.1 Le Théoréme de Dirichlet

Par définition de R, chaque 6 € R peut étre approximé par des rationnels, c’est & dire que 6

est dense dans R. Comment 'bien’ approximer 87 On veut 0 ~ g avec pged(p, q) = 1.

Si q est grand, alors c’est facile & faire. )9 — g‘ est petit. On dit que ¢ est le colt de notre

approximation.
Exemple
25 . . 31415
™= — = 3,125, mais aussi T ~

8 10000°

Meéthode efficace par rapport au cott

4.2 Fractions continues

Une fraction continue ressemble a :

1
1
1

ag+---
Une fraction continue peut avoir un nombre de termes fini ou infini et tous les a; € Z.

o= 0= 0] +{0}. 2;01 = 1M = {;j}, a; = |x;].

0 =ag+ = lag, a1, ag, -
a1—|—

as +

iCj —
Exemple

0=314=3+0,14=1z) = ao=|zo] =3

1 1 100
xlim*0714*ﬂ*771428 — al—L$1J—7

1
1132—071428—7 = a9 =1T.

1 1 1 7 157 N e,
Alors, 3,14 = ag + i =3+—1=3+497=3+—:—:3,14. On a méme vérifié
+1 50 50
a1+; 7+? 7

2
que notre fraction continue nous donne le bon résultat.

Proposition

0 rationnel <= sa représentation par une fraction continue est finie.

Preuve de la Proposition

[<=] OK. Si la fraction continue est fini, on va forcément trouver un nombre rationnel a la fin.

=]
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Pour 0 = %, on applique I'algorithme d’Euclide :

a=qb+r = %ZQ1+—

b T
b=qri+m = — =@+ —
T1 T1
1 T3
T =(3ry+1r3 — — =(q3+ —
T2 D)
etc.
A5 = qj+1, 0= [(10, Ay, -, al]

Pour j = 1+ 1, aj = gj+1 + 0. Il ne nous reste plus de reste, la fraction continue est donc

terminée. 0
Pour calculer la fraction continue d’un nombre irrationnel, on va appliquer la méme méthode,

mais celle-ci ne va jamais s’arréter. La fraction continue sera infinie.

Exemple

1+5
*

o m=[3,7,151,242,1,1,2,1, -]

=[1,1,1,1,---] est la fraction continue du nombre d’or.

o e=1[21,21,141,1,6,1,1,8, ]

Erreur de notre approximation

kn(kn+1 + kn) kn knkn+l kn N 0%
Exemple
T [3,7,15,1] =3+ % = % ~ 3, 1415929, cela nous donne les 6 premiéres décimales.
7+
1541

Le principe que ’on veut remarquer est :
NcZcQcQcCcC
En allant vers la droite, c’est relativement facile & approximer, mais revenir vers la gauche,

c’est plus dir.

Théoréme 11. (Dirichlet 1847)
Dans ce Théoreme, ) est appelé le budget.
Pour tout 0 € R et Q > 1, il existe p,q € Z avec 0 < q < Q tel que |qg0 — p| <
1

équivalent a ‘0 — B‘ <
q q-Q

1 .
—, ce qui est

O
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Exemples
e 0 =2et Q=5 On trouve que [1-Q —2| =0
e Sion prend une autre approximation de 2 avec ) = 5, on peut prendre 2 ~ g — |5-2—11| =
1 . .
1> = C’est une mauvaise approximation.

1

e |100007 — 31415 > 0,9 > 10000 C’est une mauvaise approximation.
e Par contre |1137 — 355| ~ 0,00001 < flg < ﬁ On a trouvé une bonne approximation de

.

Preuve du Théoréme

On va utiliser le Principe des Tiroirs.

Les tiroirs sont les [é, %} pour i =0,---,( — 1. On a donc @ tiroirs.

On veut placer les nombres 0, 1, {Q}, {2Q}, - - , {(Q—1)Q} dans [0, 1], ce qui fait Q+1 nombres
a placer.

Par le principe des tiroirs, Im; et my distincts tels que [{m0} — {my0}| < LN ny et

QO

ns (partie fractionnaire de m1@Q et msQ) tels que |[(ny + mi1Q) — (na + maQ)| < % que l'on peut

réécrire en |(my — mo)Q — (ne — ny)| < L
On note maintenant ¢ = m; — ms et p = ny — ny. On remarque que 0 < g < Q). O
Remarquons que si 6 € Z = pbh — q € Z. Donc soit gf — p = 0 et on a une approximation

exacte, soit |¢f — p| > 1 et on a donc une approximation mauvaise.

Corollaire

0 est rationnel <= ’9 — 1—7‘ < % posséde un nombre fini de solutions (p, q) avec pged(p, q) = 1.
q q

0 est irrationnel <= ‘6 — Z—)‘ < % posséde une infinité de solutions (p, q) avec pged(p, q) = 1.
q q

Preuve

Soient § = 2 et £ £ Q. Alors ‘0—2—9) = 2_2‘ _ lga—pb) > 1
b q ] q b ¢ bq bq .
On a donc un nombre fini de solutions et plus exactement 0 avec ¢ > b. Donc il ne reste plus

1 t b
> e en supposant que g > b.

que les solutions avec ¢ < b, ce qui donne un nombre fini de solutions.
1

Soit @ irrationnel, alors 0 < |¢160 — p1| < )

< 1 et donc |10 — p1| < 1 Ces p1 et ¢ existent
q1 p1
par Dirichlet.
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Choisissons @ >
1
Q2

Pk On applique encore Dirichlet et on trouve pg, g2 < Q2 tels que
q1v —p1

|q20 — po| < < |10 — p1]. On remarque qu’on va jamais retrouver une méme solution, (ps, g2) #

(pb Q1)-

Et on peut continuer jusqu’a l'infini : ()3 = !

|g20 — po|
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5 Théoréme de Liouville

Rappel

Dirichlet o € R\Q = Elz'nfg € Q tel que ’a —

1S
IA
Q

Théoréme 12. Liouville 1844
Soit a« € R un nombre algébrique de degré d > 2. Alors 3 une constante C = C(«) telle que

pour tous les p,q, on a |a — B’ > %.
q q

En d’autres termes, si o est algébrique, alors il n’est pas trés bien approrimable par g.

Corollaire

0= Z 10™™ = 0,1100010...010... est un nombre transcendant.

n=1
Preuve du Corollaire

Soit p; = 10107 " + -+ +1077") € Z et ¢; = 107" € Z. Alors :

‘9 L Pi| _qgrGH | 0-GR)Y
q;j
<1071 4107 41072 4 -
— 10~ U+L! 1
1 R
10
_ %(10‘]'!)j+1
< (10*ﬂ)j
1y 1 1
= (q; = - << —
(47 a; ¢y

Donc Liouville dit que pour tout C' et d, 6 ne peut pas étre algébrique de degré d. Donc 6 est

forcément transcendant.

Preuve du Théoréme

Soit P(«) € Z[a] le polynéme minimal de a. Notons deg(P) = d. On peut donc écrire P(«)
comme : P(a) = agz? + -+ - ayz + ag et pged( tous les a;) = 1.

Notons que pour g eqQ, P g # 0 car P est minimal. Si g était une racine de P, alors on
pourrait le factoriser par xr — g et on trouverait un autre polynéme dont le degré serait plus petit.

Montrons cela de maniére un peu plus concréte :
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Supposons que P (g) = 0 et notons P(x) = ¢ %aga®+---+¢ 'z +ae. Donc P(p) = P <§> = 0.

Soit Q(z) = f(_x;, alors deg(Q) < deg(P) et Q(qa) = car P(a) = 0. En plus, ¢?Q € Z[a] et
*Q(qa) =0 = Q(a) = 0 ot Q(a) = ¢*Q(qx). Tl ne faut pas oublier que deg(Q) < d. Cest OK.
Alors ¢%P (g) € Z\{0}, donc ‘qu (g)’ > 1, c’est a dire que ‘P (g)‘ > g~ ¢

D’autre part, 3¢ € [, g] (ou bien [g, a]) tel que P(a)—P <§) = P'(¢) (a — g) par le Théoréme
des accroissements finis.
Pl@)=0 = ‘P (g)] — |P'(€)] - ‘a . g] < maz |P(a)]- ‘a - B‘.

T a—1<z<a+l q

1
ot C(a) = D71

= <P () =lef 0 = |a-f]2 G
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6 7 est transcendant

Rappels d’Algébre 11

e Les nombres algébriques forment un sous-anneau de C.

e Le polynome P(xy, %2, - , y,) est symétrique si P(21, %2, -+, Tn) = P(To(1): To2), " To(n))-

e Les polynomes symétriques élémentaires sont : H()\ —x;) = A" — (T, @9, @) A"+
i=1

-+ (=1)"e,(x1, 22, ,z,) o les e; sont des polyndmes symétriques ou en particulier

€n =T1Tg Ty et eg =21 +To+ -+ .

e Théoréme fondamental. Si P est un polynome symétrique, alors 3Q € Zl[ty,- - ,t,] tel que

P(xzy, - ,x,) = Qer(x1, - yxpn), -+ ,en(x1,- - ,2,)). Voici un exemple :

P(x1,29) = 234+ 22. On an = 2 et P est bien symétrique. On remarque que P(z,7s) =
(71 + 22)? = 23179 = 1] — 2t = Q(t1, 12) pour Q(t1,12) = 17 — 21y,

Lemme

t
Soient f(z) = apa™ + -+ + ap avec a,, # 0 et deg(f) = m. Soit I(t) = / e f(x)dx =
0
intpge' " f(z)dz. Alors :

I(#)e! 3 F)0) =3 f2 )

j=0
i) [I(t)] < [tle maz]|f(z)]
z€(0,t]
Preuve du Lemme
i)
t
1) = / e f(z)dx
0

On intégre par parties

:et<
—f(t) + € £(0) et ' (x = ...

(Erm)

@)

g,
o
\_/

<
Il
o

MS <
\
3
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ii)
1(0)] < ltlmazle - | (x)

< Jt]el
< |tle gg[%f]!f(x)!

Théoréme 13. Lindeman 1882

T est transcendant.

Preuve du Théoréme de Lindeman
Supposons par I’absurde que 7 n’est pas transcendant. C’est donc un nombre algébrique et donc
d
im est un nombre algébrique aussi. Soit g le polynéme minimal de im que 'on note g(z) = Z ajxj
7=0

avec a; € Z.

Soit 6; = .

Soient 6,03, - - - , 6, les autres racines. Ces racines sont distinctes (car g est irréductible et que
I'on travaille dans C).

Notons que P := (1+¢)(14¢92) ... (1+€%%) = 0 car (1+e”) = (1+¢'™) = 0 par la définition
de 7.

P= Z efbfiteatatteaba oy o — () ou 1, ce qui nous fait 2% choix au total.

tous les choix

Soient aq, - - - , oy les choix tels que Z git; # 0.

Puisque ¢; = 0Vi est un choix possible, alors n < 2¢. Donc P = (2d — n) ed 4 e 4 ... e

Soit f(x) = aa?~'(x — a1)?--- (x — a,)? ol p est un nombre premier assez grand (que I'on
peut choisir). m := deg(f) = (n+ 1)p — 1.

Définissons I (q;) = /al e~ f(x)dw = intégration par parties = e " Z f(j)(O)—Z f9(a).

0 _

j=0 7=0

Alors :

|
@
Q
ko
]
~
<
~—~
=]
SN~—
|
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n m
(@) o) est un polynome symétrique en «q,--- ,a,, et aussi en a5, -+ ,a5¢ car et donc
’ d ) s Yd >

f sont tous des polynomes symétriques

Donc Z f9(o) = Q(eq, - - -, eq) & coefficients dans Z et e; est le i-éme polynome symétrique

elementalre dans aj',--- ,ay?. Ces polyndomes sont aussi symétriques en 6y, --- ,6; donc ¢a peut
aussi étre exprimé en polynomes symétriques élémentaires en 6; avec coefficients dans Z, mais les
polynomes symétriques élémentaires en 6; sont aussi les coefficients de g, donc des nombres entiers !

— Zf(] (o) € Z on on rappelle que f(z) = a}’x?(z — )P - -+ (¥ — @, )P et donc J € Z.
k.j
Sij < p, alors fU¥)(a;) = 0 (quand on remplace par oy dans f(x), alors il restera un facteur 0)

et si j > p, alors fU)(ay) est un nombre entier divisible par p!, on ce sera débarrassé de tous les
facteurs (x — ay).

Si j > p, alors fY9)(0) est un multiple de p.

Sij < p—1,alors f9(0) = 0 parce que I'on aura toujours un facteur z dans f.

Sij>p—1,alors fPD(0) = (p—1)!(ag)™(—=1)"(a; - - - v, )P et il n’est pas p si p > agaq - - -y,
il suffit alors de prendre p > 2¢ — n.

Notons que p { J parce que tous les termes de J sauf 1 sont divisibles par p. = J # 0 et en
plus (p — 1)!| J par notre disjonction de cas d’avant. = |J| > (p — 1)L

D’autre part :

Petit Lemme que 'on va utiliser :

ol < [ e f)|d
| <a>|</0 | f(2)] da
< laulmaz (e~ f(z)}

< maz || maz|f(z)|
x x

np—1

Bt maz |f(z)| < Z |b| ALLER CHERCHER CETTE LIGNE

] < laa] - e [f(oal)] -+ o] - el [ f(|aw])]
——

de degré np — 1
Puisque {ay, -+, a,} est fini, 3D tel que |f(|aq|)| < D™1Vi et 3C tel que max|a|el™!
(2

Et donc |J| < C'- D"~!. En mettant les deux inégalités que I'on a trouvé :

(p—1)! <|J| < C- D" 'V¥p premier, mais C et D sont finis

Et donc |J| est a la fois borné par C'- D"~ mais doit étre plus grand que (p—1)!, donc quand
p — 00, on a une contradiction.
Donc im est transcendant et donc 7 aussi. 0
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7 Applications aux équations diophantiennes

Exemple 1

22 4+ 1y? = 2% a une infinité de solutions. Par exemple tous les triplets de la forme z = m? — n?,

y = 2mn et = = m? + n? satisfont la premiére équation.

Exemple 2

y? = 23 4 ax + b est Péquation d’une courbe élliptique. C’est utile en cryptographie.

Exemple 3

Théoréme 14. Grand Théoreme de Fermat

" +y" = 2" n’a pas de solutions pour n > 3. La preuve a élé terminée par Wiles en 1994.

Quand Anders Karlsson s’est fait controlé a la douane, pour justifier qu’il est bien mathémati-
cien on lui a demandé s’il connait le Grand Théoréme de Fermat.
Par contre, il n’est pas connu si 2" + y*¥ = 2™ pour k,n,m > 3 a des solutions ou pas. Ce

probléme a été posé par Beal.

Exemple 4

Théoréme 15. Equation de Pell
22 —dy? =1,d € N et d # n? a une infinité de solutions. On montre cela avec des fractions

continues, en particulier la fraction continue de /d.

On va étudier les équations de la forme 2® — by® = m. Pour cela, on aura besoin une version

plus forte du Théoréme de Liouville.

Théoréme 16. Rath 1955 Soit a € R un nombre algébrique.
Alors Ye > 0, 3C = C(«, €) tel que |a — g‘ > q2% (on a2 eu lieu de o).

On ne va pas démontrer ce Théoréme.

Exemple 5

C’est un type de probléme qui pourrait tomber a I’examen.
Soit équation x® — by®> = m avec m, b € N. Est-ce qu'’il y a des solutions (x,y) € N*? Et est-ce
qu’il y a une infinité de solutions ?

Remarquons que (a — ¢)(a® + ac + ) = a® + a*c — a*c + ac® — ac® — ¢
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3

- by =m < w— = ﬁg
y? Y
2

— —b3> ( +° b3 +b3> %

- 1

Toute solution (z,y) satisfait g —b3| < % 7

b3

Mais selon Roth, o = V/b et £ = 1 par exemple on a : L > _c
2 y Y2+

Et quand y — oo, on obtient une contradiction puisque . Donc I'équation n’admet

>
y2+1/2 — yS
que un nombre fini de solutions. ([l
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8 L’analogie entre les entiers et les polynémes

8.1 Introduction

Les entiers sont représentés par N et Z et on les opérations +, —, X et la division Euclidienne :
p = gb+ r. L’équivalent dans les polynomes est Cl[i] avec les opérations +, —, x et la division

polynomiale.

Dans les entiers, on a la factorisation en nombres premiers : p = pr et de méme, on peut
=1

factoriser chaque polynoéme en de la maniére suivante : P(z) = C - H x—r)?

Toutes ces choses sont assez simples, mais on peut aller bien plus lom dans I'analyse.

8.2 Grand Théoréme de Fermat

Théoréme 17. o + y? = 2P et p > 3 n'a pas de solutions dans Z\{0}

Quelle analogie peut-on trouver dans les polynomes ?

Pour p = 1, on peut prendre X (t) = t?+1, Y (t) =5et Z(t) = t*+6 et on a X (1) +Y (t) = Z(¢).
De méme pour p =2, on a (t2 — 1)* + (2t)? = (£* + 1)?

Pour p > 3, soient x = z(t), y = y(t) et z = z(t) des polynomes qui ne sont pas constants et
tous premiers entre eux tels que z? + y? = 2P.

Comme on utilise les polynémes, on peut utiliser un outil qui n’existe pas dans les entiers : la

dérivation. Et en dérivant, on obtient : p-2P~ 1/ +p-yP~ly = p- 2P~y = 2P la/ 4Pty = P71

2P 4 yP = zP
praP Tt 4 pyt Ty =pe (1)
xp—lx/_'_yp 1y/ _ Zp—lz/

On prend maintenant 3’ - (1) —y - (2) :
aPy + Py — gl — gy = 2Py -y
2~ (zy —ya') = 272y — )

Puisque pgcd(z, z) = 1, alors 2P~ | 2/ — y2'.

Soit zy' = yz/, soit aP divise 'vraiment’ zy' — yz’

e Cas 1: zy =y2
y'z—2y

/
Ce cas la n’est pas possible. Comparons (g) =

= 0 donc L4 est une constante ce
z

qui contredit pged(y, z) = 1.
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e Cas 2 : 2P divise 'vraiment’ zy' — yz’
Alors (p — 1) - deg(z) = deg (zP7') < deg(z'y — yz') < deg(z) + deg(y) — 1 et en ajoutant
deg(z) de chaque coté, on obtient p - deg(x) < deg(x) + deg(y) + deg(z) — 1 et notons
A = deg(x) + deg(y) + deg(z)
Par symétrie des roles de x,y et z, on peut juste les permuter et obtenir de la méme maniére
p-deg(y) < A—1et p-deg(z) < A—1. En combinant maintenant les 3 inégalités, on obtient
p(deg(x) + deg(y) + deg(z)) <3A—-3 — pA<3A-3 = p<2

On a donc démontré le Grand Théoréme de Fermat pour les polynomes qui s’intitule de la

maniére suivante :

Théoréme 18. Pourp > 3, il n’y a pas de polynéomes x,y, z € C[i] non-constants et premiers

entre euz tels que xP + yP = 2P.

8.3 Théoréme ABC pour CJt]

La technique de preuve semble étre plus générale. Essayons. Soient a, b, ¢ des polynomes dans
C[t] non constants et premiers entre eux tels que a + b = c¢. En prenant la dérivée, on a que

a + b = est vrai aussi. On a alors :

(o ) (1) =€y

Ar = b <= z = A7'b. On essaye A(t) :=

a v v

ab’ — a'b # 0 car pgcd(a,b) = 1.
Supposons que (t — «)¢|a ol e est maximal. Alors :

= (t—a)|d
= (t—a) ' A(t)
= (t—a) AR — )
= a®)[A®W) J] (t-a)

« tel que
a(a)=0

De méme pour b et ¢

= at)b)e(t) AW [ t-a)()
b0

Noter que par les formules de A (le Wronksien) :
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deg(a) + deg(b) — 1
deg(A) = { deg(a) + deg(c) — 1
deg(b) + deg(c) — 1

Donc par (x) :

deg(abc) < deg(A)+ deg H (t—«)
«a tel que
abe(a)=0

no(abc)=+# racin;s,distinctes de abe
= deg(a) + deg(b) + deg(c) < deg(a) + deg(b) — 1 + no(abc)
= deg(c) < no(abc) — 1
On fait la méme chose pour deg(b) et deg(a) :

= deg(b) < mo(abe) — 1
= deg(a) < no(abc) — 1

On vient alors de démontrer le Théoréme suivant :

Théoréme 19. Mason Statters ~ 1980

Soient a,b,c € C[t] des polyndmes non constants premiers entre euz tels que a +b = c.

Alors :

max {deg(a), deg(b),deg(c)} < no(abc) — 1

Remarque
C’est assez étonnant puisque 19(p) < deg(p). Par exemple, deg ((t —2)'°°%) = 1000 mais
mo (¢ —2)1%) = 1.

Exemples
) (2 =12+ (2t)2 = (*+ 1)~
max(deg) = 4 et # racines = 2+ 1+ 2 =5. OK
2) t"+1=1t"+1
maz(deg) =n et o)1 +04+n =n+ 1. OK
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3) 16t + (t+1)3(t—3) = (t+3)(t —1)®
maz(deg) =4 et n=1+2+2=5. OK

Considérons Az* + By™ = C2" avec A, B,C € C et 2,7y, z € C[t] des polynémes non constants
N N
a b C
premiers entre eux. Alors a, b, ¢ sont aussi non constants et premiers entre eux. Alors :

deg (Axk) <o (ABkaymz”) -1
Théoréme ABC = ¢ deg (By™) < no (ABCzFy™z") — 1
deg (Cz") < mo (ABCxrymz") — 1

Notons que :

deg(Az*) = deg(x)
mo(Aa®) = no(x) < deg(x)
mo(z*y™2") = no(x) + no(y) + no(2)

Car z,y, z sont premiers entre eux et donc :

kdeg(z) < deg(z) + deg(y) + deg(z) — 1
= § mdeg(y) < deg(x) + deg(y) + deg(z) — 1
ndeg(z) < deg(z) + deg(y) + deg(z) — 1

La somme des inégalités nous donne alors :

kdeg(x) + mdeg(y) + ndeg(z) < 3 (deg(z) + deg(y) + deg(z)) — 3
— (k —3)deg(x) + (m — 3)deg(y) + (n — 3)deg(z) < —3

Puisque deg(x), deg(y), deg(z) > 1, alors au moins un des k, m,n > 2.

Corollaire

L’équation Axz* + By™ = Cz" avec A, B,C € C et k,m,n > 3 n’a aucune solution dans C[t]
avec x,y, z non constants premiers entre eux.
Remarque

Pour x,y, 2 € Z\{0}, ¥ +y™ = 2" et k,m,n > 3. Est-ce qu’il y a des solutions? On ne le sait
pas. C’est une question qui donne le prix Beal et 1M$
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ABC pour les entiers

Le probléme pour les entiers, c’est qu’il n’y a pas de dérivée.

d . C .
Essayons d—p(mpk) = kmp®~!. Mais ce n’est pas linéaire.
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9 L’idée de fonctions génératrices

Le concept de fonctions génératrices en Théorie des nombres et une idée importante.

Fonctions génératrices

On veut étudier les suites de nombres {a, }>° ,, par exemple les nombres premiers ou les solutions
dans [Fyn.
Il y a plusieurs maniéres de définir les fonctions génératrices :

o0

e La maniére standard, sous la forme de séries entiéres : E ant"

n=0
oo
. ., . . t"
e Fonction génératrice exponentielle : g an—
n:
n=0

nS

oo
Séries de Dirichlet : Z an
n=1

o0
Séries génératrices de Dirichlet : E —
a

n
n=0

[ee]
Séries theta : Z g~ant

n=0

On étudie cette fonction et grace a ¢a on comprend mieux la suite {a,}.

Exemple de série importante

a, = 1Vn. Alors f(t) = Zl =1t 4= % qui est défini pour tout ¢ € C\{1}.
n=0

On dit que % est le prolongement analytique de f, et il est unique!

Pour calculer f(2), on prend juste le prolongement analytique et donc f(2) = flg =—1.

Analogie entre le monde discret et les fonctions.

e {a,} > f:R—=>R

e a: NtoR avec a,, = 0 pour m < 0. On associe alors A(T) = ZanT” et donc le monde des
n=0

fonctions, cela correspond a F(w) = / f(k)e tdt
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Ap—k — i (ln_ka = i an_ka
n=0 n=k
= i amT™
m=0
=TFA(T)

Avec cela, on peut transformer une équation différentielle en une équation algébrique.

k
Dans les fonctions, cela correspond a %f(t) — (iw)*F(w). Et comme ¢a, on transforme une

équation algébrique en une équation différentielle.

Exemple de fonction génératrice

. . . Fo=0,F =1 .
Les nombres de Fibonacci sont définis par . Les premiers nombres
F, = n71+Fn72>n22

de Fibonacci sont 0,1,1,2,3,5,8,13,23, ...
Prenons a,, = F,, alors F(x) = Z EF,a"
n=0

F(z)=Fy+ e+ Y (Fu+ F0)T"

n=2
=x+aF + 2°F
1
— Flz)= ——
() 1—2— 22
. x
(1 —-az)(1 — asx)
1++v5
avec o = f
2
1 1
— o — Qa2 Qo — a1
11—z 1—asx
1 1
e DL L D DL
— [, = of oy

Q1] — Q2 Qg — Q1

N AN AT AN
5 2 NG 2

9.1 Partitions

Soit n € N et soit p(n) = nombre de maniéres d’écrire n comme une somme (pas forcément

ordonnée).
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Exemple
e p(0)=0
e p(1)=1

p2)=2:2=1+1

p(3)=3:3=2+1=1+1+1

p4)=5:4=34+1=2+4+2=24+1+1=1+1+1+1
e p(12) =77

e p(22) = 1002

Proposition
o0 o0 1
n __
Y =1l
n=0 k=1
Preuve
o0
H r v v ot
1—gk  1-2 1-—22 1—23
k=1

=(l4+z+2>+-)- I+ +2*+-)- 142" +2"+) -
=1+1-2+2-2°4+3-2°+- +pn)a"+ -

Soit A C N. Soit pa(n) = nombre de facons d’écrire n comme somme d’éléments de A.

Exemples
o A={2,3}, alors pa(4) =1lcar4d =2+2

o A= {impairs} = {1,3,5,...} Pimpaire(D) =3 car5=5=3+1+1=14+14+1+1+1 Méme

preuve : » pa(k)a" = [ 1_1xa

n=0 acA

Interprétation :

H(l + k) = Z apx"

k=1 n=0
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Mais quelle série est-ce que 'on obtient 7 Regardons les premiers termes de cette série :

[[a+a5=0+2)-Q+2%)-(1+2%)--
k=1
=1l+a+2"+22"+ 22" +32° + -

On remarque que 'on ne peut utiliser chaque puissance qu’une seule fois. Alors ici, a, =

p4f(n) = nombre de maniéres d’écrire n comme somme de nombres distincts.

Théoréme 20.
pdlﬁ(n> = pimpair(n) vn

Preuve du Théoréme

o
On veut montrer que H x% - H (1+x)"

D’une part :

Hl—i—:c [[a-=m=]]a+2") (-2
=111 —-2*)

D’autre part :

Hl—a: H ) =(1—2)1—2H)(1 —2%) -

n=1
ﬁ 1—a")

Combinons maintenant ces deux égalités que 1'on a obtenu :
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[T0 -2 =[]+« [0 -
n=1 n=1 n=1
=[Ja+=" ] -2 ] -2
n=1 n=1 n=1
= J[a+a") [Ja -2 =1
n=1 n=1
0 - 1
= 11(1 +4") = g
- 1 — g2n—1
n=1
0
Un Théoréme un peu plus profond :
Théoréme 21. Théoreme d’Euler
19 19 k‘(3k‘ + 1)
[[a-am= 3 (1
n=1 k=—o00

Pour remarque cette égalité, Euler a du calculer 50 termes du produit de gauche.

Remarque

On chercher toujours une formule pour (J[7~,(1 — z"))* pour k > 1.

Regardons ce que ¢a donne pour différents k :

[o.¢]
k = —1 c’est ce que l'on vient de faire, c’est égal a Zp(n)m”
n=0

k =1 Euler a trouvé que c’est les nombres pentagonaux

k = 3 Jacobi

k = 10 Winquist

k = 24 Ramanujan

La dimension du groupe de Lie simple
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10 Fonctions génératrices

10.1 Formule de sommation de Poisson

Théoréme 22. Soit f € C*(R) telle que |f(x)|, | f'(x)| et | f"(x)] < 1+Czc|2 pour une certaine

constante C. Alors :

Z f .I-'-TL Z f p2mine
et en particulier pour =0 : S, f(n)= S f(n) ot f(w / f(z)e ™ dy
10.2 Preuve du Théoréme
Soit F(z Z f(z+mn) la périodification. F'(x) converge absolument et uniformément grace

n=—oo

aux hypothéses sur f, et donc F est aussi C?(R). Notons que :

Flr+1) = Zf$+1+n fo+m F(x)

o

A

donc on peut développer F' avec les séries de Fourier, donc F(z) = Z EF(m)e*™™ ou F(m) =

n=—oo

1 o0
/ - Z f(z +n)e ™ *dz. Regardons plus précisément ce que vaut F'(m) :
0

F(m) = / — Z f(x 4+ n)e ™Mo dy

= Z / fx—l—n —27rzma;dx

_ Z / f —27rzm(y n) y
— Z / f —27rzmy 27szn dy
_ Z / f 727szy dy

- / F)e iy = fim)

Donc i flx+n)=F(zx)= i F(m)e*™™ et si z = 0, alors i f(n) = i f(m

n=—oo m=—00 n=—oo m=—00
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Exemple

2
—X
flz) = \/iite?. On appelle cette fonction la loi Gaussienne, la loi normale ou encore le
7i
noyau de chaleur sur R.

Le Théoréme de Poissons nous dit que :

1 [ee] —-n e o]
Z —_— Z 2,2
e 4t — 6—47'(' n<t
dmt n=-—oo n=-—oo (*)

On fait le changement g(y) = e ™" — G(w) = e ™.
: _ S —7kt? _ L 1 —
Soit O(t) = nzz_ooe , alors (%) = \/EG) (t) O(t).

o (x) = C(1—5)~(s).

e (x) = laloi de réciprocité quadratique. On applique (x) at = ¢ + il et quand 70, alors

1 . .p
P

10.3 La fonction ©

Soit O(z,7) = 3. €27 . 2% ayec z € Cet 7 € H= {2z € C|Im(z) > 0}.

n=—oo

. cn 2 2 .
© est convergente car si Im(7) = to > 0, alors on remarque que |™""7 mn Re(ir)

trés vite.

.2
=e = e ™ M0r()

Proposition
On a:
a) O(z+1,7) =0(2,7)
b) O(z +7,7) = O(z,7)e ™7 . ¢~
c) Siz= % + g +n + m7 avec n,m € Z, alors O(z,7) =0

Preuve de la Proposition

a) Cest clair puisque e?™m(z+l) = g2minz . g2min | _ g2minz
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b)

o0

2.

n=—0oo

epiinzz 2min(z+T1)

O(z+7,7) e

o

2.

n=—0oo

i <€7ri(n+1)2

n=—0oo

i(n?4+2n)71 eQﬂinz

T —TT

e ) ) (e2m‘(n+1)

. 2 . _ . _ .
emm 7'627r7,mze 71'17'6 2miz

¢) En connaissant les propriétés a) et b), il suffit de vérifier que © (

oo i (1+T>
1 ) min| —+—=
S (5 +%,T> = Z e e 22
n=—o00
On a que €™ = —1 et on sépare le n? en deux parties
oo
_ Z (_1)ne7ri(n2+n)7
n=—00

n, mi

Pour n > 0 on a (—1)" ()7 = 0,1,2,3, -

z6727riz)
1
5 + %,T) =0:

Pour n < 0, on change de variable :

n = —m — 1 avec m > 0. Et donc quand m = 0,1,2,3,---, alors n = —1, -2, -3, —4,---.

Regardons ce que ¢a donne avec m :

(=1

m—1 ﬂi((—m—l)Q—m—l)T _ 7ri(m2+2m

e

—(-1)™ e

(=1

Donc ces termes d’annulent deux a deux et donc la somme © ( 5

Encore une utilité de ©

Soit 0(q) = i ¢" . Regardons (6(q))

n=—0oo
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O@)?= > ¢ > ¢

n1=—00 n2=—00
24 .2
_ § ni+n
— q 1 2
ni,n2
o)
m
= Y ra(m)g
m=nj+ns =0

ot 9(m) est le nombre de fagons d’écrire n comme somme de deux carrés, 72(5) = (£1)?+(£2)% =
(2)2 4 (£1)2

De méme, on peut écrire (6(q))? = rq(n)q". Soit ¢ = €™ avec T € H. Alors 6(q) = ©(0, 7) par

107

définition.
Poisson nous dit que © (z, —%) = %67”'7-'22@(27', 7). On a une symétrie par rapport a 6.
= r9(n) = 4(dy(n) — ds(n)) ot di(n) est le nombre de diviseurs de n de la forme 4k + 1 et

ds(n) est le nombre de diviseurs de n de la forme 4k + 3.

Exemple

n =5, les seuls diviseurs de 5 sont 1 et 5, alors di(5) = 2 et d3(5) = 0. Et donc r5(5) =4-2 = 8.
n = 6, on trouve que d;(6) = 1 et ds3(6) = 1. Alors r(6) =4 - (1 — 1) = 0. Donc on voit bien

qu’il y a en effet aucun moyen d’écrire 6 comme somme de deux carrés.
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