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Topologie générale Unige

Introduction

Continuité en général :

Pour une fonction f : X —Y

f est continue en un point z si Ve > 0, 30 > 0 tel que si y est § proche de x, alors f(y) sera
proche de f(z)

Pour cela, il nous faut une métrique dans chacun des ensembles X et Y.

Dans certains cas, les métriques seront équivalentes, mais pas toujours.

On va regarder les invariants des espaces par continuité.
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Topologie générale Unige

1 Espaces topologique. Ouverts et fermés
Définition

Soit X un ensemble. Une topologie sur X est une famille de sous-ensembles de X (appelés les

ouverts) qui satisfont trois conditions :

e 1) 0, X sont dans T
e 2) Toute union des éléments de T est de nouveau un élément de 7.

e 3) Toute intersection d’un nombre fini d’éléments de 7 est aussi un élément de T

Remarques

e 7 peut étre finie ou infinie, dénombrable ou non.

e Sur un ensemble X, on peut définir & priori plusieurs topologies, si | X| > 1.

Exemples
e 1) X quelconque Ty = {X, 0} la topologie triviale.

e 2) X quelconque Tgisc = P(X) = tous les sous-ensembles de X.

e 3) X = R” muni de la métrique euclidienne : dy(z,y) = Z(a:l —y;)? avec x,y € R”
i=1

Topologie standard sur R™ :

T ={U CR"|Vz € U 30 > 0 tel que U D By,(z,8)} = tous les sous-ensembles U C R tel

que chaque point de U est contenu dans U avec une petite boule ouverte autour de lui.

Montrons que c’est bien une topologie :

— 1)
mathbbR™, () € Tg
— ii) Supposons que x € U U; Alors, 30 tel que |JU; D B(z,d)

= dz tel que x € U; = 39 tel que B(x,d) D U; car U; ouverts.
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— iii) Vérifions la condition puor les intersections finies :
relUn---NU, = Vi=1--- nxelU = §,Vitel que B(z,9;) D U; si

0 < mind
1<i<n

Alors B(z,d) C ﬂ Uiy = ﬂ U; est aussi un ouvert.
i=1 i=1
e X quelconque 7y = {U C P(X) : X\U est fini }

Remarque

Tr = Taise <= |X| < 00

Définition

Soient 77 et 75 deux topologies sur un ensemble X.

On dit que 77 est plus fine que 75 si 71 D T

C’est une relation d’ordre partiel sur 'ensemble des topologies sur X.
Exemples

e 1) Voir remarque précédente

b 2) Sur Rn’ 7;7"1'11 g 7} g 7;'5 g 7:iisc

Plus généralement, V7 surVX : Toiw € T C Taise

Pour | X| > 1, au moins une des deux inclusions est stricte.

Remarques

e Il suffit de demander, dans la condition iii) que YU;,Uy € T, Uy NUs € T iil’)
En effet, si la condition est vérifiée pour les couples Uy, Uy € T, alors Vn > 2

Un--NU, = (U, N0)NUsN--NUp= (- (U NTe)NUs) -+ )N U,) € T par iit')

e 2) La condition iii) n’est en général pas vérifiée sur les intersections infinies !
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Exemple

11
U, = (_ﬁ’ﬁ) € T

Toutes les intersections finies des U,, sont des intervalles ouverts et donc € Ty

Mais ﬂ Up,=1{0} & Tx

n>1
Définition
Soit (X, 7T) un espace topologique.
Un sous-ensemble F' C X est dit fermé si X\F € T
(Voir un exo Série 1 qui montre que 'on peut définir un espace topologique a partir des fermés
en modifiant les axiomes)

Nota Bene!

Fermé-ouvert n’est pas une dichotomie!!!

e On peut avoir des sous-ensembles a la fois fermeés et ouverts : X, 0, VA, € P(X) dans T.

e On peut avoir des sous-ensembles qui ne sont ni ouverts, ni fermés, par exemple (0, 1] dans
Tst

Définition

Soit (X, 7T) un espace topologique.

Pour un point € X, un sous-ensemble N C P(X) est un voisinage de z s'il existe un ouvert
UeT telquexeUCN
Définition

(X, T) un espace topologique. Soit A C X. On définit A° l'intérieur de A :

A°={x € A : A est un voisinage de x}

Exemple

A =10,1], alors A° = (0,1)
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Proposition 1
e 1)A°CA

e 2) VA, A° est ouvert.

Preuve

e 1) Trivial par la définition de A°
o 2)Vx € A°, U, € T tel que U, C A° (on réécrit la définition de A° et la définition d'un
voisinage)

Mais maintenant, Yy € U,, y appartient a A avec 'ouvert U, 3 y. Donc, A est un voisinage

de y. Donc U, C A°
Donc Vx € A°, U, C A°

Alors A° = U U, par axiome (ii), A° est un ouvert.
x€A

Définition
(X, T) un espace topologique, A C X

On note A I'adhérence de A.
A = {z € X|X\A nest pas un voisinage de z}

Proposition 2
e 1) AC A

e 2) VA, A est fermé

Exemples

e 1)[0,1] =10,1]

e 2)(0,1)=[0,1]
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Preuve de la Proposition 2

e 1) Clairement, A C Acara € A, a ¢ X\A et donc X\ A ne peut pas étre un voisinage de a.

e 2) On montre que X\ A est ouvert
X\A = {z € X|X\A est un voisinage de z} = (X\A)“*

Donc par la Proposition 1, X \Z est un ouvert = A est un fermé

Nota Bene!

X\A = (X\A°)( exo 6 série 1)

Théoréme 1
(X, T) un espace topologique.
e 1) AC X est un ouvert de 7 si et seulement si A = A°

e 2)A C X est un fermé de 7T si et seulement si A = A

Preuve Théoréme 1

e 1) < par Proposition 1 = Soit A est ouvert. En particulier, il est lui-méme un voisinage

de tout point & l'intérieur de A :

Rappel

X D N est un voisinage d’un point x s’il existe U € T tel que x € U C N

Dans la situation ou A C X est un ouvert et x € A, on prend U = A dans cette définition et

on a que A est un voisinage de tout z € A
Cela montre que A C A°. D’autre part, A° C A par Proposition 1.

Donc A = A°
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e 2) < par Proposition 2

—> Soit A un fermé. Alors X\ A est un ouvert = X\A = (X\A)° par Proposition 1

Mais (X\A)° = X\A = X\A=X\A = A=14

Corrolaire 1

o 1) (A°)° = A°

«2) (A) =7

Définition

(X,T) un espace topologique, A C X 94 = A\A°

bord de A

Corrolaire 2

Etant donné A C X, on a :

X =AU0AL(X\A)° =AU (X\A)P° =A°UX\A

9A = O(X\A)

Remarque

O0A peut contenir des points de A et des points de X'\ A

Exemple

A=1[0,1) C (R, T&)

A°=(0,1),A=0,1],0A = {0,1}

Définition

A C X est dense dans X si A = X

Dans d’autre termes, X\A = = (X\A)° = (), ce qui veut dire que X\ A ne contient aucun

ouvert de 7 <= tout ouvert de 7 contient au moins un point de A

9/ 72



Topologie générale Unige

On a également :

A est dense si et seulement si X = A° LI JA (Corrolaire 2)

Exemple

Q C (R, 7. Alors Q est dense (vu en Analyse 1. Tout intervalle ouvert contient un rationnel)
De plus, Q° = ()

Prenons 0 £ U € Ty

e >0, zeUtelque (x —ec,x+e)CU

On sait que (x — €,z + ¢) est non-denombrable et Q est dénombrable

= U contient nécessairement des points de R\Q = U ¢ Q = Q° =)
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2 Sous-espaces. Bases de topologies
Définition

(X, T) un espace topologique. Soit Y C X
On définit une topologie sur Y que 'on appelle la topologie induite par la topologie T, Ty en

prenant :

Ty ={UnY|UeT)

(Y, Ty), Y muni de la topologie induite 7y est dit un sous-espace de (X, 7T)

Il faut voir que 7Ty est bien une topologie.
e )D=0NY,Y=XNY = 0,YeTy

o ii) Soit (U)a C Ty

Alors | JU, = JUanY = (| JU.)NY € Ty avec (Ua)a € T

€T

e iii) ﬁUi’:
i=1

n
= 1=

(U;,NY) = (ﬂm) NY = (Ul €Ty avec U; € T

=1 =1
€T

1

Exemples
.« 1) (X,7) = (R T2
Y =[0,00) avec Ty Soit A =[0,1) Dans T, A n’est ni ouvert, ni fermé.
Par contre, A = [0, 1) est ouvert dans 7y car A = (—1,1)NY

E€Tst
Y\A = [1,00) ¢ Ty car on ne peut pas écrire [1,00) comme une intersection Y N U avec

UeT

Donc A n’est pas fermé dans Ty

e 2) (X,7)=R,Ty) Y =(—00,1) et A=[0,1)
Y\A = (—00,0) € Ty car Y\A =Y'N(—00,0)
€Tst
= A est fermé dans Ty~
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Par contre, A n’est pas ouvert dans 7Ty~ car on ne peut pas écrire [0, 1) comme une intersection

d’un ouvert de T avec (—oo, 1)

©3) (X, T)=(R,To) Y"=1[0,1)

Alors A =[0,1) est fermé et ouvert dans Ty~

Exemple

R™™ > Bg,(0,1) la boule ouvert centrée en zéro de rayon 1.
B(0,1) ={z e R"™ : ||z]]s < 1} = {z € R"™ : dy(0,x) < 1}
0B5(0,1) = S™ la sphére de dimension n C R™!

En particulier, S* = le cercle unité.

On peut considérer les boules et les sphéres avec la topologie induite par 7, sur R**!

Proposition 1

Soit (X, 7)) un espace topologique, (Y, 7y ) un sous-espace et A C X
Any Y cd ny
De plus , si A C Y, alors c’est une égalité.

Remarque
En général, ce n’est pas une égalité :
Par exemple, pour X = [—1,1], Y =[0,1], A=[-1,0,)
ANY =0 = AnY " =0
Mais A = [~1,0] et donc ANY = {0} # ()
Preuve de la Proposition 1
Pas dans le cours, mais elle se trouve dans le livre "Introduction to Topology" de Th.Gamelin
dans le chapitre 2.
Définition
Soit (X, 7T) un espace topologique B C T est une base de la topologie 7 si VU € T, U est une

union d’élémetnts de B.
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Exemple
Soit (X, Taisc) €t B = ({z})zeex = {A € P(X)||A| = 1}
7:1isc = P(X)

Remarque

Par convention, () s’obtient comme une union sur une famille vide.

Exemple

{Bg,(x.r)|z € R",r > 0} est une base de Ty sur R"

Théoréme 1

Soit X un ensemble. Une famille de sous-ensembles B C P(X) est une base topologique sur X

si et seulement si :

ol)X:Ub

beB
e 2)VB,Bye BYr € BIN By, b€ Btel que x € b C By N By
Preuve

= Soient 7 une topologie sur X et B une base de 7. A voir : B satisfait les points 1) et 2)

du Théoréme 1 :
e 1) est vrai par définition d'une base car X € T

e 2) Bune base =— B C T,donc VB;,By € B,ona BN By € T = B; N By est une
union d’éléments de B, et donc Vo € By N By, db € B tel que x € B

<= Soit B C P(X) satifaisant 1) et 2)

On définit 7 = U € P(X)|U une union d’éléments de B} et vérifie que 7 est bien une
topologie sur X.

On vérifie les 3 axiomes d’une topologie :

e i) () est une union vide par convention.

X € T par la condition 1) du Théoréme 1
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e ii) Une union d’éléments de B est une union d’éléments de B

e iii) Soient U;,Uy € T. A voir : Uy NUy; € T.

U, = U B;, Uy = UBj avec B; et B; des éléments de B.

j
i J ,J
Par 2), Vi,j,Vo € B,NB;,3B, € B tel que x € B C B;N B;

Alors B, N B; = U B, € T par définition de T

Z‘EBl‘ﬂBj

Nota Bene!

Une maniére de comprendre le Théoréme 1 est qu'une base détermine une topologie sur X.
(Par contre, une topologie peut admettre des bases différentes)
On peut aussi comparer des topologies différentes sur X a l'aide des bases, voir Série 3.
On peut aussi parler de sous-bases :
Définition
Soit (X,7) un espace topologique & C T est une sous-base de T si 'ensemble de toutes les
intersections finies d’éléments de S est une base de 7.

Exemples

e Pour X un ensemble quelconque :
{X\{z}|z € X} est une sous-base de la topologie Tg, sur X.

— exo dans la série 3.
e Toute base est aussi une sous-base (trivialement)

e S={(—00,a)la € R}U{(b,00)|b € R} est une sous-base de Ty sur R.
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Corollaire du Théoréme 1

Soit X un ensemble, S C P(X) est une sous-base d'une topologie sur X si et seulement si

x=Ju

Ues
Preuve

= Si 7T est une topologie sur X et S une sous-base de 7, alors tout ouvert dans 7 est une
union des intersections finies d’éléments de S.

En particulier, tout élément de X appartient a au moins un élément de S, — X = U U
ves

= Soit § C P(X) tel que X = | J U.

ves
Posons B — l’ensemble de toutes les intersections finies d’éléments de S.

Il suffit de vérifier que B est une base : on le fait en vérifiant que B satisfait les conditions 1)

et 2) du Théoréme 1 :

o 1)estvériﬁéecarX:UUetU€S == UeB
Ues

e 2) Soient By, By € B des intersections finies d’éléments de S, donc B; = ﬂ U, et Uy = ﬂ U;
iel jeJ
avec les U; et les U; des éléments de S et ||, |J| < oo

Alors By N By = ﬂ U;N ﬂ U, une intersection d’un nombre fini d’éléments de S
iel jeJ

Donc B1 ﬂBQ =B

En particulier, Vx € By N By, on peut prendre B, = B; N By € B et 2) est satisafait.

Proposition

Soit X un ensemble. Etant donné S C P(X) une sous-base de topologie, la topologie 7, détermi-

née par S sur X est la topologie la moins fine contenant S, c’est a dire 7s = ﬂ T
DS8,T une topologie sur X

Preuve

Ts = N

T une topologie sur X,7DOS
D évident car Ts est une topologie sur X et S C T
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C:Avoir:U€7fg:>U€ﬂ

To8
C’est a dire VT topologie sur X tel que T DS, U € T.

Soit 7 une telle topologie sur X. U € Ts = U est une union des intersections finies de S.

Mais § C T et donc U € T par axiomes (ii) et (iii) de topologie T
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3 Applications continues. Homéomorphismes
Définition

Soient (X, T), (X', T") deux espaces topologiques.
f X — X' est une application continue entre I’espace topologique (X, 7T) vers I'espace topo-

logique (X', 7")siVU € T et f~Y(U) e T

Proposition 1

f:X — X' et g: X' — X" deux applications continues entre (X, 7), (X', T") et (X', T"),
(X", T") respectivement, alors go f : X — X" est une fonction continue de (X, T) vers (X", T")

Démonstration. Prenons X" D U" € T"
(go /Y HU") = f g N U ) € T car f est continue.
——

CX',eT’ car g est continue

Proposition 2

f: X — X’ est continue entre (X, 7T) et (X', X”) si et seulement si V F’ C X' fermée pour 77,
f~YF) C X fermé pour T.

Exercice dans la série 3.

Exemples

e 1) Id, sur (X,7) est continue.

Plus généralement, si 7,7’ sont deux topologies sur X et on considére Id, : (X,7) —

(X, T"), alors Id, est continue si et seulement si 7 O T’

= T'CT

Soit ' e T, Id;(UY=U'e€eT' CcT = U T

—

Soit U’ € T Id, continue = U’ = Id;*(U') € T Donc T' C T

e 2)a) f: (X, Tus) — (X', T") est continue quelque soit X, X', 7' car tout sous-ensemble de

X est ouvert dans Tg;sc
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b) f: (X, T) — (Y, Tirin) est continue quelque soit X, Y, T car f~1(0) =0 et f71(Y) =X

(0 et Y sont les seuls ouverts de Tip)
° 3)

— a) Soit (X, 7) un espace topologique, Y C X. On considére Y avec la topologie induite
Ty et (Y, Ty) un sous-espace topologique de (X, 7).
Y — X

Alors ¢ : inclusion est continue de (Y, 7y) dans (X, 7))
yeY — yeX

En effet, soit U € T, .™Y(U) = U NY € Ty par définition de la topologie induite.
—b) f:(X,T)— (X', T') continue
Soit Y C X.
Alors fly : Y — X' est continue comme application de (Y, Ty) vers (X', T")
fly f o L

Y —-X X-—=sX Y - X

Alors f|y est continue par la Proposition 1.
—¢) [:(X,T)—= (X', T") continue. Soit Y" C X’ tel que f(X) C Y’
Alors la restriction f: (X,7) — (Y’, Ty+) est continue.

En effet, U € Ty, alors U = U NY' avec U € T’ par la définition de la topologie

induite.

YUY =L UNY) =2 U)N YY) = fY(U) € T car f est continue de (X, T)
=X

vers (X', T")

e 4) On aimerait dire qu’une fonction continue d’une variable réelle est aussi un exemple d’une

application continue !

Rappel continuité

f : R — R une fonction réelle d'une variable réelle est continue si elle est continue en tout
point x € R.

Pour z € R, f est continue en z si Ve > 0,36 > 0 tel que si z € (x — §,x + §), alors

fly) € (f(z) —e, f(x) +2).
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Remarque

La définition "analytique" de continuité est une définition "locale", définie en un point .

Théoréme 1

Soient (X, T), (X', T") deux espaces topologiques.
[ (X, T)— (X', T") est continue si et seulement si f est continue en tout point, c’est a dire,

Vz € X, pour tout voisinage N de f(z), la préimage f~(IN) est un voisinage de x dans X.

Exemple

On revient a 'exemple 4) et on vérifie que si f : R — R est une fonction continue au sens usuel,
alors f satisfait la condition du Théoréme 1 avec T, sur R.

Soit f : R — R une fonction continue. Soit z € R.

A voir : V voisinage N de f(x). f~'(N) est une voisinage de z.

"f~1(N) est un voisinage de z"<= 3§ tel que f~'(N) D (z — 6,z + J) par la définition de Ty
sur R.

Mais on sait que NN est un vosinage de f(z), ce qui veut dire que pour N,3e > 0 tel que
(f(z) —e f(x) +e) CN.

On applique le fait que f est une fonction contiue. (1)

Prenons N un voisinage quelconque de f(z) — ¢ (1)

car f est une fonction continue, pour ce €,36 tel que si x € (x — d,x + §), alors f(y) €
(f(z) =& f(z) +¢)

Cela veut dire exactement que f~1(N) D (z — 6,7 + 9)

Ce qui veut dire exactement que f~(N) est un voisinage de z.

Ainsi, par le Théoréme 1, f : R — R est une application continue de (R, 7) vers (R, T)

Démonstration. —
Soit donc f continue. Fixons z € X, et un voisinage N de f(z) € X'. A voir : f~'(N) est un
voisinage de x € X

Par définition du voisinage, U € T tel que f(z) e U C N
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On adonc:z € f~HU) C f71(N), avec f~1(U) € T car U € T' et f est continue.

—

Soit f continue en tout z € X. Fixons U € T".

Avoir: fHU)eT

U est ouvert = U est voisinage de tous ses éléments. En particulier : ¥V tel que f(z) € U,
U est voisinage de f(z).

Ainsi, par 'hypothése appliquée a N = U, Vo € f~YU), f~1(U) est voisinage de * =
Y eT

Proposition 3

Soit f: (X, T) — (X', T') une application, avec T’ engendrée par une sous-base S C T". Alors
f est continue <= VU € S;ona f~H(U) e T

Démonstration. —>

Trivial, car S C T

<
Soit O € T'. Par définition d'une sous-base, I{Uj; }icr, j=1,.. n(i) C S tel que O = U U,N---N
icl
Uin(i)
On a
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=Jrtwy)n-ngt (Uz‘m)) eT

iel
On a donc f~(O) € T par Phypothese (f~(U;,)) € TVi,j et par définition d’une topologie.
L]

Terminologie

Une application f: (X, 7T) — (X', T7) est dite ouverte si VU € T,on a f(U) € T’

Remarque

Si 7" est engendrée par une base B, alors f : (X,7T) — (X', T") est ouverte <= VU € B, on
a f(U) e T (exo 2 série 4)
Remarque

Une application f : (X,7) — (X'T’) est un homéomorphisme si f est continue bijective et
1 (X, T) — (X, T) est continue.

S’il existe un tel homomorphisme, alors les espaces topologiques X et X’ sont dits homéo-

morphes, noté X = X’

Remarques

e 1) Les homéomorphismes jouent en topologie le role que jouent les isométries linéaires en

algébre linéaire, les isométries en théorie des groupes, les bijections en théorie des ensembles.

La relation 2 est une relation d’équivalence (exo 3, série 4) et on a tendance a "identifier" 2

espaces homéomorphes. (en topologie)

e 2) f:(X,T) = (X',T") est un homéomorphisme <= f est bijective, continue et ouvert

(immédiat)

e 3)f:(X,T)— (X', T") est un homéomorphisme <= f est bijetive et f définit une bijection
entre 7 et T (exo 4, série 4)
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Notation

Homeo(X) = {f : X — X|f homéomorphe }

Proposition 4

Homeo(x) est un groupe (pour la composition des applications) qui agit sur 'ensemble X via
Homeo(X) x X — X

x = frx=f(z)

Démonstration. e La loi est interne : f,g € Homeo(X), a voir : go f € Homeo(X)

— f,g continues = ¢ o f continue
— f, g bijectives = g o f bijective

— [~ g7 continues = (go f)"' = f~1og! est continue
= g o f est un homéomorphisme

La loi est associative : OK

Elément neutre : Idx € Homeo(X) (immédiat)

Inverse : f € Homeo(X) = f~' € Homeo(X) (immédiat)

Action de groupe :

Vee X, ldy -x=Idx(x) =2z

Vf,g€ Homeo(X),VeeX:f-(g-2)=f(g(x))=(fog)(x)=(fog) -z

Terminologie

Une proriété d’un sous-ensemble Y C X est une propriété topologique si ellle invariante par

I'action de Homeo(X)

(On peut comprendre la topologie comme ’étude des propriétés invariantes par cette action)
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Exemples
o 1) Etre un espace topologique discret est une propriété topologique, c’est a dire :

Si (X, T) est un espace topologique discret et f : (X,T) — (X', 7') un homéomorphisme,
alors (X', T") est discret.

(YU C X', ona fH(U) € T discréte ' 28 U = f(f~Y(U)) = U € T, alors T est discréte)
e 2) Dans (R, 7,), "étre borné" (pour la métrique standard) n’est pas une propriété topolo-
gique. o
Exemples d’homéomorphismes
e 1) Soit f: (R, 7s5) — (R, Ts) donnée par f(z) =3z — 2
C’est un espace topologique d’'inverse g : R — R, g(y) = 1(y —2)

3

f, g continues au sens €,6 (Analyse I) = f, g continues.

e 2) Soient (X,7) = (R, Ty) et X =(—1,1) C R avec T, la topologie induite par T

x
Soit f: R — (—1,1), =
iR (-L1). 50 = 15
f est bijective d’'inverse g(y) = 1L||
— 1Y

Comme ci-dessus, f, g sont continues (par Analyse I + Théoréme 1)

Conclusion

f est un homéomorphisme et du coup (—1,1) ¥ R

(alors que (—1,1) est borné et R pas!)

e 3) carré équivalent a un cercle. (exo 6, série 4)
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Attention

f est continue et bijective /= f un homéomorphisme !

Exemples

o 1) f=1Idx: (X, Taus) — (X, Tiriv) est bijective et continue.
Mais f~1 = Idx : (X, Toriv) — (X, Taisc) n'est pas continue si [ X| > 1

e 2) Soient X = [0,1) C R muni de la topologie induite par T, sur R et X' = S = {z €
C,|z| = 1} C R?, muni de la topologie induite par Ty sur R?

Soit f:[0,1) — S! donnée par f(t) = e*™

s
— O

e — [ est clairement bijective

— f est continue, f est la restriction de f : R — R2, f(t) = (cos(2nt), sin(27t))
aux sous-espaces [0,1) C R et S C R?

f est continue au sens ¢, & (Analyse I) — f est continue = f continue.
e g=f"1:5"—=10,1) n’est pas continue (en le point 1 € S*)
ntuitivement, g "casse" le cercle en 1, pas continu
Intuiti t, g "casse" 1 leen 1, p ti

11
En effet, soit N =[0,1/4) : c’est un voisinage de g(1) =0 € [0,1), N = <_Z’ Z_L) N[0,1)
En revanche, g7'(N) = f(N) n’est pas un voisinage de 1 € S!
En effet, g~ 1(IV) est voisinage de 1 € S = Je > 0 tel que S'N B(l,e) C N

Or, c’est impossible : V,e > 0, B(1,e) N St ¢ g71(N) car "on dépasse en bas"
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4 Espace métriques
Définition
Soit X un ensemble, d : X — X est une métrique sur X si :
e (i) d(z,y) >0Vz,ye X
e (ii) d(x,y) = 0 si et seulement si x =y
o (iii) d(z,y) =d(y,z)Vz,y € X
o (iv) d(x,z) < d(z,y) +d(y,z)Vz,y,z € X. Clest I'inagalité du triangle

Si un ensemble X est muni d’une métrique d, alors on parle d’un espace métrique (X, d).

Exemples
dz,y)=1 siz#yr,y,eX
e 1) Métrique discréte :
dlz,z)=0 VexeX
© 2) X =R, dy(z,y) = [z — |

Plus généralement, si X =R",n > 1:

z,y € Rna d?('r7y) =

On a noté cette métrique d,

Par analogie, on peut définir pour tout p € N*,

vy € (o) = (S - ny) "

i=1
Aussi, do(z,y) = maz |z, — i
i=1,--,n
Définition

Soit (X, d) un espace métrique. Soit x € X, r > 0

By(z,r) ={y € X |d(z,y) < r} la boule ouverte de rayon r centrée en x.
Bl(x,r) ={y € X |d(z,y) <r} la boule fermée de rayon r centrée en x.
Voir série 5. dans R” B)(x,7) = By(x,7)
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Pour (X, d), on a en général By(x,r) C B)(x,r), mais I'égalité n’est pas vraie tout le temps.
Sa(z,m){y € X|d(z,y) = r} la sphére de rayon r centrée en X.
X =R?

= (07 0)
By, (x,r) en noir
di(z,y) = |z — 1| + |22 — 2l

By, (z,7) en rouge

Remarque

Ba,(z,7) C By, (z,7)Vp < q et p,q € N*U {o0}

e 3) X = fonctions continues sur [0, 1]

dos(f1, f2) = maz [fi(z) — fo()]

z€(0,1]

On appelle cette métrique la métrique L>
1/p
Et en général d,(fi, f2) = ( / |f1(x (x)|P dx) C’est la métrique LP sur X.

4) Si Y C X, alors la restriction d’'une métrique d sur X est une métrique d|y sur Y.

(Y,d|y) est un sous-espace (métrique) de (X, d)

Si X est un ensemble muni d'une métrique d, alors il est aussi muni d’une topologie "induite

par la métrique", notée 7. Cela découel du Théoréme suivant :
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Théoréme 1

Soit (X, d) un espace métrique
La famille B = {By(x,r)|z € X,r > 0} est une base de topologie sur X.

C’est cette topologie déterminée par la base B que 'on appelle la topologie induite par d.

Démonstration. On utilise le Théoréme 1 du paragraphe 2 qui caractérise les bases de topologies

parmi les familles de sous-ensembles dans un ensemble X. O

Rappel

B C X est une base d’une topologie sur X si et seulement si :

ol)X:Ub

beB

® 2)Vby,bo € BYx €byNby, b€ B tel que z € b C by Nby

Le théoréme 1 du paragraphe 2 nous dit en particulier que si, pour un ensemble X, on a une
famille de sous-ensembles satisfaisant 1) et 2), alors on a une topologie sur X (et cette famille est
une sous-base de cette topologie).

Pour montrer notre Théoréme 1, on vérifie que 1) et 2) sont satisfaites pour la famille B de
boules (définie & partir de la métrique d).

La condition 1) est satisfaite trivialement car Vax € X, x € B(x,r)Vr >0

Il reste a vérifier la condition 2).

Soient by, by € B : by = By(x1,71), b2 = By(x2,72)

Soit x € by Nby : d(z,x1) < ry et d(x,z3) <19
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On cherche ¢ tel que B(x,d) C by N by

r—d(x,z1) =90 >0et ro —d(z,xz9) =09 >0

Prenons 0 < 6 < min(dy,0z)

Alors (x1 — 0) —d(x, 1) = 61 — 6 > 0 et (z3 —J) — d(x,z2) = 02 — 0 > 0 On montre que
B(z,8) C by Nby

Soit z € B(x,6). A voir : d(z,71) <11 et d(z,719) < 1y

Par l'inégalité du triangle

d(z,z1) <d(z,z)+d(z, 1) <d+1r — 01 <1

On fait la méme chose pour d(z,z3) < 19

Rappel

B une base de topologie T sur un ensemble X <= ouverts de 7 sont des réunions d’éléments
de B.

Donc les ouverts de la topologie 7; induite par une métrique d sont des réunions de boules
ouvertes.

En particulier T, = T4 sur R™. C’est comme ¢a que 1'on a défini T dans le paragraphe 1.

AUSSI7 7:ldisc = 7:%56

Définition

d,d deux métriques sur un ensemble X sont équivalentes d ~ d’ §'il existe C,C" > 0 tel que

Vo,ye X, C-d(x,y) <d(z,y) < C"-d(z,y)
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C’est une relation d’équivalence — voir série 5

Proposition
Soit X un ensemble muni de deux métriques équivalentes d ~ d’'. Alors Ty = Ty

Démonstration. Dans le paragraphe 2, on a vu que Tg: D Tg si et seulement si Vo € X, Vb € B
tel que x € B, 3V € B' tel que x € I/ C B (%)

On va se servie de cette caractérisation pour B = {By(x,r)|z € X,r > 0}, B' = {Bag/(z,r)|x €
X,r >0}

Si on vérifie (%) pour montrer 7 C Tp: et Tp C Tp.

La proposition sera démontrée car Ty = T, To = Tr

On va utiliser ’équivalence d ~ d’ qui implique :

By (z,Cr) C Ba(x,r) C (Bg(z,C'r") (%)

Soit x € X, b€ B,x € b= By(y,r) pour un certain y € X,r > 0

b ouvert = 34 tel que By(z,d) C b

Mais alors By (z,Cd) C By(x,0) C b

— T D Tp

En utilisant Pautre partie de (xx), on obtient T} D Tp

Revenons a I'exemple 2) des métriques d, sur R".

On a dy ~ dy, ~ dp,, Vp1,p2 € N*

Plus précisément, on peut montrer, pour comparer d, et d, Vp :
doo(z,y) < dp(z,y) < nVPd (2, y)Va,y € R

Pourn=1,onad, =d,, =d

n > 2. Par exemple : p = 2 on veut montrer :
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Donc 7y, = T4 Vp €N
Pas FINI

dgisc 7 d, sur R™ par Proposition , car on a vu que Tgise # Tst

Nota Bene!

Deux métriques qui ne sont pas équivalentes peuvant quand méme induire la méme topologie.

Soit (z,d) un espace métrique.

d(z,y)
- 1+ d(z,y)
d est une exemple d’une métrique bornée, c’est a dire 3¢ > 0 tel que Vz,y € X, d(z,y) < ¢

A partir de la métrique d, on définit la métrique d(z,y) =

On peut montrer que T; = Ty Pour tout dy % dy (par exemple)

Remarque

Cela montre que étre borné est une propriété métrique et non topologique.

Proposition 2

Une application f : (X, 7ay) — (Y, 7g,) est continue en x € X <= Ve > 0,35 > 0 tel que
Va' € X avec dx(z,2') < 0, on ady(f(x), f(2')) <e

Démonstration. Exactement la preuve que dans R", en remplagant ||z—2'|| par dx (z,z") et || f(z)—

f(@"]|| par dy(f(x), f(z')). La preuve est aussi dans le polycopié. ]

Corollaire 3

Un application f : (X, Tay) — (Y, Ta,) est continue <= Vz € X,Ve > 0,35 > 0 tel que
Va' € X avec dx(z,2') < 6, on ady(f(x), f(z')) <e
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Démonstration. Théoréme 1 du paragraphe 3 et Proposition 2. O

Définition

Un espace topologique (X, 7") est dit métrisable s’il existe une métrique d sur X tel que 73 =T

Exemples

e 1) Un espace discret est métrisable (Tgsc = Tg, d la métrique discréte)

e 2) (R", Ty) est métrisable, car Ty = Ty avec d = dy, la métrique euclidienne. (ou d = d, avec
p € [1,00])
e 3) Soit X quelconque. Alors (X, 7Tyip) est métrisable <= | X| <1
En effet : [<=],|X| <1 = T = {0, X} = Taise, métrisable par I'exemple 1.
[ = ] Supposons | X| > 2, et montrons que Ty, = {0, X} # Ty, pour tout d.
Soit donc d une métrique sur X, on veut rtouver U € Ty, avec U # 0, U # X.
Comme |X|>2, onaz#ye X
Par définition de d, r := d(z,y) > 0. Posons U = By(x, 7).

OnaU=#0 (carx € U). U+# X (cary € U) et U € Ty par définition.

e 4) Un espace topologique (X, T) est métrisable <= T = Ty (exercice 1, série 6)
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5 Topologie produit, topologie quotient
e Paragraphe 1-3 : Les bases de la théorie
e Paragraphe 4 : Une classe importante d’exemples

e Paragraphe 5 : Comment construire de nouveaux espaces topologiques avec d’anciens.

5.1 Topologie produit
Rappels de théorie des ensembles

Le produit (cartésien) de 2 ensembles X; et Xy est Xy X Xy := {x = (21, 29)|21 € Xy,22 €
XQ} = {l’ . 1,2 — Xl UX2 ZC(l) =11 € X,.’L’(Q) =29 € XQ}

Cette seconde définition plus formelle se généralise comme suit :
Le produit d’une famille d’ensembles {X;};c; indexée par un ensemble I quelconque est défini

par
iel i€l
On a les projections 7; : HXZ' — X, mi(z) = z(j) = x; € Xj, la projection sur la jéme
icl
coordonnée. On note souvent z € HXi se note & = (x;);er
icl

Exemples

e 1) Si I = {1}, alors le produit de {X;} est :

HXi:{a::{l}—>X1

el

e 2) Si I ={1,2}, on obtient

(1) € Xl} - X,

H X,L = Xl X X2
i€{1,2}

comme vu plus haut.

e 3) Plus généralement, si |I| < oo, disons I = {1,2,--- ,n}, alors on note :

HXi:XlXXQX"'XXn:{IZ{l,"',n}-)UXZ' $(Z>€sz221,,n}
i=1 i=1
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e 4)Si X; = XViel,on obtient alors :

H:{x:IﬁUXi:X‘x(i)eXi:XW}:{x:I—>X} — x!
el i€l

—_—f—
Si I est fini, disons |I| = n, alors on le note X" = X x --- x X

Supposons que {(Xj;, 7;)};-; est une famille d’espaces topologiques.

Question ?

Y a-t-il une topologie naturelle sur H X7
el

Réponse 1

Considérons le sous-ensemble de P (H Xi> :

el

B = {HUiCHXi

el el

U1XU2

o

Uy

En général, ce n’est pas une topologie, mais c’est une base : elle satisfait les points du Théoreme
1 du paragraphe 2.

o 1) Comme X; € ;Vi,ona X =[[X; € B, don | | B=X

el Bep’

e 2) Soient By, By € B, c’est a dire By = HU"' et By = HVi avec U;,V; € T;Vi € I On a
el el
alors By,NBy € B’ puisque :

BlmBQ:<HUi)ﬂ(HVi>:H (U; N V) eB

el = €l €7; par la définition de topologie
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On peut donc prendre By = B; N By

Ainsi, B’ induit une topologie Tz, la topologie des boites sur H X;
iel

Exemples

e 1) Si (X, T;) est discret Vi, alors T = Tgise sur HXi

i€l

U eT = P(Xi)} contient tous les singlotons.

B’:{HUiCHXi

({r = (@i)ier}) = H{ﬂfz} avec {z;} € T; = P(X;)

Ainsi, tout U € H X; s’écrit comme 'union de ses éléments, donc I'union de B, donc est un
iel
ouvert de Tp

e 2) Considérons I = N* et (X;,7;) = (R, Tg)Vie [ =N*

Tentons de comprendre la topologie des boites sur RN = R x R x - -

, 11 11 11
Par exemple, 'ensemble U := (—1,1) x <—§, 5) X (_5’5) X o= H (—;,;)

iEN*
Considérons I'application f: R — RN, f(t) = (¢,¢,t,---)

Elle n’est pas continue pour la topologie des boites!

Bneffet, /(U) = {t € R|f(t) e U} = {t eR|t e (—% %) Vie N*} — M (_% %) _
{0}

Donc f~}(U) n’est pas ouvert dans R!

Probléme

f est trés naturelle, mais pas continue : 7z est trop fine!

D’ou la réponse 2 :

Réponse 2

Considérons S C P <H XZ-> donné par :

el

s:={ Wi € U5 € T3}
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En clair, les éléments de S sont 7rj_1(Uj) =U,; x H X;

i€ J i)
Cest une sous-base (X; € T, = m; (X)) = HXi € S, donc OK )
iel
Cela induit une topologie Tg = Tpoq SUr H X; la topologie produit.

iel
La base correspondante est donnée par les intersections finies d’éléments de S, c¢’est a dire :

B = HUjX HXZ

jed i€l/J

Jfini CL,U;€eT;Vjeld

Par définition, les éléments de 7,.,q sont les unions d’éléments de B.

Remarques
e 1) Pour [ fini, on a B = B’, d’ou les topologies produit et des boites coincident.

Mais pour [ infini, 7.4 est moins fine!

e 2) Considérons les projections 7; : HXi — X
iinl

7; est continue Vj (pour une topologie 7 sur HXZ) = VU; €T, 7T]-_1<Uj) €T V) =
iel

ScT

= Tproa =Ts CT

Conclusion

Tproa €st la topologie la moins fine tel que 7; est continue Vj € I

e 3) Une application f : X — HXi est équivalente a une famille {f; : X — X;}ic; tel que
iel
mof=fi

(voir exo 2 série 6)

5.2 Topologie des quotients
Rappel

e Soit X un ensemble, et ~ une relation d’équivalence sur X.

o ¥/n={[z]|lr € X} et X = | |[2]

zeX
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X = X~ . .
° la projection de quotient.
r — |z

Soit XY deux ensembles, f : X — Y est une application, X muni d'une relation d’équivalence
~tel que z ~ 2’ = f(x) = f(2)
L : : . = [Y~ = .
Dans cette situation, f "passe au quotient", ce qui veut dire que f : est bien

[z] = f(x)

définie Vx € [z]

On a alors que f = for, f(z) = f(n(z))
f est injective <= x ~ 2’ <= f(z) = f(2)

Remarque

Siona f: X — Y, on peut considérer la relation d’équivalence sur X en mettant r ~ x’ <=

fx) = f(x)
Alors : f - X/cette relation — Y rend £ injective. De plus, si on restreint notre application en
: . X = J(X) R
I'envoyant sur f(X) C Y, on aurait alors : g : Vz € [z] qui est bijective. (x)
[z] = f(x)

Un cas particulier :
Soit X un ensemble, A C X. Définissons une relation : x ~ y si x = y avec x,y € A.

On peut vérifier que c’est bien une relation d’équivalence.

Notation

X/a Cela vient a collapser tous les points de A en un seul point dans X/4

Exemple

X =10,1,A=40,1}
0.1]/{0,1} sera alors en bijection avec S*.

0,1 — &5 _—
Onavu f: | surjective et x ~ 2’ = f(z) = f(2’) car f(0) = f(1)
t N 627mt

De plus, f(t) # f(t')Vt #t € (0,1). Donc par (*), f est une bijection [0:1]/{0,1} — S*

Maintenant, on aimerait compléter cet exemple en introduisant une topologie sur le quotient.
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Définition

Soit X un ensemble muni d’une relation d’équivalence ~.
On définit la "topologie quotient" en mettant 7 C P (X/~) avec T = {U € P (X/~) |7 1(U) ouvert dans e
C’est la topologie la plus fine sur X| qui rend la projection 7w continue. |
En revenant a notre construction (x), admettons de plus que f : X — Y est une application
continue.
(X,Y sont des espaces topologiques, X est muni d’une relation d’équivalence tel que z ~
v = f(z) = f(z'))
Alors g : X/~ — f(X) est bijection continue entre X/~ muni de la topologie quotient et Y.
En effet, on a vu que si f : X — Y continue, alors f: X — f (X) est surjective et continue.
X/w — Y
W > @)

De plus, f continue = f continue, f :

Soit V' C Y un ouvert, 771 = A compléter.
X—Y

r(FN ) SN

ouvert de Y

o ouvert de X
Finir le dessin

Mais A C X/~ est ouvert si et seulement si (par définition de la topologie) 7—!(A) est ouvert
dans X.

Ici, A= 7 (f~'(V)) et on sait qu’il est ouvert car f est continue et ¥V C Y est ouvert.

Donc 7(f~1(V)) est ou ouvert de X/~

¢a montre que g : X/~ — f(X) est une bijection continue.

Si de plus, f était une application ouvert, alors g serait aussi ouverte (vérification similaire),

et dans ce cas, on aurait g : X/~ — f(X) un homéomorphisme.

0,1 — St
Dans l'exemple f : 0,1 ot f n’est pas ouverte (Paragraphe 3 : exemple d’une applica-
t = e

tion continue mais pas ouvert).
Néanmoins, : f : 01/{01} — S* est un homéomorphisme !

En effet, étre ouvert pour f est une condition suffisante pour que ¢ soit un homéomorphisme,
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mais pas nécessaire.

Montrons que f est une application ouvert, c’est a dire que I'image d’un ouvert est aussi un
ouvert. On utilise la caractérisation : un ensemble est ouvert si et seulement si tout point lui
appartient avec son voisinage.

Soit z € f(m 1 (U))cst avec U un ouvert de X/~

z=e"" avec t € 7 1(U)

Soit t € {0,1} soit ¢ ¢ {0,1}

Sité¢ {0,1},3e >0, tel que (t —e,t+¢) Cm Y (U)C(0,1)

f((t —e,t+¢)) est un voisinage de z.

Si t € {0,1}, alors 7= }(U) contient 0 ET 1

z=e?" e f(r~'(U)) et c’est un ouvert de [0.1].

Donc e, &’ > 0 tel que 771 (U) D [0,¢) D (1 — &', 1]

Dans ce cas 1a, on a que z € f([0,) U (1 — g 1))

un voisinage de z

, 1
e*mit = %log : C\[0, +00) — (0,2m)

Ainsi, f(7~1(U)) contient tout son point avec un voisinage ouvert de [0:1/10,1}

Donc [0:1/{0,1} 2 S' (homéomorphisme).

Exemples
R? — R

o 1) f: — g :®/~; — [0,+00) La relation d’équivalence induite par f, comme
z = |z

discutée au début de 5.2
e 2) X =[0,1] x [0, 1] avec la topologie produit,
~: (2,0) ~ (2,1) Y € [0,1] et (0,9) ~ (1,y) Yy € [0, 1]

X| ~ St x S =172 le tore.
S
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6 Suites et limites, espaces séparés

Définition (Rappel)

N —- X
Une suite d’éléments dans un ensemble X est une application

n — Iy
Notation : {z, }nen

Si X est de plus un espace topologique, on peut parler de la convergence des suites.
Définition

Soit (X, T) un espace topologique, {x,}, une suite d’éléments de X, z € X est une limite de
la suite {z,,} siVU € T avec x € U, 3N € Ntel que Vn > N, z, € U
Définition

Soit X un espace topologique, x € X. B, un ensemble de voisinages de = est appelé une de
voisinages de x, si V voisinage V de x, dB € B, avec B C V
Proposition 1

Si B, est une base de voisinages de x € X, alors x,, — x si et seulement si VB € B,, AN tel
n—o0o

que Vn> N,x, € B

Preuve

[ = | est immédiat par la définition de la convergence, car tout voisinage B  x 3U ouvert.
B>U>zx

[<=]| Soit U > z un ouvert. Alors par la définition d’une base de voisinages, 3 B € B, tel que
BcCU

Donc 4N € Ntel que Vn> N,z, e BCU = x,€U

Exemples

e 1) Soit (X,d) un espace métrique. On a alors un choix naturel d’une base de voisinages.

Voee X : B, ={Biz,r)|r >0}
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Avec ce choix de base de voisinages et en vue de la Proposition 1, on retrouve, dans (X, d)

la notion de convergence habituelle :

x, — x si et seulement si Vr >0, 3N € Ntel que Vn > N : d(z,x,) <r <=z, € By(z,r)

e Tauise {x} est un ouvert. Donc pour satisfaire x,, — z, il faut et il suffit qu’il existe N € N tel

que Vn > N,z, ==z

En général, des suites {z,} tel que =, = x € X Vn > N € N s’appellent des suites

stationnaires.

On vient de voir que dans un espace discret, les suites stationnaires sont les seules suites

convergentes.

e 3) (X, Triv) | X| > 2 Tout x € X, toute suite {z,}, C X

x, — x car le seul ouvert # 0 est X.
n—oo

Donc tout le monde est une limite de tout le monde — pas trés intéressant.

Pas d’unicité de limite pour une suite donnée.

On peut imposer des conditions sur notre espace topologique pour garantir 1'unicité de limite.

Définition

(X, T) un espace topologique est séparé si Vo £y, v,y € XIU,V € T tel quex € U,y € V
et UNV =10

Exemple

(X, Tiriv) n'est pas séparé.

Rappel

(X, T) un espace topologique est séparé si Vo # y avec z,y € X, AU,V tels que x € U,y € V
et UNV = 0.

Exemple

(X, Tirin) | X| > 2 n’est pas séparé.
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Proposition 2

Si X est un espace toplogique séparé et {x,} C X une suite, alorsz,, > zetz, >y = =y
n n

Preuve

Supposons x,, — x et y € X avec y # w.

On montre que x,, A ¥y

U V

Car X est séparé, prenons U et V € T qui séparent z et y avecx e U,y e Vet UNV =0
Par définition de la limite, 3 N tel que Vn > N, x, € U
UNV =0 = Vn>N,z, ¢ V. Alors V est un ouvert tel que y € V, maisVM € N,3In > M

tel que z,, ¢ V', donc x,, A~y

Proposition
Pour un espace topologique, étre séparé est une relation topologique :
Si X ~ Y, alors X est séparé si et seulement si Y est séparé.
Preuve

Eneffet :2 € UyeV = f(z) € f(U), f(y) € f(V), comme [ est un homéomorphisme et
U,V sont ouverts,
= f(U),f(V)ouvertset UNV =0 = f(U)N f(V) =0 car f est bijective.

Pareil dans Pautre sens.

Exemples

e 1) Tout espace métrique est séparé. En fait, tout espace métrisable est séparé.

Soit (X, 7T) un espace topologique.
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Bd('xvrl) Bd(yar2)

D
avec 11,19 < 5

B(x,r1) =U et B(y,ry) =V séparent x et y.
e 2) Tout espace discret est séparé, car {x} sont des ouverts Vo € X
e 3) X séparé, Y C X — Y muni de la topolgie induite est séparé.

e 4) Si {X,}ier sont séparés, alors HXi avec la topologie produit est séparé.
Iel

e 5) (X, Tiriw) avec | X| > 2 est non-séparé.
e 6) Si X est séparé, alors X/~ n’est pas nécessairement séparé!

Par exemple, R/g n’est pas séparé — exo. (et donc il n’est pas métrisable! )

La Proposition 2 nous dit que si (X,7) est séparé, alors il y a 'unicité de la limite pour des
suites convergentes dans X.

Est-ce que la réciproque est vraie ?

Rappel

Soit X un ensemble et T;, la topologie cofinie.

Trin ={U € P(X)|X\UnN est fini } U {0}

Remarque

Si | X| = oo, alors (X, T7;,) n'est pas séparé.

Les ouverts sont des sous-ensembles a complément fini.
U,V deux ouverts = UNV # 0

Un exemple similaire :

Soit X un ensemble — Ty, la topologie codénombrable.

Taen = {U € P(X)|X\U est dénombrable } U {0}
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Par le méme argument, si X est non-dénombrable, alors (X, Tg.,) n’est pas séparé.

On va montrer par contre, que dans (X, Tge,), pour X non dénombrable, il y a 'unicité de la
limite pour des suites convergentes.

Soit z,, C X une suite. Supposons que z, o eX

On a soit x € X\{z,}, soit z € {z,,}

Supposons que x € X\{z,} : X\{z,} := U;x € U est un ouvert par la définition de Ty,

Car:vnjw, AN :Vn>N,z, €U

Contradiction car U = X\{z,}

Donc z ¢ X\{z,}, donc on a z € {z,}

Dans ce cas, considérons U := (X\{z,}) U {z}

U € Taen

UBxavchouvertetxnﬁx = dN telqueVn> Nz, €U

Mais U = (X\{z,}) U{z}, donc Vn > N,z, =z

Donc {z,} est une telle suite qu’il n’existe pas de N tel que Vn > N, z,, = x, donc {z} est

une suite stationnaire.

Conclusion

Toute suite convergent dans (X, Tg.,,) est stationnaire, et donc en particulier, on a l'unicité de
la limite dans (X, Tgen).

Donc si de plus X est non-dénombrable, alors (X, Tge,) est un espace non-séparé avec l'unicité
de la limite.

Axiomes de séparation : "pas trop peu d’ouverts".

Axiomes de dénombrabilité : "pas trop d’ouverts".

Définition

Soit X un espace topologique. Il est dit "& base dénombrable de voisinages" si Vx € X, 9B,

une base de voisinages de x qui est dénombrable.

Proposition

Etre a base dénombrable de voisinages est une propriété topologique.
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Preuve

Evident.

Exemples
e 1) Les espaces métriques : x € X — B, = {Bd (x, %) }
e 2) L’espace topologique (X, 7gen) avec X non-dénombrables n’est pas a base de voisinages
dénombrables. (et donc il n’est pas non plus métrisable!)
En effet, supposons = € X, B, = {B,}, une base de voisinages dénombrable.
Un peut supposer les B,, ouverts.
Alors par définition de Tgen, X\ B, est dénombrable ¥V n.

= U (X'\B,) est aussi dénombrable. Mais X n’est pas dénombrable.

Donc 3 beaucoup de points X > y ¢ U(X \B,) et on peut en choisir un différent de z.

n
On a alors X\{y} > z et tel qu’il ne contient aucun B,,.
——
un ouvert

Contradiction avec le fait que {B,} est une base de voisinages de z. Donc (X, Tgen) avec X
non-dénombrable n’est pas & base dénombrable de voisinages.
Théoréme 1

Soit X un espace topologique & base dénombrable de voisinages.

Alors X est séparé si et seulement si X posséde 'unicité de la limite pour des suites conver-
gentes :

(Dans des espaces a base de voisinages dénombrables, Prop 2 posséde la réciproque)

Remarque

C’est le cas des espaces métriques et plus généralement, les espaces métrisables.

Lemme

Si Vx € X admet une base dénombrable de voisinages, alors Vx € X admet aussi une base

dénombrable de voisinages ouverts et décroissante, c’est a dire B,, D B,11Vn
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De plus, toute suite {z,} avec X,, € B, alors z,, = x

Preuve du Lemme

Soit x € X et { B/}, une base dénombrable de voisinages de z.
B} un voisinage de x = 3B, D B, 2«

Donc { B/ },, une base dénombrable de voisinages ouverts de x.
B, :=B{N---N B/, >z ouvert.

{B,}» une base dénombrable de voisinages ouverts de x.
Finalement, soit {z,} telle que z,, € B, Vn > 1

{B,}n est dénombrables — Vn : x, € B, alors Vm > n,z,, € B,

Alors z,, — z. En effet, soit U un ouvert x € U.
Par la définition de base de voisinages, 3 N tel que By C U. Alors par la remarque si dessus,
Vn>N,xz, € ByCcU = =z, €¢UVm>N

Par définition de convergence : z,, — x

Preuve du Théoréme 1

[ = | Dans tout X, par la Proposition 2.

(=1

Supposons que X n’est pas séparé et contruisons alors une suite avec deux limites distinctes.
X pas séparé <= dr £y, x,y € X tel que VU,V ouverts avec z € U, y € V, UNV #£ 0
Soient {B,(z)},{B.(y)} des bases débombrables de voisinages des points z et y, comme ga-

ranties par le Lemme.
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En fait, B, (), B,(y) sont ouverts et par hypothése, B,(z) N B,(y) # 0 = 3Jx, € B,(z)N
Bn(y)Vn =1

Par le Lemme, {z,} est telle que z,, =, 2, =y

Remarque

La condition d’étre a base danombrables de voisinages implique d’autres bonnes propriétés.

Définition

Soit X un espace topologique A C X est dit séquentiellement fermé, si A = A" .= {x € X| =
est la limite d’une suite d’éléments de A}
Notez : A C A’ car a € A est la limite de la suite constante. z,, = a

Mais en principe, A # A’

Proposition 5

Soit X un espace topologique F' C X = F est séparé et fermé.
—

fermé

Théoréme

Soit X un espace topologique & base dénombrable de voisinages.
Alors F' C X est fermé si et seulement si F' est séparé.

Voir le polycopié pour les preuves.
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7 Connexité
Définition

Soit (X, 7T) un espace topologique. Il est dit connexe s’il n’existe pas de maniére de le séparer

en deux ouverts disjoints non-vides :

AUV eT telqueU#D,V #ADet ULV =X

Proposition 1 (Reformulation équivalente de la définition)

(X, T) est connexe si et seulement si les seuls fermés et ouverts sont X et ()

Preuve

[=]

Supposons A C X ouvert et fermé.

Alors on écrit X = AU (X\A) A est ouvert et X\ A est ouvert aussi car A est fermé.

Comme A est ouvert, on a forcément soit A = X, soit A = ()

[

Soit X = U UV, avec U,V ouverts. Alors U et V sont aussi fermés comme complémentaires
des ouverts.

Donc U et V sont fermés et ouverts.

— U =0et V=X ouinversement. —> X est connexe.

Théoréme 1

Soit f: (X,T) — (X'T’) une application continue.

Alors si X est connexe, alors f(X) est également connexe.

Preuve

On peut supposer que f est surjective, sinon on considére la restriction sur l'image de f(X)
X = f(X)

g:
r = f(z)

On a vu dans le paragraphe 3 que g est continue,.

Une autre maniére de lire la définition de connexité :
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SiUV eT tel que X =UcupV,alorsU=0ouV =0
On veut encore montrer que X’ est connexe.

Supposons X' = U’ UV'. Alors f~Y(X") = f~Y U U f71 (V') et YU, f5(V') €T car f
—_—

-X
est continue.

Par connexité de X, f~1(U’) ou f~1(V’) = 0.
Donc U’ =0 ou V' =0

Donc X' est connexe.

Corrolaire
La connexité est une propriété topologique :
Si (X, 7T) ~ (X', T") sont homéomorphes, alors X est connexe si et seulement si X’ est connexe.

Exemples

e 1) X DY (Y,7) est un sous-espace de X est connexe si VU,V € T tel que UNV NY =)

Soit Y CU
et Y CUNV,ona:

Soit YCV

X = R est connexe, mais Y = (a,b) U (¢, d) n’est pas connexe.
e 2) (X, Tiriw) est connexe
e 3) (X, Taisc) n’est pas connexe si | X| > 2

e 4) R" et S™ sont des espaces topologiques connexes.

On peut utiliser la connexité pour voir que R %2 R"™ pour n > 2

R — R?
En effet, si f: R — R? est un homéomorphisme, alors : f =f o) tR\{0} — R\ f(0) est
R\{0
= flz)

aussi un homéomorphisme
Mais R\{0} n’est pas connexe tandis que R*\{z} est connexe pour n’importe quel point z.

On montrera a présent que S* est connexe. Cela découle du Théoréme suivant :
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Théoréme

Tout intervalle ouverts (a,b) C R est connexe.

Preuve

Par I'absurde, supposons qu’il existe a < b avec a,b € R tel que (a,b) n’est pas connexe.

= 3JU,, Vi CRtel que U =U; N(a,b) et V =1V;N(a,b) sont non-vides et (a,b) =U UV

Comme U#Pet VD, uecUetveVetonal#Vcar UNV =)

Sans perte de généralités, on peut prendre u < v.

Considérons S := {s € (a,b)|[a,s] CU} #0caru € S

De plus, S C (a,b), donc c’est un sous-ensemble borné de R

= dsp € R, 50 = SUpS. So est le plus petit parmi les majorants de S.

Par ailleurs, tout psoeiflt de V est un majorant de S, en particulier, sy < v. Donc on a :
a<u<sg<v<hb

En particulier, sg € (a,b) = s¢ est soit dans U, soit dans V.

On montre que les deux cas ménent a une contradiction, ce qui démontre le théoréme :

Si sg € U un ouvert, alors Je tel que (sg —¢&,s0 +¢) C U

Alors en particulier, sg + g e U et [u,s0+ g] CU = sp+ % es

Cela est en contradiction avec sy = supS

Si sg € V ouvert, alors 3¢ > 0 tel que (sp —e&,s0+¢) CV

Comme tous les points de V' sont des majorants de S, alors on trouve un majorant plus petit

€

quesozso—E

CONTRADICTION car sq est le plus petit majorant de S.

Proposition 2

Si A C X et A est connexe. Alors V B tel que A C B C A, B est connexe.

Corrolaire

Va,b € RU{xoo}, on a (a,b)la,bl,[a,b) et (a,b] sont connexes.

Cela découle des Théorémes 1 et 2 et de la Proposition 2.
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Preuve de la Proposition 2

U,V sont deux ouverts de X.

Supposons que BNUNV =0et BCUUV

On veut que BCUou B CV

OnaACB = ACUUVet ANUNV CBNUNV =0
Comme A est connexe,ona ACU et ACV.

Sans perdre de généralités, supposons que A C U.

Alors ANV = (). Vérifier que BC U. Soitz € BCUUV
SizeV,alorsz ¢ X\VDAcar ANV =10

Par ailleurs, A = U F = 2¢A

Ffermé,FDOA
Contradiction avecx € B C A

Doncz ¢ V,maisx € Bet BNUNV =0et BCUUV

Une application de connexité :

Théoréme des valeurs intermédiaires (une version du Théoréme vu en Analyse I)

Soit X un espace topologique connexe. f : X — R une application continue. Soient ab € X tel

que f(a) < f(b), alors Vr € (f(a), f(b)) CR, Jc € X avec Ff(c)=r

Preuve

Par I'absurde, supposons qu’il existe r € (f(a), f(b)) tel que r ¢ f(X)

fla) € U :=(—o0,r)N f(X), f(b) € V := (r,+00) N F(X) deux ouverts non-vides.

UNV =0et f(X)=UUV carr ¢ f(X) et c’est le seul point de R qui n’est pas couvert dans
f(X).

De plus, f(X) ¢ U et f(X) ¢ V, ce qui est en contradiction avec le fait que f(X) est connexe.
U

Remarques

e 1) Si (X;)ier une famille de sous-espaces topologiques connexes "un espace topologique

connexe X tel que ﬂ X; # 0, alors U X, est connexe.

el el
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° 2) H X, est connexe pour la topologie produit.
el

Une propriété un peu plus forte, liée & la connexité est la connexité par arc.
Définition

Soit X un espace topologique.

Un chemin dans X entre x et y, z,y € X est une application continue v : [a,b] — X tel que

Y(a) =z et y(b) =y
X est connexe par arc, si Va,y € X 3 un chemin entre x et y.
Proposition 3

Si X est connexe par arc, alors X est connexe.

Preuve

Par I'absurde. Soit X =U UV et x € U,y € V et U,V sont deux ouverts non-vides.
Par hypothése, 37 : [a,b] — X tel que y(a) = x et y(b) =y

On considére v~ H(U), v (V) C [a, ]

aey Y U)etbey (V)

Y HU)NYTHV) =0, yH(X) = [a,b] =y (U) Uy~ (V)

Donc on a que [a, b] n’est pas connexe —> Contradiction par le Théoréme 2

NOTA BENE!

X connexe /= X connexe par arc.

Exemples

e 1) R" est connexe par arc, n > 1
Va,y € R" 3 un segment (une droite) qui les relie.

Exercice : écrire explicitement y(¢) pour n = 2

e 2)S" n>1
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N

X

Ne

e 3) R"\{zo} est connexe par arc pour n > 2
Si zg ¢ [, y], tout marche comme dans '’exemple 1)
Sinon, on prend un chemin qui évite le point zy : dessin
On modifie le segment pour tracer un chemin liant z & y et évitant x.
Exemple 1) et 3) + Proposition 3 = R", ", R™\{z,} sont connexes.

Précédemment, on en a discuté, mais on ne I’a pas démontré.

X o Y
ON/—O
e 4) Un espace connexe mais pas connexe par arc :

1
On consideére la fonction f(t) = sin (?)

0,1) — R?
F: 1 C’est une application continue de (0,1) dans R?
t — (t, sin (—))
Le graphe de la fonction F :
(0,1) est connexe = F'(0, 1) est connexe =: X

Par la Proposition 2, X est aussi connexe, X = X U {0} x [~1,1]
—_———
CR?

R? est séparé, donc fermé <= séparé fermé.
Pour décrire I’adhérence X, on s’intéresse aux limites des suites des points de X.

Pour tout point de la forme (0, z), z € [—1, 1], il existe une suite (z,) de points de X qui a

(0, z) comme limite.

x, sont des points d’intersection de la droite y = 2z avec X.

1 1 1
Soit € > 0, t € (g,2¢), alors — € (—, —)
t 2e¢’ ¢
1
P le,sie=———¢et2e = ——— al — 500000, 1000000
ar exemple, si € 1000000 et 2e 1000000 alors . e ( , )
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250000
Pour tout t € (¢,2¢),il y a

points de X qui sont sur y = z.
Donc les points z;,, s’accumulent sur (0, z)
X est un espace connexe

_ 1
Par contre, X n’est pas connexe par arc, car la fonction f(t) = n ne s’étend pas en une

fonction continue en 0, car il n’y a pas de limite de f(¢) quend ¢t — 0.

Donc il n’y a pas de chemin dans X qui relie I'origine (0, 0) ou un autre point (0, ), z € [~1,1]

a un point de X.

On peut néanmoins montrer une réciproque a la Proposition 3 avec une hypothése supplé-
mentaire.
Proposition 4

Soit X connexe et localement connexe par arc. = X est connexe par arc.
Etre localement connexe par arc, ¢a veut dire que Vx € X, 4 voisinage V' de x qui est connexe

par arc.

Preuve

Soit x € X, U := {y € X, 3 un chemin qui relie z & y} C X

U # () (par exemple, car X est localement connexe par arc)
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yelU

Il suffirait de montrer que U = X. Pour cela, on montrera que U est ouvert et fermé et on
utilisera la Proposition 1. Il est fermé car X \U est ouvert.

U est ouvert, car il contient tout son point avec un voisinage.

En effet, si y est lié & x par un chemin, alors tout point de voisinage V,, donné par la connexité
par arc locale de X sera lié¢ & x par un chemin passant d’abord par y.

X\U est aussi ouvert car il contient tout son point avec un voisinage.

En effet, soit z € X\U <= z n’est pas lié¢ & x par un chemin.

Alors V, C X\U, car s’il existait un chemin entre = et un point de V, (voisinage de z, connexe

par arc), on aurait aussi un chemin entre x et z, ce qui contredirait z € X\U

54/ 72



Topologie générale Unige

8 Compacité
Définition

Soit (X, 7)) un espace topologique.
Un recouvrement ouvert de X est une famille {U;},c; d’ouverts tels que X = U U;
iel
X est compact si tout recouvrement ouvert de X admet un sous-recouvrement fini, c’est a dire

A, NeNeti, - ,iyeltelque X =U, U---UUj,

Remarques/Exemples

Compacité d’un sous-espace.

Soit (X, 7) un espace topologique et Y C X.

Quand est-ce que (Y, Ty) est compact ?

(Y, Ty) est compact si et seulement si V{U, };c; famille d’ouverts de T telle que Y C U U;, 3N e
N, i1, in €T telque Y C Uy U---U Ui, <

En particulier, si Y C X est fini, alors Y est compact.

En effet, car Y C U U, Vy €Y 3U, tel que y € U, {Uy,},ey est fini car Y est fini.

el

Théoréme 1

f: X — Y une application continue. Si X est compact, alors f(X) est aussi compact.

Corrolaire

La compacité est une propriété topologique, c’est a dire si X = Y, alors X est compact si et

seulement si Y est compact.

Preuve du Théoréme 1

Soit {U; }ier ouverts de Y tels que f(X) C U U;.
i€l
f est continue, donc f~!(U) est un ouvert de X, Vi

Par ailleurs, X = f~! (U Ui) = Uier FHUY)

€l ouverts

{f7Y(U;) }ier est donc un recouvrement de X et comme X est compact, on en extrait un sous-

recouvrement fini : f~1(U;,), -, 7 (Uiy)
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Exemples

e 1) (X, Tiriw) est compact (car le nombre d’ouverts est fini).

o (X, Taise) est compact si et seulement si X est fini.
Si X est fini, on procéde comme dans la remarque.
Si X est infini, le recouvrement U; = {x;} ouvert n’admet pas de sous-recouvrement fini.

R=|JUnez(n—1,n+1)
Un

[ I \

R I ]
-3 -2 -1 0 1 2

Vn, si on enléve U, du recouvrement, U = {U, },cz, alors U\U,, n’est plus un recouvrement
car le point n n’appartient & aucun ouvert de U\U,
e 4) Corrolaire de 'exemple 3) et du Corrolaire 1.

(a,b), (—o0,a), (a,+00) ne sont pas compacts.

e 5) (0,1] n’est pas compact.

1
(0,1] = U (—, 1} Si jamais on pouvait en extraire un sous-recouvrement fini, AN : N =
n
neN

1
max{m, U,, € sous-recouvrement fini }. Alors le point (N ne sera pas couvert !
e 6) Corrolaire de 'exemple 3) + Corrolaire 1) :
(a,b],[a,b),(—00,a)[a,+00) ne sont pas compacts.

1
e H"RDODX={0}U {—’n € N} est un sous-ensemble infini de R qui est compact.
n
Soit {U,; }icr un recouvrement ouvert de X.
U;, := un ouvert qui couvre le point 0.

U;, est un ouvert de R = Je > 0 tel que (—¢,¢e) C U;
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1
Donc 3N € Ntel queV > N, — € (0,¢) C U,
n

Pour couvrir X avec un nombre fini d’ouverts de cette famille, il suffit de choisir un ouvert

1
par point — avec n < N = mnombre fini.
n

Théoréme 8

V,a <beR, [a,b] est compact.

e 8) Une application du Théoréme 8)

Théoréme des bornes atteintes

Soit X un compact et f: X — R continue.
Alors 3 Zpmin, Timar € X tel que f(pmin) < f(2) < f(@mae) VT € X

En analyse, on a vu ce théoréme pour f : [a,b] — R.

Preuve

Par le Théoréme 1, f(X) est compact.

On en déduit qu’il existe M € f(X) tel que f(z) < MVzxe X

Si on démontre ga, on trouve Z,,,, en prenant une préimage de M € F'(X) par la fonction f.

Montrons l'existence d’un tel M. S’il n’existait pas de tel M, alors on aurait que VM €
f(X)3Jz € X tel que f(x) >M

On considére la famille {(—o0, c0)} qui est un recouvrement d’ouverts de f(X).

weX)
Comme f(X) est compact, on aura un sous-recouvrement fini.

{(=o00, f(x1)), -, (=00, f(xn))} avec un certain N et certains z; € X pour i =1,--- | N
Mais i :nlme( f(x1),---, f(xn)) ne sera pas recouvert par ce sous-recouvrement.

Donc ce n’est pas un recouvement de f(X) CONTRADICTION.

Donc 3M € f(X) tel que f(z) < MVzx e X

= T4 € X comme il nous faut.

On fait la méme chose pour z,,;,

Rappel du Théoréme 2

Va,b € Rla,b] est compact.
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Preuve

Soit U = {U, };er un recouvrement ouvert de [a, ).

On définit £ = {z € (a, b]|[a, x] admet un sous-recouvrement fini de U}

L est un sous-ensemble de R borné et non-vide.

En effet, a € U, € U

U, ouvert = 3§ > 0 tel que (a,a+ 0) C U,, et donc x = g € L car [a,a + g] est couvert
par un seul ouvert U, € U

Donc L # ()

Alors £ posséde un supremum ¢ := sup L

Ua

FINIR LE DESSIN

ON montre deux choses sur c¢ :

1
e l)ce—
Q
e 2)c=0b

1
—> b € —, ce que l'on veut montrer.
Q

e 1) ce€a,b],donc U, € U tel que ¢ € U,
Comme U, est ouvert, 3, > 0 tel que (¢ —¢,c] C U,

On affirme qu’il existe d € (¢ — ¢,c] avec d € L. Sinon ¢ — ¢ serait un majorant de £. Mais

on sait que c¢ est le plus petit majorant de £. CONTRADICTION.

Comme d € L, il existe un sous-recouvrement U’ de [a, d], mais comme c,d € U,, le recou-

vrement U’ C U, est fini et recouvre [a,c] = c€ L

e 2)Sic<bdn>0tel que[c,c+n] CU.etdeplus, c+n<b

Mais ¢ € L et ¢ +n € U,, donc [a,c + n] est recouvert par le recouvrement fini U’ U U.

construit dans 1).

58, 72



Topologie générale Unige

Cela voudrait dire que c+n € L = CONTRADICTION avec le fait que ¢ est un majorant
de L

Donce=b

Corollaire

(a,b) # [a,b] par compacité
On aimerait maintenant trouver, plus généralement un critére de compacité pour A C R". Pour

cela, on a besoin de quelques résultats préliminaires.

Proposition 1

X quelconque, Y C X SiY est fermé, alors il est compact.

Preuve

Soit U = {U, };e; un recouvrement ouvert de Y.

Comme Y est fermé¢, = X\Y est un ouvert.

Alors U U X\Y est un recouvrement ouvert de X.

X compact = IN et Up,--- , Uy C UU X\Y un sous-recouvrement fini de X.
On peut supposer sans perdre de généralité que Uy = X\Y

Alors Uy, -+, Uy est un recouvrement de Y.

Une suite de réciproques est vraie sans conditions supplémentaires :

Proposition 2

Si X est un espace topologique séparé et Y C X avec Y compact, alors Y est fermé.

Preuve

On montre que X\Y est un voisinage de tout son point.
Soit z € X'\Y. On a besoin de trouver V un ouvert tel que x € Vet V C X\Y

VyeY : 3U,,V, deux ouverts disjoints avec y € Uy, x € U,
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{Uy}yey est un recouvrement d’ouverts de Y. Y est compact = Jyi,-- -, y, avec {Uy, }iz1,..
est un recouvrement de Y.
n
V= ﬂ V,, est un ouvert car c’est I'intersection d’un nombre fini d’ouverts. —= z €V
i=1

De plus, VNY = ﬁVyiﬂY C ﬁVyiﬁOin C OVyi N, =0
i=1 i=1 i=1 i=1

Lemme

ANBNXUY CANXUBNY
Donc V C X\Y

Proposition 3

X,Y compacts = X X Y compact

(<= trivialement car f: [[ X; — X, continue )

Preuve

Soit U = {U,}ie; un recouvrement ouvert de X x Y :
Vz € X, on considére {x} X Y 2 Y qui est compact.
= {x} X Y est compact.

Jyi1(21), -+ ing (z) tel que {2} XY C Uy U---UT;

n(x) (xl

'

()
Lemme du tube

La preuve se trouve dans le polycopié.
Y _ —

=N, C X xY ouvert
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X et Y compacts. Si x € X et N un ouvert de X x Y contenant {x} x Y, alors 3U un ouvert
de X telquex e UetU xY CN

En admettant le Lemme, on trouve :

U, C X ouvert, x € U, tel que U, x Y C N,

{U,}zex est un recouvrement ouvert de X = X est compact.

On trouve un sous- recouvrement fini X Uy U---UU,,

XxY = LﬂfoCUNmZ UMJ& U Ui, () par (%)

On a trouve un recouvrement fini de X xXY.

Remarque

La Proposition 3 est aussi vraie pour des produits H X, avec I quelconque, pour la topologie
iel
produit !

Ce résultat s’appelle le Théoréeme de Tychonoff.

Théoréme 3

Soit A C RY ott RV est muni de la topologie standard.

Alors A est compact si et seulement si A est fermé et borné pour la distance euclidienne.

Preuve

[ = | R™ est séparé = par Proposition, A est fermé.

Pour montrer que A est borné, considérons le recouvrement de A par des boules {B(0,r)|r >
0} : boules dans ds.

A compact = Jrq,--- 1, tel que A C B(0,r1) U-U B(o,7,)

Alors on peut A C B(0, . Ina:z:nn) =—> A est borné dans la métrique ds.

[<=| A borné¢ — EIRit7el7que A C [=R,R]", qui est compact par la Proposition 3 et le

Théoréme 2. N est la dimension de ’espace euclidien dans lequel A est contenu.

A fermé = A compact par la Proposition 1.
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Remarque

Une partie du Théoréme : A compact = A fermé et borné reste vrai dans tout espace
métrique.

rend tout le

L’autre implication dépend de la métrique. Par exemple, la métrique d =
2

RY borné. Du coup c’est pas compact !

Dans des "bons" espaces topologiques, on a encore une autre caractérisation de compacité.

Définition

Soit X un espace topologique. Il est séquentiellement compact si V suite de points dans X
admet une sous-suite convergente.

compacité /= séquentiellement compact et I'inverse est faux aussi.

Théoréme (sans preuve)

Soit X un espace topologique

e 1) Si X est a base dénombrable de voisinage, alors X compact = X séquentiellement

fermé.

e 2) Si X est métrisable, alors X séquentiellement fermé = x compact.

Corollaire

En particulier, (X, d) X compact <= X séquentiellement compact.
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9 Variétés et classification des surfaces

La notion de variété a été développée un peu plus sérieusement pour la premiére fois par

Bernard Riemann au XIXéme siécle.

Définition
Une variété de dimension n est un espace topologique séparé et a base dénombrable tel que

totu z € X admet un voisinage ouvert homéomorphe a (un ouvert de) R™.

Remarques

e 1) Un espace topologique X est & base dénombrable si il admet une base de topologie dé-

nombrable.
Etre a base dénombrable == étre a base dénombrable de voisinages.
/=, par exemple, prenons X discret non-dénombrable.

Il n’est pas a base dénombrable car tout point est ouvert et devrait s’écrire comme union

d’éléments d’une base, pour toute base.

D’autre part, c’est & base dénombrable de voisinages, car on peut prendre B, = {{z}}

e 2) La condition d’étre localement = R" est trés importante !

Par ailleurs, elle implique en soi que X est a base dénombrable de voisinages.
e 3) Les deux conditions = une variété est toujours métrisable.

e 4) On définit une variété de dimn
Il existe des notions de dimension pour des espaces topologiques, elles sont assez complexes.

Par exemple, on peut définir "la dimension de recouvrement" :

Définition

La dimey, (X) est le plus petit n tel que tout recouvrement ouvert U de X posséde un raffine-
ment tel que pour tout point x € X appartient a au plus n sous-ensembles.
(un recouvrement ouvert U tel que VV € U et un sous-ensemble d'un u € U)

On peut voir que dime,,(X) est un invariant topologique et que dim.,R" =n
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On aimerait avoir des exemples de variétés.

Exemple

R n>1

On a vu que R 2 R” pour n > 2

R\{z} n’est pas connexe, mais R™\{z} est connexe.

Une autre maniére de démontrer que R"™ 2 R™ avec n # m est de passer par la "topologie
algébrique".

La notion de dim.,, permet de montrer que R” 22 R™ si et seulement si n # m. On a donc une

famille infinie d’exemples de variétés (& homéomorphisme preés).

On ne peut pas déformer de maniére continue un lacet qui va autour de x en un lacet qui
n’entoure pas x.

Mais dans R™ pour n > 3, on peut déformer n’importe quel lacet vers un n’importe quel autre
de maniére continue.

C’est en gros la notion d’homotopie étudiée en topologie algébrique.

R2?\{x} n’est pas simplement connexe.

m(R*\{z}) # {e}

R™\{y},n > 3 est simplement connexe.

m(R\{y}) = {e}

La notion d’homologie a été introduite par Henri Poincaré dans "Analysis Situs" ~ 1895-1904

La, il introduit aussi la notion de groupe fondamental d’un espace topologique : 7 (X)

Pour distinguer R™ et R™, n % m, n,m > 3, on a besoin d’utiliser des analogies supérieurs
appelés des groupes d’homotopies mx(x), k > 1 qui sont définies en considérant des sphéres S*
plogées dans X.

Il existe aussi des variétés non-homéomorphes a R™!
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Exemples

o 1) S! est une variété de dim 1, compacte = donc non-homéomorphe a R"n > 1

On a vu dans le chapitre 3 que S*\{z} = (0,1) @ R

M e——eo—o0 <

yes

SN\ {y} est un voisinage de y.

V, est homéomorphe a R

o 2) 52 est une variété de dim 2, compacte.
52\ fa} = R?

FINIR D’ECRIRE

Plus généralement, S™, n > 2 sont des variétés compactes de dim n.

Définition

Des variétés de dim 1 sont appelées des courbes.
Des variétés de dim 2 sont appelées des surfaces.

Peut-on classifier les variétés de dimension donnée, & homéomorphisme prés ?

Théoréme 1 (Classification des courbes)

Toute courbe connexe est (sans démonstration) homéomorphe a R si elle est non-compacte. Et
si la courbe est compacte, elle est homéomorphe a S*.

Le théoreme des classification des surfaces sera fomulé la semaine prochaine.

La classification des variétés de dimension 3 a été accomplii récemment. En particulier, la
conjecture de Poincaré en découle.

Pour la dimension 4, c’est toujours un probléme ouvert.
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D’autres exemples de surfaces

e 1) Le tore est une surface compacte. On peut le voir comme I1? = St x S*

H2

Plus généralement, si X est une variété de dimension n et Y est une variété de dimension

m, alors X X Y est une variété de dimension n + m.

Une autre maniére de voir le tore I1? est :

On prend un carré et le quotiente par (z,1) ~ (z,—1),(1,y) ~ (—1,y).
On obtient un cylindre.

Quand on choisit z,y € [—1, 1], on obtient un tore.
(SL’, 1) ~ (1}, _1>

Donc [F1LA]x[=11]/ pour z,y € [—1,1] est un tore.

-1

Ce procédé de factorisation s’appelle le recollement.
Définition

Une surface a bord est un esapce topologique X qui satisfait des conditions d’étre une va-
riété, sauf que la troisiéme condition est relaxée : tout point x € X posséde un voisinage qui est

homéomorphe & R2, soit au demi-plan.
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Exemple

Le cylindre est un exemple d'une surface a bord. Le bord est fermé par des cercles obtenu des
cotés du carré, qui n’était pas recollés.
Plus généralement, on peut définir des variétés a bord en toute dimension.

Un autre exemple de recollement :
1

-1 1

T

[FLUX[=11]/(z,1)~(—2,—1) est une surface a bord appelée le ruban de Mé&bius.

Quand on fait un recollement, les points intérieurs du carré gardent leurs voisinages = R2,
les points du bord du carré qui sont recollés voient leurs voisinages homéomorphes au demi-plans
recollés en voisinage homéomorphes au plan R2.

Les points du bord du carré qui ne sont pas recollés deviennent les points du bord de la nouvelle
surface.

Par exemple, le bord du volume de M&bius est S?.

On peut procéder de deux maniéres pour recoller le bord qui nous reste.

Soit :

Rappel

Nous avons construit quelques surfaces par le procédé de "recollement". C’est a dire d’identi-

fication des cotés opposés d’un carré.
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Exemples
b b
l'\ p
a \ a a a
J q
L4 ss .
b1 b
Le tore T La bouteille de Klein Le plan projectif RP?

Lors de recollement, on identifie des points du bord.

Par définition, ils ont des vosinages homéomorphes au demi-plan.

Apreés recollement, les points identifiés deviennent des points intérieurs car les voisinages se
recollent le long du bord pour former des voisinages homéomorphes a4 R? (en rouge sur le dessin
du tore).

Au lieu de faire des dessins, on peut décrire ce procédé par un codage symbolique des lettres.
Assignons une lettre a chaque coté du carré avec la convention que deux cotés sont recollés si et
seulement si ils sont marqués par la méme lettre.

De plus, on distingue en écrivant @ ou a~! le sens dans lequel le coté est parcourus : ou sens
horaire, ou sens opposé.

Ainsi, T +— aba='b!, Klein «+— abab~! et RP? <— abab

Remarque

On peut aussi obtenir la sphére en appliquant cette régle avec le mot aa=bb*

Pour construire davantage d’exemples, on a besoin d’introduire une opération en plus : la
somme connexe des surfaces.
Imaginons que nous avons deux surfaces My, My et on aimerait en fabriquer une nouvelle. On

peut le faire de la maniére suivante :
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M1 M2

On découpe des petits disques dans M; et M, en les rendants des surfaces & bord.

M = Mi# M, est définie comme résultat du recollement de M; et Ms le long du bord des
disques découpés. # représente la somme connexe de M; et M.

M := MiuMz/ ou ~ est Iidentification de deux cercles de bord noté sur C' sur le dessin.
Remarque

On peut de maniére analogue, définir la somme connexe de deux variétés de la méme dimension,

pour toute dimension.

Exemples
o 1) S2#S5? > G2

o 2)

C
I

S%\{ disque }
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o 4)

T2HT? =

\Q/ \Q/

T2 T3

On peut itérer :

Premier tore trouvé :
DESSIN
2éme tore trouvé :

DESSIN

On redessine le carré avec le bord supplémentaire en un polygone et on recolle le long de c.

On obtient un octogone avec le mot a;bya; by agbsay 'b; ! sur le bord, et on fait I'identification
comme expliqué précédemment.

1
by a,

a1 bt

Plus généralement, pour tout g > 1, le 49 — gone muni du codage aiba;*b;* - agbgaglbgl

donne un "tore a g trous"
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/N Le mot trou est utilisé dans un autre sens que ci-dessus!
ou une surface > g "de genre g, orientable"

Pareil comme pour g = 2, on peut obtenir Y _ g en prenant > g — 1#T?
21 = T?

Par ailleurs, on peut aussi généraliser la construction de RP2.
Considérons un 2h-gone avec codage x1x1 - XnXn (avec h > 1).

On obtient une surface N, "non-orientable de genre h".

Exemple pour h = 5

Nj, = N1 #RP?
RP? .= N,

On peut montrer que Ny = Bouteille de Klein (exo 4 série 13)

Remarque

Une surface sans bord non-orientable ne peut pas étre plongée dans R3.

9.1 Théoréme de classification de surfaces & homéomorphismes prés

Théoréme

Toute surface connexe compact sans bord est homéomorphe :

e Soit & S? (surface orientable de genre 0)
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e Soit & une somme connexe de g tores (surface orientable de genre g avec g > 1)

e Soit & une somme connexe de h plans projectifs (surface non-orientable de genre h, h > 1)

Ces surfaces ne sont pas homéomorphes entre elles. /NI faut rajouter ca! Ca fait partie du
théoréme !
Remarque

On peut démontrer la premiére partie du théoréme de maniére directe en utilisant le codage
symbolique. Mais c’est long et technique.

Il existe des invariants qui permettent de distinguer les surfaces :

e le groupe fondamental dont on a peu parlé la semaine derniére.

Par exemple, I1;(S?) = {e}, I[;(T?) = {(a, blaba™'b~! = ¢) = Z?

e la caractéristique d’Euler définie a partir d’'une décomposition "cellulaire" de la surface.

Exemple
(S =x()=3-3+2=2
X(T?) = ()_1—3+2—o
X(T*#T?) =
;x(I{leul)-— 0
X(RP?) =
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