Louis Pelloud page 1 Algebre

Algebre 1



Louis Pelloud page 2 Algebre

0.1 Introduction

L’algebre classique est Uétude de la résolution d’équation : x™ + ap_1x™ 1 + ... +a;x 4+ ag ou z est
linconnue : une équation polynomial de degrés n

n = 1: équation linéaire x+ag=0&x=-ag

L’étude de la résolution d’un systéme linéaire est dit l’algébre linéaire, vu au ler semestre

a
n =2 : equation quadrilatique x>+ ajx+ag =0 x = 751 + (5)2 —ag

Connue dés le IX dans le traité "al-jabr" du savant perce al-Kwarizmi (algébre linéaire)

n = 3 : équation cubique <3+ azx2 +ajx+ag=0

ar . 3 — _gb 1/92 213 3E,,/E2 a3
x+ % :=u--»uv’+au=b=u \/2+ (2)+(3)+ 5 (2)+(3)

-del Ferro 1515, Cardano 1545

n =4 : équation quatique (il existe aussi une solution en degre n < 3

-Ferrari 1540

Conclusion : Pour n< 4, on peut ecrire les solution de ’equation polynomial de degres n a partir des
coeficient, via des addition, soustraction, multiplication, division, et racines : cette equation est dit
"resoluble par radicaux"

Question : et degre n> 5, Reponse : I'equation de degre n> 5 n’est pas resoluble par radicaux

— Galois (1832) : caracterisation des equations resoluble par radicaux

Ces résultat ont nescessité lintroduction d’outils d’un type nouveau : des "structure lgébriques abs-
traites", dont l’étude est le sujet de ce cours
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Plan

— Chapitre I : Groupe
— Chapitre II : Anneaux et Corps
— Chapitre IIT : Algebre Lineaire

- le n gone regulier est constructible a la regle et au compas < la décomposition de n est de la forme
n = 2"pl,...,p;, avec p; # pj pour i # j, et les pi des premier de la forme : p = 22V 4 1 ("premier de
Fermat")

P ex : n=3,4,5,6,7,8...,12 est constructible?; V, V, V, V., X, V., X, V, X, V

Théoreme des nombres :
— Si p est premier et a un entier non divisible par, p, alors aP~t — 1 est multiple de p
— il n’existe pas d’entier non nul x,y,z tq x* +y® =z" pour n> 2
L’algébre moderne s’enseigne dans un ordre anti chronologique

Historiquement :

‘ probleme concret ‘ — | tente de resoudre | — ‘ Theorie formelle

Pedagogiquement :
Theorie formelle | — ‘ application a la resoltuion
Consequence : La théorie est assez arride et abstraite
Un des but : entammer la deduction logique le raisonnement formel, la redaction preuve rigoureuse
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1 Chapitre I : Groupes

La structure de groupe est simple (une loi 3 axiome), mais les concept les plus importants sont deja
presents

1.1 Groupe : axiomes et exemples :

Définitions :  Soit G un ensembles muni d’une loi de composition, ¢ a d, une application qui a deux
élléments de G associe un troisieme élément de g noté : G x G — G

G est appele un groupe si il satisfait les 3 axiomes suivants :
(Gl) g#(hxk) = (gxh)xk, Vg h ke G (Associativité)
(G2) 3eeG tq:exg=gxe=g, Vge G (éléments neutre)
(G3) Ve e G,3g' € G tq:gxg =g *xg=e (Inverse)

Si de plus, G satisfait :
gxh=hxg Vg heG

Le groupe G est dit abéliens (ou comutatif)

La cardinalite de G noté | G |, est appele l'ordre de G

Remarques et notation :
1. Formellement, un groupe est donc la donné d’une pair (G, *) , avec G un ensemble et * une loi
de composition. Mais on le note habituellement G.
-De meme, on notera habituellement g« h := gh
-Dans le cas abelien, on notera souvent g« h :=g-+h

2. (G1) signifie que l'on a pas a se soucier des parenthese p ex :

((g1,82)23)84 = (21(8283))84 = 1((8283)24) = &1(22(8384))

qu’on notera simplement :  (g;828384)
3. Lélément neutre est unique :

en effet : Soit e1;e9 € G deux éléments neutre. Alors :
eg =epxeg =e1 [

On le note habituellement e,eg, 1,1g ou 0,0g dnas le cas abelien.

Remarques :

4. L’égalité g’g = e fait de g’ un inverse & gauche de g et gg" = e fait de g" un inverse a droite de
g
Si les deuzs coincident :
(Gz) v (Gl) 99 ) (Gz) )
g = gle=g'(gg”) = (gg)g" =eg” =g

Dans un groupe, (G3) stipule l’existence pour tout g € G d’un inverse (=inverse & gauche et inverse
a droite) :
1l est donc unique !
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— On le note habituellement g1, ou -g dans le cas abélien.
— On note aussi  g+(-h) := g-h
On obtient donc :
ggfl = gflg =1, et g—g=0 Dansle cas abéliens
5. Etant donné g€ G et n€ Z, la n-iéme puissance de g est ’'élément g™ € G défini par :
gxgx*..xg (nfois) sin>0
g =1e sin=20
gls..xgt (In]) sin<0

On le montre formelement (ex2, S1) Les régle de calcul :
i) Vx,g,h € G, xg=xh—>g=h; e gx=hx—g=h

i) Ve, he G, ghyt=g et (ghy'=h'lg!
iii) Vg € G,Vn,m € /Z, g"g™ =g"t™; et (gN)™ =gt*m
Questions : (gh)®* = g™h™ ¢
6. Attention : Pour verifier que (G, *) est un groupe il faut montrer (G1),(G2),(G3), mais aussi

verifier que la loi est "interne”, g heG=g+heG
Par exemple : G ={-1,.,1}, muni de l’addition

Exemple :
1. Z2:={..,-2,-1,0,1,2,...} muni de l'addition (+)
est un groupe abélien d’ordre infini.

De méme, (Q,+), (R,+), (C, +) sont des groupes abéliens d’ordre infini.
Q* :=Q\{0} muni de la multiplication est un groupe abélien d’ordre co, de méme que R*,C*

Par contre : N:={0,1,2,...} satisfait (G1), (G2), mais pas (G3) : ce n’est pas un groupe
-(on parle de monnide)

2. Si E est un K-espace vectoriel (K = R ou C), alors (E, +) est un groupe abélien :
Ce sont les aziomes (A1)-(A4) d’un espace vectoriel

3. Pour tout n > 1, 'ensemble GL(n;K) := {M € My (K) | det(M) # 0}

Est un groupe pour la multiplication matricielle (K =R ou C) :
Le groupe général linéaire de degrés n sur K

Demonstration :

O Si M1,Ms € GL(n; k), alors det(Mj, Ms) = detMjdetMy  # 0
On a donc bien :
G1l. M;(MoMs) = (MiMo)Ms  (YMy1, Mg, M3 € My (K)) : vu en algebre linéaire
1 0
G2. e=1,= o Iy M=M-I, =M (VM € My(K))
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G3. MeGL(n,k) = det M#0=3IM"! tq MM!'=MIM=1,
De plus :
1 = det(T) = det(M M) = det(M 1) - det(M) = det(M ') # 0 < M ! € GL(n, k)

Par exemple, pour n=1, on obtient & nouveau GL(n,K) = K* avec la multiplication

Mais GL(n,K) n’est pas abélien pourn >1 O

4. Dans le méme genre: K=RouC, n>1
SL(n,K) := {M € M (K) | detM = 1}
Est un groupe pour la multiplication matricielle : le groupe spécial linéaire de degrés n sur K (facile)

Par exemple, si n=1, SL(1,K) ={(1)} : Une des incarnations du groupe trivial

5. L’ensemble S' := {z € C| || Z||= 1} est un groupe abéliens pour la multiplication complexe.
(facile)

6. Pour n> 1, 'ensemble des racine n-iéme de l'unité :

un(C):={zeC|z" =1}

est un groupe abéliens d’ordre n pour la multiplication complexe  (facile)
Exemple :

n=1 11(C) = {1}, le groupe trivial

n=2 p2(C) = {-1,1}

v
NP

fan
NP

n=4 M4(C) = {1a2571772}
etc.. un(C) est l'une des incarnation du groupe cyclique d’ordre n

7. Soit X un ensemble non vide quelcquonque,
Posons :
S(X) :={f(: X = X | f bijective}

C’est un groupe par la composition des application c’est le groupe symétrique sur X

Demo :

— f,g : X— X bijective = f o g est bijective

— figh: X—> X, fo(goh)=(fog)oh

— dx: X=X tq idyof=foidxy=1f (VIf:X—X)

— f: X— X bijective = Jdg: X - X tq fog=gof=idy
(vu en logique et théorie des ensembles)

Si X={1,2,...,n}, alors S(X) est noté Sn :
C’est le groupe des permutations de n objet
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1x , 1 2 n
Un éléments o € Sy, est souvent noté (0(1) o(2) .. U(n))
Exemples :

n=1 S1 ={id}, Le groupe initial

n—2 Sy = {id, (21 f)}

n>3#S, nlest pas abélien
8. Si (G,*) et (Go, o) sont deux groupes, alors le produit cartésiens

Gy x Gg == {(g1,82) | &1 € G, 85 € Ga} est un groupe pour :
(81,82) - (h1,h) := (g1 *hl, g9 - ho) (facile)

C’est le produit direct de G1 et Go

Plus généralement, pour g1, Ga, ..., Gn des groupes, le produit G1 x Ga x ... X Gy est un groupe pour
la loi :

(gla ) gn)(hl’ ) hn) = (glhb ) gnhn)
Exemples : (R",+) est le groupe donné par le produit direct de n copies de (R, +)

— G = {-1,1} x {-1,1} est appelé le groupe de Klein

G1 x Goest abéliens < Gy et Gosont abéliens.

9. (moin formel, voir Geo I pour les details)
Soit P C R", Alors, 'ensemble Sym(P) := {f : R® — R" | { est une isometrie, {(P) =P }
est un groupe par la composition de sapplication.
- C’est le groupe symétrique de P dans R*

"Nombre measure sire, groupe measure symmetry”

Exemple : pour n=2, les isomerie du plan R? sont des composition de translation et de réfléxions
par des droites :

P = q%\ —R2, sym(P) ={id} groupe trivial

— P = une droite P
Sym(P) contient en particulier toute les transitions parralléles a P

1.2 Sous groupe

Définition : Soit G un groupe. Un sous ensemble H de G est appelé sous-groupe de G, noté H< G,
si H est un groupe pour la restriction de la loi de composition sur G



Louis Pelloud page 8 Algebre

Concretement il faut verifier :
1. (Vhl,hQEH) hi,hg € H
2. egeH

3. (tvheH) hleH

Mais en fait ces trois condition sont équivalente a une seule :

Proposition I.1 : Soit G un groupe, et HC G un sous ensemble non vide. Alors,

H est un sous-groupe de G < (Vhy,hg € H) ona: h1h§1 €H

Preuve : = : Soit donc hy,hp € H. Onahy; € H= hgl eH
On a donc hy € Hyhy! € H=hihy € H

<:OnaH#0=3hecH; =h-hlcHsesecH; ((2)ok)

(pour vérifier (3), fixons he H et appliquons I'hypothese a; hy =e€ H,ho =h

Onadonc; e-h'=h'eH; cequimontre (3); Pour verifier (1), fixons hy, hy € H;

on sait que; h§1 € H Par notre hypothese, on a donc; hl(hgl)’1 =hihg € H; ce qui montre
(1) et conclut la preuve

Attention : Il faut vérifier que H# () (revient a verifier e € H)

Exemples de sous groupes : -
1. Tout groupe G admet H= {e} et H=G comme sous groupe. Un sous groupe de G qui n’est pas
de cette forme est dit sous-groupe propre

2. On a la chaine de sous groupe (propre) suivante :
(Z,+) < (@ +) <R, +) <(C,+)

De méme, on a: (Qx,-) < (Rx,-) < (Cx,-)

Si F est un sous ensemble vectoriel d’un espace vectoriel E, alors (F,+) < (E, +)
SL(n,K) < GL(n,K)

Pour tout n,  (u(C),-) < (St,-)

Pour X # () un ensemble , et A C C un sous ensemble {f € S(X)|f(A) = A} et
{f e SX)|f(a) =a Vaec A} est un sous-groupe de S(X).

N o

8. Pour tout ne Z, le sous ensemble nZ :={n - mjm € Z} des multiple de n est un sous groupe de
Z (ex 1,2)
Fait ce sont les seul

9. Soit G un groupe quelqconque . Alors, Z(G) := {h € G|gh = hg Vg € G} est un sous groupe
de G, appelé le centre de G
Demo :
Veérifions (1), (2), (3)

(2) Vg e G,ona ge=eg (=g) = e € Z(G)

(1) Soient hy,ho € Z(G); on veut verifier hy,hy € Z(G) : Vge Gona:
g(h1,hg) = (gh1)ha = (h1g)hg = hi(ghg) = hi(hag) = (h1ha)g
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(3) Soit h € Z(G); on veut voir h ! € Z(G)
VgeG,ona gh=hg=h"' (gh)-h!'=hlhgh'!=h"'eZQ)

10. Soit G un groupe quelcconque, et g€ G fixé Alors :
Zg(g) := {h € G|gh = hg} est un sous groupe de G le centralisateur de g dans G

Remarque : Pour G un groupe fixé, voici une nouvelle méthode pour construire des sou-groupe :

Fixons E# () un sous ensemble de G, et posons :
H=<E>={gg..8, €Gn>1,Vi,g cE oug' ecE}U {eg}

C’est un sous groupe de G, appelé le sous groupe engendré par E.
On dit que E est un systeme de générateur de H

Finalement : s’il existe g € G. tq G=< g >, alors on dit que G est un groupe cyclique. Cela signifie
que tous les élements de G sont de la fomre g, n € Z

Exemples de groupes cyclique :
1. G=(Z,+) est cyclique (d’ordre infin), engendre par g = + 1
En effet  Vn € Z, on peut écrire
1+14...4+1 sin >0
—_———
n fois
n=< 0 sin=0
-)+..+(-1) sin<O
—_———
n fois

2. Vn > 1, G=u(C) est cyclique engendré par  g=eZ™/™  tout élément de yin(C) est de la forme :

1 g= elﬁ/n

Terminologie : Soit g€ G. Alors  o(g) :=| < g > | Est appelé l’ordre de g € G

Ainsi :

— sio(g)=o0,onag’#e Vn#0

— si o(g) = n < oo, cela signifie < g>={e, g, g2 ..7¢" et g’ =e
Ainsi o(g) = n est la plus petite puissance (positive) de g qui donne e

Exemples : -
1. ofg)=1eg=e
2. Dans G=(Z,+) but éléent m## 0 a ordre o(m) = oo
3. Dans G = pu(C), Délement g=e27/™ a ordre o(g) = n
4. Dans V={-1,1} - {-1,1}, les 3 élement # e = (1,1) ont ordre

1.3 Homomorphisme de Groupe

Définition : Une application ¢ : G — G’ entre deux groupe est appel" un homomorphisme (de
groupe) si il satisfait une unique condition :

¥G1,Ga€G, ona 9(G1,Ga) = ¢(G1)p(Go)|
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Remarques :
1. 1II serait naturel de demander d’avoir aussi :

plegley et w(g') =)' VgeG
Ce sont en fait des consequence de la définition :

Demo  ¢(eg)p(eg) = @legeg) = pleg) = wlegley = ¢leg) = ep; (Vg € G), w(g)p(g?) =
pleg ) = pleg) = ef;

de méme (g )p(g) =g = (g ) = p(g) !

2. Si:p:G—=G et G’ — G’ sont des homomorphisme, alors (p o ¢)(g),82) = ©((g182)) =
p(p(g1)e(g2))  —p(e(g1)e(e(g2)) = (pop)(g)(w o v)(gr)

Rappel : (G,x),(G’,-) groupe
¢ : G = Gest un homomorphisme si ¥gy,89 € G, (g1, *82) = v(g1) - v(g2)

Terminologie : Soit ¢ : G — G’ un homomorphisme :
— Son noyau est défini par Ker(p) := {g € Glo(g) = e} € G
— Son image est défini par Im(p) := {p(g)|g € G} C G’

Proposition 1.2 :
i) Ker(¢) est un sous groupe de G et Ker(y) = {eq} < pinjectif
ii) Im(p) est un sous groupe de G’, et Im(p) = G’ & ¢ surjectif

Preuve :
i) Ona: ¢(eqg) =eqg = eqg € Ker(p) qui est donc non vide;
Pour vérifier que Ker(p) < G; il suffit par Prop 1.1 de voir : g1,89 € Ker(p) = g1,8y €
Ker(p): Soient donc gy, gy € Ker(p); caleulons :  ¢(g1,82) ") = ¢(g1)p(g5})
d'ou :  gigy' € Ker(yp) eG/(eél, =eq
Montrons : Ker(y) = {eg} & ¢ injectif
< : Suppososn ¢ injectif, et montrons Ker(p) C {eq}

Soit donc ge Ker(y); ona: ¢(g) =eq = ¢leg) =g =-eq
= : Supposons : Ker(p) = {eq}, et posons : g1,80 € G tq ©(g1) = ¢(g2); A voir : g1 = g9
Calculons :  ¢(g1,82) = (g1)p(22) = ©(g1) @(g1) = eq = 818, € Ker(p) = {eg}  On a donc :

g1gyt =eq doug) =gy
(i) Ex5,$2 O

Exemple d’homomorphisme :

1. Pour tout groupe G, id :G — G est un homomorphisme Ker={e},Im = G)
2. Pour tout sous-groupe H<G, 'inclusion H— G est un homomorphisme h— h

3. Pour tout groupe G,G’, on a '’homo; G — G',g — eqs c’est 'homomorphisme trivial
(Ker=G, Im={eq})

4. Soit G un groupe et g€ G; Alors application : ¢ : Z — G, p(n) = g® est un

homomorphisme :  p(n +m) = gh™ = gl . g™ = y(n)p(m); Par Définition, Imp=< g >,
7
ot Kerg — o(g) STO(g) < oo
{0} sio(g) =0

10

= o(g1)¢(g2) 1
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5. Notons que R*+ :=(0,00) est un groupe pour la multiplication réelle :  L’application
(C*,.) = R*4, ),z — |z|  est un homomorphisme (|z- w| = |z| - |w|) de noyau S!, et d’image
R*+

6. det :GL(n,K) — K* est un homomorphisme (car det(MiMs) = detM; - detMs) de noyau
SL(n,K), et d’'im age K*

7. Une application linéaire { :E— E’ est un homomorphisme de (E,+) a (E’,+)

8. L’application exponentielle ¢ : (R,4) — (C*, -), ¢(x) = ¢™ est un homomorphisme (car :
el Hy) — eix . 6V Q’image S!, et de noyau 27Z ={2r-Klk € Z}

9. soit m € Z (m# 0). Alors la multiplication par m  Z — Z,n — m - n est homomorphisme (car
m(nj + ng) = mnj + mny), de noyau {0} et d’image mZ

{+1 six >0

10. L’applciation sgn : (R*, -) — {-1,1}, sgn(x) = est un homomorphisme, de

-1 six <0
noyau R*+, et d’image {-1,1}

Définition : -

Un homomorphisme ¢ : G — G’ est appelé un isomorphisme s’il existe un homomorphisme th: G’ — G
tel que o th=idg et hop =idg  s%l existe un tel isomorphisme, on dit que G et G’ sont iso-
morphe, noté G = G’

Remarque : 1. Un homo ¢ : G — G’ est un isomorphisme < ¢ est un homomorphisme bijectif

=:  isomorphisme = pest homomorphisme et3 M tq wo M= id(= ¢surj); et M op = id(=
pinj) d’ou ¢ bijectif

«: Si pest bijectif, alors; IM: G - G tq gomh=id et Mhop=id Reste a voir :
M est un homomorphisme En effet : soient g}, g5 € G': h (g],85) =h (oM (g;)) - o(th (g5))) =
h ((rh (g;)- M (g3)))

2. ids : G — G est un isomorphisme
0:G =G MG = Gisom= Mhoyp: G — G”est un isomorphe
¢ : G — Glisomorphe = ¢ 1 : G’ — G isomorphe = "est isom" est une relation d’équivalence

3. On a tendence a identifer 2 groupe isomorph, de la méme maniére qu’on identifie 2 ensemble
en bijection en th-des-ensemble, et 2 esp vectoriel isomorphe en algebre linéaire

4. Toutes les propriété étudier en th-des-groupe sont invarient par isomorphisme
p ex :si G2 G/, alors |G| = |G/|, G abé¢lien < G’ abélien, G a un encadement 2 éléments
d’ordre 3 & G’a ...

5. pour montrer que G,G’ sont isomorphes, il faut mexhiber un isomophisme G— G’ pour montrer
que G,G’ ne sont pas isomorphe, il faut trouver une propriété invariante que G a mais pas G’

Exemples d’isomorphismes :
1. Tous les groupe d’ordre 1 sont isomorphe (c’est le groupe trivial)

2. Tous les groupe d’ordre 2 sont isomorphe (en particulier : pua(C) = Sp)
Demo :
En effet soit G un groupe d’ordre 2, Alors, on a; G={e, g} avec ee=e, eg=ge=g, et; gg=e (inverse)

11
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.leleg /
elelg Soient donc  G={e,g},et G'={e¢’,g'} 2 groupe; L’app ¢ : G — G/, ; : Z, ,
g| &8¢

est un isomorphisme
3. Tous les groupe d’ordre 3 sont isomorphe

4. Tous les groupe d’ordre 4 ne sont pas isomorphe :  pg(C) 2 {-1,1} - {-1,1} :=V
En effet i€ p4(C) est d’ordre 4, alors que les éléments de V sont d’orde 1 ou 2

5. L’application ¢ : (R,+) — (R*+,-) ,(x) = €* est un isomorphisme
(eXtY =eX.eY, bijectif d’inverse log : R*+ — R)
6. Sif:X — Y est une bijection, alors ¢ : S(X) = S(Y), () = foo of ! est un isomorphisme

(exercice)

Terminologie : Un isomorhisme ¢ : G — G est appelé un automorhisme de G

Remarque : L’ensemble Aut(G) des automorphisme de G, est un sous groupe pour la composition des
applications  (Remarque 2 ci dessus)

Retour en arriere :

* H < G < H est un groupe pour * restreinte a H; < (1) hy,ho € H= hj,hs € H;
(2)egeH; (3)heH=h'lecH
<:Vv'; =:Hestungroupe pour *; = JdegyeHtqeg-H=h-eg=h vhe H
a voir : €H = €@ ; eneﬁet:eH-eH:eH:eH-eg; €Hg = €qg
* question sur o(g) := | < g > | — ex1,S3
* etre isomorphe est une relation d’équivalence : Attention la classe de tous les groupes n’est pas
un ensemble
Rappel : G groupe ; Aut(G) = {p : G — G||pisomorphisme}

Exemple d’isomorphisme : -

1. Déterminons Aut(Z) ; Remarquons d’abord que tout homo ¢ : Z — Z est donné par la
multiplication par n=¢(1) € Z

En effet : pourn>0,ona; en)=¢e(l+..+1)=¢1)+..+¢1)=¢(1) n
pour n<0: o) =¢((-1) +..) = (1) -¢(-1); = (0)(p(1)) = (1) n
pour n=0, »(0) =0; =¢(1)-0

on a en fait : (Hom(Z,Z), o) est isomorphe a (Z, -) comme monoides , via; ¢ — ¢(1) € Z ainsi Aut(Z)

est donné par les éléments inversible de Hom(Z,Z) = Z ,r par {-1,1} ; Onadonc: ‘ Aut(Z) = {-1,1} ‘

2. Pour G un groupe quecquonque, et g€ G l'application tq : G— ¢ , 1g(x) = gxg b est un
automorphimse de G appele la conjugaison par g (1g =idg si G est abélien)

~1.
’

Demo :Vx,y € G,ig(xy); =gxy)gl; =gx(gle)ye ™ = (gxg Heve ) (X)) = ¢

est un homorphisme

12
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De plus : Lél(Lg(X)); =gl (gxg’l)g; =x= Lél oty =idg ; de meme , tgo0 Lél =idg = (g €
Aut(G)

De plus : Iapplication z :G — Aut(G),g — g est un homomorphisme de noyau Z(G). Son image
notée Int(G) est formé des automorphisme intérieur de G :

Demo : Vg he G,Vxe G:ig(y(x); = g(hxh’l)g’l; = (gh)x(gh)’l; = Lgh(x) = 1gOlgh; SE
Ker(r) & 1p = idg & (g(x) =xVx € G & gxg | =xVx € G & gx = xg(Vx € G) & g € Z(G)

1.4 Théoreme de Lagrange sous groupe normaux et groupe quotients :

Notation : Pour des sous ensemble X,y C G et g € G, on note :

— gX = {gx|]x € X}

— Xg:= {xg|x € X}

— XY :={xylxe X,y € Y}
— Xt={xtxeX}

Terminologie :
— Soit H un sous groupe d’un groupe G,
Un sous ensemble de la forme gH est appelé une classe a gauche (resp classe a droite) modulo

H dans G
— L’ensemble des classe a gauche est noté G/H := {gH| g € G}
— Le cardinal de G/H est appelé l'indice de H dans G, noté [G,H]

Remarque : - L’application G— G,g — g~ induit une bijection :

f:G/H:={gH|g € G} —» H\G := {Hg|g € G}

Demo : En effet : f(gH) = (gH) ' = H gl = Hg!
Cette application est bijective, d’inverse Hg— ¢ 'H ; ainsi [G,H|=|G/H| = |H\G|

Théoreme de Lagrange : -

Si H est un sous groupe d’un groupe fini G, alors : |G| =[G : H] - [H| ‘

Preuve : Soit G un groupe et H< G pour g1, g9 € G, notons g; ~ gy & g§1g1 €eH

Vérifions que c’est une relation d’équivalence sur G :
e Réflexive : gvg o glge HeeecH Y

o Symétie : g ~ gy & grlg EH= (g3lg) !y =gilgoeHergy ~g
o Trnasitivité : g ~ g et gy ~g3; ©gy'g € Het gzlgy € Hi = (g3'g0)(gr'e) € H
—_—
gglgl

< 817~ 83
(3 axiome pour relation d’équialence <+ 3 axiome pour H < G)

Les classes d’équivalence correspondantes sont : -

[eln:={g €Glg' ~g} ={g €Glg 'g ' € G} = {g' € Glg' € gH} =gH

13
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(Les classes a gauche!)

Ainsi les classes sa gauche partitionnent G, par défiition, on a [G :H] classes a gauche

g H H— gH

h —gh

i Finalement, Vg € G on a une bijection {
92

gsH
— Surjectif par définition de gH
— injectif : ghy = gho; = hy=hy:V
Ainsi on a G qui est partitionner en :[G :H| sous ensemble tous de cardinal [H| donc si G est fini
|G| =[G:H]-[H O
Corrolaire 1.3 :  Si H < G fini, alors |H| divise |G| et [G : H] donne |G| O

Corrolaire I.4 :  Pour tout g € G avec G fini o(g) donne |G|
preuve : Appliquer .3 a H=< g > (]

Corrolaire 1.5 : Si G est un groupe d’ordre premier, alors il est cyclique, et tout ge G,g # e
engendre G

Preuve : Soit donc G un groupe avec |G| premier; et

(8€ G ,g#e; g#ewo(g)>2 @ Pald, o(g)|G]=o0(g) =|G]) =<g>=G U
Corrolaire 1.6 :  Si G est fini alors g(|G|) = e(Vg € G)

Preuve : Pour tout g€ G on a que o(g) ||G| par 1.4 donc 3n € Z tq |G| = o(g) - n
On a donc : g|G| = go(g)'n — (go(g))n —el—e O

Remqarque : On verra des conséquence de cet énoncé en th des nombre

Exemple : -

1. Pour G fini quelcquonque, et H= {e}; Les classe a gauche sont g-H = {g}, les élément de G
On a: [G :H] =|G|; d’ou |G| = |G| -1

2. Pour G fini quelequonque, et H=G (g’ € G, g’ = g(g g’ € gG)
Les classe a gauche sont : gH = gG = G
= on a une unique classe a gauche, d’ou [G : G] = 1; on a l’équation |G|=1:|G]|

3. Pour G = Sn , posons H :={0 € Sylo(n) = n} = S;,-; Calculons [G :H| dans ce cas en
reprenant les notations de la preuve de Lagrange ; Pour 01,09 € Spyona: o ~ o9 & 05101 S
Hs oyl (01(n)) =n; < o1(n) = o2(n) € {1,2,3,...,n}

Ainsi le nombre d’équivalence correspondante est égale a :

{1,2,..,n}|=n; onadonc: |G :H|]=n

Par Lagrange on obtient : [Sn| = |G| = [G :H] -|H| =n-|Sy-1|; Par notation : [Sn| = n(n-1)(n-
2)...2:1 =n!; comme il se dit

14



Louis Pelloud page 15 Algebre

Question : -
Quand la loi de composition dans G induit - elle une structure de groupe sur G/H ? (via (g1, H)-(goH) :=

2182H, ou [gy]n - [g2]u = [g182]H)
Définition : Un sous groupe N< G est dit normal (on dit aussi distingué) dans G si :

Vg € G; gNgf1 =N ceci est noté : N<G

Proposition 1.7 : - Si Na G, alors G/N est un groupe pour la loi de composition :
G/N x G/N = G/N, (g1N,gN) = g1g5N

de plus : la projection canonique 7 : G— G/N | 7(g) = gN est un homomorphisme surjectif de noyau
N.

Preuve : -
e Vérifions que la loi de composition sur G/N est bien défini :
Soit g1hy,g0ho € G tqhiN =h1N et gogN =hoN; on veut voir : ghjN = gohoN

Ona: g N=N&g eN NG gt (hylgr)gs €N
goN = hoN & hylgy € N
N < hihoN = g;goN

} =hy'gogo'hy g ge € N & (hihg) gygy €

e L’associativité découle de celle dans G

Le neutre est eG/N = [e]n =eN =N } G/N est un groupe

Iinverse de gN est g IN
e Par définition 7(g;g9) = g182)N = g1N) = m(g1)7(gy) : c’est un homomorphisme 7 est surjectif
par définition de G/N et Ker(m) = {g € G|r(g) = eq/n} = {g € G[gN =N} = {g € G|g ~x
el={gecGlelgeN}=N O

Terminologie : - G/N est appellé le groupe quotient (de G par N)

Remarque :
1. NaG & Vge G,gNg ! =N
& Ve € G,gN = Ng < les classes a gauche et a droite coincident

2. NaGeVgeG,VxeN,ona:gxgleN

Exemple : -
1. On a toujours N={e} « G (Vg € Gongeg ! =e € N)
2. on a toujours N=G <G (Vg;xg ! € G)

3. Si G est abéilen, alors tout sous groupe est normal (Vg € G,Vx € N, on a gxg ' = gg~lx =

x € N)
4. On a Z(G) <G (meme preuve )

5. ¢ : G — G’ est un homomorphisme, alors Ker(p) <G

preuve : - Soit donc x€ Ker(p) et g€ G a voir : gxg ' € Ker(p); o(gxg Heo(g)p(x)p(g) ! =
p(gle-p(g) '=e O

15
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Par 1.7 : - réciproquemeny tout N«
6. SL(n,K) <GL(n,K) (car SL(n,K) = Ker(det : GL(n,K) — K*)

7. Pour tout groupe G, Int(G)<Aut(G) (ex5,s3)

8. tout sous groupe et indice 2 est normal

Preuve : Soit H< G avec 2=|G :H| = |G/H| = [H\G| = on a les partitions :

G=HUgH(g ¢ H), etG=HUHg(g¢H) =

on a donc que : gH = HgVg ¢ H

Pour :geH,ona :gH=Hg=H }@VgeG,gH:Hg@HqG .

9. Dans G=S3 , posons H = {id, (21 ? g) } Alors H 4 G

(1 2 3 (1 2 3 , a_ (123
Eneffet,pourx<2 1 3>€Het-g<1 3 2>,ona. gxg —<3 9 1>¢H

Définition :

‘ Un groupe est dit simple si il n’as pas de sous groupe normal propre (ie , N# {e}, G) ‘

Exemple : - Si G est d’orre premier, alors G est simple (par lagrange)
(On verra : ce sont les seul groupe simple abélien )

Proposition 1.8 : - Soit G un groupe N<G , et :

¢ : G = G'un homomorphisme tq :N C Keryp
Alors il existe un unique homomorphisme

p:G/N—= G tqpom=¢

Terminologie : -
e Un tel énoncé est une "propriété universelle"
e On dit que '¢ passe au quotient"

Preuve : -
— @(gN) =p(n(g)) = (Pom)(g) = ¢(g)  (en notation [g]n, on a : D([g]n) = #(g))
— P est bien défini (ie : existe) : solent g1,g9 € G tq g1N = goN
& g3'81 € N C Kerp = e = o(g;'g1) = ¢(g2) "o(g1) & w(g2) = v(g1)
Ainsi @ est bien défini

— @ homomorphisme : 3((g;N)(g2N)) = ?(g182N) = ¢(g182) = ¢(g1)p(g2) = P(g1N)P(22N)

Proposition 1.9 : - Soit ¢ : G — G’ un homomorphisme

Alors ¢ definit un homomorphisme ‘ 2 : G/Kerp — Im(yp) ‘

16
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Exemple : -

1.

2.

1.5

/
L’homomorphisme trivial ¢ : S:eG reduit I'isomorphisme G/G = {e}
G/
L’homomorphisme idg : G — G reduit I'isomorphisme G/ {e} = G
I’homomorhpisme det : GL(n,K) — K* reduit Iiso : GL(n,K) / SL(n,K) & K*

L’homomorphisme ¢ : (C,4) — (C*, 1) , ¢(z) = €™ a image C" et noyau Z, d’ou I'isomor-
phisme : C/Z = C* La restriction de wa (R, +) a image (S!,-) et noyau Z d’ou : R/Z = 8!

L’homomorphisme ¢ : G — Aut(G) a image Int(G) et noyau Z(G), d’ou l'iso G/Z(G) = Int(G)

Groupes cycliques

Considérons l'exemple de G = (Z, +).
Pour tout n € N, on a le sous-groupe H=nZ = {...,—2n,1n,0,n,2n,...}
La partition de Z en classes modulo Hest Z=nZ U (1 +nZ)U(2+nZ)U...U((n-1) +nZ)
H < Z car Z est abélien.

Z Z
A== {[0], 1], 2], ..., [mn— 1]}, n classes d’équivalences

not.

pour la relation : [a] = [b] <= a—-b€nZ < a=Db mod n, a congrue & b modulo n.

% est appelé le groupe des entiers modulo n.
La loi : [a] 4+ [b] = [a+ b], rete de la division par n.

Par exemple pour n = 2, on a % = {[0], [1]}, avec la loi donnée par la table
+ [ 0] (1] [2]
0| [0 [1] [2
Pour n =3, on Z = {[0],[1], [2]} et H H H H
212 [0 1
Notons que % est cyclique pour tout n € Z.
Démonstration : -
En effet
— sin =0, OZZ = Z, infini cyclique engendré par 1
— sin >0, % est engendré par [1], car [i] = [1] + -+ + [1]
—_——

i fois

On verra : tout G cyclique est isomorphe a % pour un unique n € N! Pour cela on a besoin

Proposition 1.10 Soit H un sous-groupe de Z. Alors, il existe un unique n € N = {0,1,2,...} tel
que H = nZ.

17
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Démonstration : -

Soit H < Z. Si H = {0}, alors H = oZ, trivial.

Supposons donc H # {0}. Dans ce cas, on a HN{1,2,3,...} #&, carhe H = -he€H
Soit n le plus petit élément de HN {1,2,...}.

Affirmation : H =nZ

H groupe
group

Eneffet :[D]:neH nZ={...,.n—n,—n,0,n,n+n,...} C H.

[C] : Soit h € H C Z. A voir : h est un multiple de n.

Par ’algorithme de division euclidienne : 3q € Z,r avec 0 < r <ntelque h=qn+r. H < Z,h €
HneH = r=h-qne H. Sir >0, alorsr € HN {1,2,...}, impossible par minimalité de n (et
r<n). Ainsionar =0, dot h=qn € nZ

sin>0

n
] donc impossible d’avoir H = nZ = mZ
oo sin=0

Finalement, n est unique car |%| = |§| = {

avec n # m

Théoréme 1.11 : Classification des groupes cycliques Soit G est un groupe cyclique.

Z
Si G est infini, alors G & Z. Sinon, G = 7 avecn = |G|.
n

Démonstration : -

Soit donc G un groupe cyclique. Par définition, il existe g € G tel que G = (g) = {g¥ | k € Z}. Cela
Z — G

signifie que ’homomorphisme ¢: | €st surjectif.
k —g

Considérons H = ker ¢ < Z. Par 1.10, dn € N tel que H = nZ
— Sin =0, on akerp =0Z = {0} <= ¢ injective — piso = G X Z.

Z Z
— Sin > 0, on a kerp = nZ, d’ott un isomorphisme @ : fZG par 1.9, d’oit G = —.. Finalement
n
Z
G = |3zl =n.

Exemple
2ik

zZ .
pn(C) = —, viaexp(

18



Louis Pelloud page 19 Algebre

Voyons une applicaoin a la théorie des nombres (petit théoréme de Fermat). Quelques rappels :

Terminologie
— Pour a,b € Z, on dit que a divise b, noté a | b, si 3q € Z tel que aq = b.
— Pour u,v € Z, le plus grand commun diviseur de u et v, noté pged(u, v), est défini par :

0 siu=v=0

pged(u, v) :== {

max{n € N |nfu et n|v} sinon

— Deux entiers u, v € Z sont dits premiers entre eux si pged(u,v) =1

Proposition I.12 Pour u,v € Z, {un + vin | n,m € Z} = pged(u, v)Z.

Démonstration : -

Soient donc u,v € Z

Le sous-ensemble H := {un 4+ vm | n,m € Z} est un sous-groupe de Z.
H>u-04+v-0=0 = H#o

EZL €L
h; =un; +vm; (n3,mj,ng,mg € Z) = hy —hs =u(h; —n9) + v(imn; —mg) € H

hy = ung + vimy
Par 1.10, 3k € N tel que H = kZ. A voir : k = pged(u, v) =: .

déf. d d
Comme u,v € H=KkZ, on a k|u et k|v ¢ épgc 0<k<j.

D’autre part, jlu et jlv = u et v sont des multiples de j.

= tout élément de H est un multiple de j k:d>{ k est un multiple de j.
— j<k = j=k

Théoréme de Bézout Deux entiers u,v € Z sont premiers entre eux si et seulement si il existe
m,n € Z tels que um + vim = 1

Démonstration : -
Par 1.12, u, v premiers entre eux <= {un+vm|nmeZ}=Z < {un+vm|nmeZ}>51

Revenons a %, avec n > 0.

Z Z
Notation : (@)* = {[m] € — | pged(m,n) =1}

Sur (%)*, définissons [m1] - [mo] = [my - mo)]

Affiramation : (%)* est un groupe pour la multiplicaion ci-dessus.

Démonstration : -

Notons d’abord que pged(mp,n) = pged(mg,n) =1 = pged(m;g - mg,n) =1

De plus, si [m;] = [m}], alors m{ = mj +kjn = mjm) = mymy + (k; + k2 + kikon)n. De méme
pour [mp] = [mj] ce qui implique [mjm)] = [mymy]

Ainsi, la loi est interne et bien définie. Elle est clairement associative le neutre est [1] € %
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Reste a VOiI‘* : inverse.
Soit [m] € % . Par Bézout, Ix,y € Z tels que mx +ny =1 € Z

= [1] = [mx] + [ny] = [m|[x] = m a comme inverse [x]
~—~
=0
Finalement, mx + ny =1 == x et n sont premiers entre eux <= [x]| € %jﬁ.
Bézout

(Z/uz* = {[m] € Z/nz|pged(m, n) = 1} est un groupe pour [my] - [ma] = [m1 - my)].

Notation : -
Pour n € {1,2,3, ...}, notons ¢(n) := #{m € {1,2,3...}|pged(m, n) = 1} la fonction phi d’Euler

Exemple : -¢(1)=1, ¢(2)=1, ¢4)=2, ¢5)=4..

Corrolaire : [Euler] - Soient n> 1 un entier, et ac Z tq a et n sont premier entre eux : Alors;
a?(™) — 1 est un multiple de n

Preuve : -
Fixonsn > let a € Z; Par hypothese,on a:; [a] € (Z/nz)* := G Le groupe G a ordre :|G| = p(n)
Par corrolaire 1.6, on a ; g‘G| =eq,le:

[1] = [@)™) = [2#V] € (Z/n2)+ C (Z/nZ)+ & a?™) -1 €nZ O

Petit Théoreme de Fermat : -

Soit p un premier et a un entier qui n’est pas un multiple de p. Alors, aP1 — 1 est un multiple de p

Preuve : - C’est Cor 1.12 dans le cas n=p [

® p=2: a impair = a-1 pair
® p=3: a pas un multiple de 3 = a? — 1 est multiple de 3
T a=3k+i, i€ {1,2} = a? = 9k? + 6ki + (22~ 1) un multiple de 3 _

1.6 Commutateur, abélisé, groupe résoluble
Terminologie : - Soit G un groupe, et g,h € G Le commutateur g et h est [g,h] :=ghg 'Th ™t € G
Remarque : -
1. [gh] =e & ghg'h'! =e & gh = hg & g et h commutent
En partivulier, G est abélien < [g,h] =e (Vg,h € G)

2. Sip:G — G’ est un homomorphisme, alors :

¢([g,h]) = p(ghg Th ) = p(g)e(h)p(g) Lo(h) ! = [o(g), ¢(h)]

3. [gh] ™t = (ghg'h 1)t =hghlg! = [h,g]

4. leg] = [ge]=e (Vg €G)
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5. Mais le produit de 2 commutent n’est en général pas un commutateur!

On définit donc :

Terminologie : - Soit G un groupe. Le groupe dérivié de G est le sous groupe de G engendré par le
commutateur :

(G, G]:= ({[g,hllg,h € G}) <G

6. par rem 3, tout éléments de [G,G]| est un produit de commutateur
7. Par rem 2, si ¢ : G — G’ est un homomorphisme ; ¢([G, G]) C [p(G), p(G)]
Exemple : -

1. G abélien < [G,G| = {e} par rem 1

2. Pour G = S3, on a [S3, S3] est le sous groupe d’ordre de S3 engendrer par (21 ; i’)) [ex, 6,5,4]

3. Pour n>1et K=R,Con a ‘ [GL(n, K), GL(n, K)] = SL(n, k) ‘
[C] : clair car det(My, Mg, My!, Myt) = detM; - detMy(detM;) t(detMa) ! = 1v

[D] : Trivial si n=1 car SL(n,K) ={1} mais pas facile pour n> 1! Voici li’dée :

1 ]
Sin > 3, alors on peut montrer (dur) que SL(n,K) est engendrer par les matrices t; j(\) := T i
A
avec i£Zjet A € K
VAN
Ensuite pour n> 3 on isole la relation : tj;(A)tyj, (1)tik()\)’1tkj 1)t {1 Z ‘L"] 7
i
Cela implique :  SL(n,K) C [SL(n,K), SL5n,K)] C [GL(n, K), GL(n, K)]
(pour n=2 une autre relation est utilisé¢, qui donne aussi SL(2,K) C [SL(2,K),SL52,K)])
Notons que pour n> 2 on a : [SL(n,K),SL(n,K)]=SL(n,K)
Théoreme 1.13 : - Soit G un groupe quelqconque. Alors :
(i) |G,G] «G
(ii) Le quotient G/[G,G] := Gy} est abélien
(iii) On a la propriété universelle suivante :  Pour tout homo : ¢G — A avec A abélien, il existe

¢ ¥ oA
un unique homo @ : G, > Atq@-m1=¢ + r
Ga,b

Remarque : -
1. G,y est appelé 'abélianisé de G

2. La prop univ signifie : le quotient G— G}, est la maniére la plus économe de rendre un groupe
abélien : on "tue" les commutateur
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Preuve : -

(i) Soit g€ G quelgconque, et rg la conj par g Comme rg est un hom la remarque 7 donne :
glG,Glg™! = rg([G, G]) C [rg(G),rg(G)] C [G,G] donc ; N= [G, G] est un sous groupe normal

(ii) Par rem 1 G, = G/N est abélien < tout commutateur dans G/N est trivial
A voir donc : (Vg,h € G, on a : [gN,hN] = eq /N , avec N = [G,G]
Ennotant 7 : G — G, = G/N ;. Laprojectionona; [gNhN]=[n(g), m(h)] = 7([g, h]) = eq/n
car [g,h] € [G,G] =N = Kerr

(iii) Soit donc G — A un homo avec A groupe abélien ; Verifions N=|G,G] C Kerp, pour

G 5 A
conclure a l'aide de Prop 1.8 7 + / 35 En effet ; ¢([G,G]) C [¢(G),9(G)] C
G/N = Ga,b

[A,A] = {oa} car A abélien
Ainsi on obtient ; N C Kerep O

Exemple : -
1. G abélien & [G,G] = {e} & G, =G

2. Comme |[S3,S3]| ona (S3)ap = Z/2Z  Onremarque que (Vo > 2)(Sp)ap = Sn /[Sn, Sn| = Z /27
section (1.7)

3. GL(n,K),, & GL(n, K)/SL(n, K) = K*
Terminologie : -
Pour un groupe G notons G=G(©) ; G .= (GO g0, ¢@ .= gV, ¢,  ¢cktD) =gl gk .

On obtient une suite dérivé de G

Définitions : -

G est dit résoluble s'il existe k > 0 tq GK) = {e}

Exemple : -
1. G abélien < G = {e} = G résoluble

2. Si So sont abélien = résoluble
Ss3 pas abélien mais [S3, S3] abélien = (Sg)(z) = {e} = S3 résoluble
S4 est aussi résoluble (section 1.7)
on verra Sy pas résoluble pour n > 5

3. GL(n,K) = K* abélien = résoluble GL(n,K) pas résoluble pour n > 2, car Gt = = SL(n, K), G2 =

1.7 Groupe symétriques :

Rappel : X un ensemble (# 0) , S(X) := {f : X — X|f bijective} est un groupe
Si X et Y sont en bijection, alors S(X) = S(Y) (serie 2)

S X est fini, disons n = |X|, alors S(X) := S, Le groupe symetrique d’indice n

o € Sy est appelé une permutation (de n objets)
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Ces groupe sont d’une grande importance, on particulier a cause de :

Théoreme de Cayley : -

Tout groupe est isomorphe a un sous groupe d’un groupe symétrique

Preuve : - Soit donc G un groupe quelconque
: G =S .
Posons: X — Get 7 (G) définie par eg: G =G
g —¢g) h —gh

Avoir: (1) ¢(g) €
(2) gphomomorphlsme = ¢ définit un homomorphisme G = Im(p) < S(G), et v/
(3) pinjective

(1) (e(g)op(g™))(h); g)(plg™) ¢(g)(g 'h) =g(gth) =h
(h) Vhe G

= o(g) o (g !) =idg

.. . RLE -1
Dememe - go(gfl) o p(g) = idg } = ©(g) est bijective : d’inverse p(g ) = ¢(g) € S(G)

(2) Soientgy, gy € G; avoir: ¢(g1) o w(ge) € S(G)
Vhe G:  p(g1,82)(h) = (g182) - h = g; - (g82h) = ¢(g;1)(g2h) = ¢(g1)(w(g2)(h))
= (p(g1) - p(g2)(h)

(3) geKer(p) © p(g) =idg e v(g)(h)=h VheGegh=h YVheG=g=eq
Kerp = {eg} © ¢ injective

Remarque : - Si G et fini, disons |G| = n alors on obtient G= Im(y) < Sy
Si G est infini on n’a pas de G < de Sy, )

Dés a présent on se restreint a X fini, et ’on étudie donc :
Sn=85({1,2,...,n}), n>1
Notation et terminologie : -

— Soit 1 <r <n Une permutation o € Sy, est un r-cycle si :
IHx1, . xe} C{1,2,3,...,n} tqo(x;) = xi41

Pour i=1,...1-1 o(xr) =x1 et o(y) =y Vy € {1,2,3,...,n}\{x1, ..., xr } On note m

— Un 2 cycle est appellé une transposition (1-cycle est I'identité)
— On notera 0 oT := 0T €S, 0,7 € Sp

. 1 2 S
Exemple : - D ans Sg la permutation notée o = ( 3) en algebre linéaire

2 1 3

De meme 7 (11 ; g) est notée 7 = (2 3) = (3 2)

3
Calculons o7 = (12)(2 3) = 2] =(123)eS;
1

N = =
< W W N

et 7o =(23)(12)=(321) et on
Dernier calcul : 7ot = (2 3)(1 2)(

oit que S3 n’est pas abélien :
3)=(13)

[\

Cela montrer meme que H=< ¢ >= {id, 0} n’est pas normal dans S3
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proposition I.14 : - Soit (x1,x2, ..., Xr) un cycle dans Sy
i)  (x1x2,..,%r) = (X2X3,...,XrX1) € Sp
i) (x1x2..xr) = (X1X2..Xj) (XjXj41...Xr) €Sn VI <j<r
iii) L’ordrede (x1,xo,...,x;) dans Sy, est r
1

iv)  Pour tout 7 € Sy on a : 7(x1,X2, ..xp)T = (7(x1)7(x2)...7(Xr))

v)  Deux cycles a support disjoint commutent

Preuve : - i), ii) évident

iii) Par définition pour o = (x1x2...Xy) , on a :

o(0) =| <o >|=min{klcX =id} =r

Preuve : -1iv)

Supposons r = 2,1 : 0 = (x1x2) := (i,j), Calculons :

7(j) sik =7(i)
i) sik=(r(i), cest7(i)7(j)
7-(7-’1 (k)) =k, sinon

* pour le cas général on utilise ii) (et une recurence) pour obtenir :

-1 _

T(X1X92..Xp )T = 7(x1%x2).. (Xp 1%p)T 1

)
—-1 -1 -1
T(x1%2)7  7(x0x3)T T T (Xpo1Xp)T

(7(x1)7(x2)) (7 (x2)7(x3))(T(x1.)7 () = (7(x1)7(x2) 7(xx))

v) Sio(xixe.xr)et ™= (y1y9...¥5) avec x; #y; Vi j|alorsor =710

est donné par :€ Sy, O

Théoreme 1.15 : -

‘ Toute permutation est le produit de cycle a support disjoint

Preuve : - L’idée est clair : 1 — o(1) = ¢2(1)... = 0"(1) = 1 — un cycle
et on continue avec i ¢ {i,o(i)...c" 1 (1)} etc.
x voici une preuve plus formelle :
Fixons o € Sy, une fois pour toute  Sur {1,2,..n} posons i~ j < dm € Z tq i = o™(j)
C’est une relation d’equivalence : —i~icari=o"(1), o€Z)
Ainvjei=~"(jej=c i) =>j~1 mMeEZ=>-meZ)

“i~vjetj~k e dml€Z tqi=o™(j)etj=0c°k)

- my/l _ _m+e C o m,eGZ
=1i=0"(c'(k)) =c™7¢(k) =i k(m—l—eeZ)

Ainsi on obtient une partition : {1,2,3...,n} = By UBo U ... LU By une classe d’équivalence

Bs = {i,o(i ,02,...,05_1 i
On verifie que Vs = 1, ...,k et Vi € B5 on a : {i,a(i) (i)}
our := |Bs|

Si 'on pose a5 := (1,0(2), 02(i)...c" (1)) pour s=1...k,
On obtient 0 = 0109...0y, avec support(os) = Bs, et donc disjoint O

24



Louis Pelloud page 25

Algebre

1 2 3 45 6
Exemple : —0‘—(5 16 4 2 3)686
=0 =(152)(63)
Remarque : -

La décomposition d’une permutation en produit de cycle a support disjoint est unique & :

1) permutation des cycles [[.14, v)]
2)  permutation cyclique de chaque cycle[l.14, i)] prés
3) l-cycle

Corollaire 1.16 : - Toute permutation est produit de transposition

Preuve : - Soit 0 € Sy par 1.15 ¢ est produit de cycle Parl.14 chaque cycle est produit de
position O  (voir ex6, serie 5)

Définition : -

La signatur d’une permutation o € Sy, est g(0) := H oli) ol € Q*

b i—j
1<i<j<n

Exemple : -
L o=id=c(id)=]]— =1
i<j

2. 0=(12)€S3=¢cl0)=2%L 13.23 -
Proposition 1.17 : - La signatur prend ces valeur dans +1 et défini un homomorphisme
€:5, — {-1;1}

o(i) o)

Preuve : - Notons d’abord que ¢ () = H —
i-j

{1,j}c{1,...n}i#j

Idee de la preuve :

trans-

(1) e(or) = e(o)e(T) = Par 1.16 on a terminer

(2) sio est une transposition alors, (o) = -1
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(1) Pour o,7 € Sy calculons :

tomy = [T 2E=200) _ 7 ()=o) 7))

g U0 T

=<(7)

— H M =¢(0); =c¢e(r) Cela demontre (1)
{k,1}

(2)  Soit o(u,v) une transposition quelconque. Calculons :

(o) =] ofi) o)) _ 11 U(I)i;f(J) 111 0(1)1370) 111 i) o) | (
{i,j} {i,j}n{u,v} [i=u i=v
=0 jFuv jAuv

=1 =1

Remarque : -
1. ainsi,c €Spac(o)=1 (resp —1) & s’écrit comme produit d’un nb impair de transposition
notons que ce produit n’est pas unique :
parexemple : (13)=(23)(12)(23)
Mais la prop .17 montre que la partie du nombre de transposition dans la decomposition

d’une permutation donné est fixe!

2. .[Lien avec Alg I
Graphiquement :  ¢(o) = (-1)
pex: o(12 345)=

)= (1t=1

e(o
Cela decoule des fait suivant :
(A)(-1)#ptsdouble ot invarient par mouvement et donc bien défini

(B) Pour o = (ij) # pts double est impair

(C) Le nombre de point double est additif par composition des permutation

Terminologie : - Une permutation o € S, est dite paire si (o) = +1 (resp —1)

Définition : -

‘ Le sous-groupe Ay := Ker(g) < Sy, des permutation paires est appelé le groupe alterné de degré n

Remarque : -Sinlalors:e: Sy, — {-1,1} est surjective = S, /A, = {-1,1} =

2. ~ISu/Anl = Sn: An] = 22} = | |An] = % | pour n> 1

Exemple : -
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n=1 A; =5 ={id}
n=2 As—{id}<{id, (12)} = S
n=3 As3={id,(123),(132)}«S3

* Un r-cycle a signatur (71)“1, en particulier, les 3-cycle sont des Ay
Proposition 1.18 : - Le groupe Ay est engendre par les 3 cycle :

Preuve : - Comme tout éléments de A, est produit de nombre pair de transposition, il suffit de
vérifier que tout produit de 2 transposition est produit de 3-cycle
Soient donc :  (x1,x2) et (x3,x4) des transposition dans Sy

Casl: {x1,x2} = {x3,x4} = (x1,%2)(x3,%x4) = (x1x2)(x1x2) = id rien a verifier
Cas2: [{xixo} N{xsx4}| =1, disons x; = x3etxo # x4
Alors :

(x1x2)(x3x4) = (x1x2)(x1%4) = (x2x1)(x1%X4) = (x2%1%X4)

Cas3: {x1,x2}N{x3gx4} =0 = (x1x2)(x3x4) = (x1X2x3)(Xx2xX3%X4) O

Voici une serie de resultat qui illustrent beaucoup de concept vu au cours de ce chapitre

La relation < n’est pas transitive ‘ (voir ex3 srie 3)

Posons Ny := {0 € A4|0? = id} et N1 = {id, a} pour : o € N\ {id}

~No <Ay : soit 0 € No,7 € Ay Alors  7o7 1 € Ay, et

2 -1

2= (ror!) =702

(tor =7idr ! =id = 7071 € Ng

—~N1 <Ny : : tous les elements de No soit d’ordre 2 = No abélien
= tout sous groupe est normal

~MaisNy 4 Ay : pexsia=(12)(34) et 7(123) € Ay
alorsTar ' = (23)(14) ¢ Ny

[S_nS_n|— Ay V]

C: VYot €Sy e(lo,7]) = [e(0),e(r)] = 1car {-1,1} est abélien
= [o,7] € Ap = [SN, Sn] C Ay

D:  tout 3 cycle est un commutateur : (x1x2x3) = [(x2x3)(x1x2)] et on conclut [

[Pourn>s, [Ag,An=Ax| (= (An)ap = {1} Vn>5)
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c: v
D: Soit (i,j,k) un 3 cycle dans A, :n>5
= 3l,me{1,..,n} tql{i,j, k1, m} =5
= (LK), (o dm)] = (1) (kj m)(i1k) Lkjm) ! = (1K)

=(1jm)
= (ijk) € [An,An] et lon conclut par 1.18 O

‘ Sn est resoluble < ne {1,2,3,4} ‘

— §p =89 = {id}

— Sy est abélien = Sgl) :=[S2, Sa] = {id} = Ss résoluble

_ Sgl) = [S2,S3] = A3 abélien = ng) = Agl) = {id} = S3 résoluble

— 80 = [84,84] = Ay, S4 = [Ag, Ag] = Z/27Z abélien = S = {id} = S, résoluble

Pour n> 5,81(11)[SH,SH] = A, Sgl) = [Ap,Ap] = Ay = Sy = Ay # {id} Vk >= S, nlest pas
abélien !

‘Pour tout n> 2  Z(Sy) := {0 € SploT =0T V7T €Sy} est tivial‘

Preuve : - Soitoc €S, (n>3), 0 #id
Avoir : IreSptqror L #0(=>710# 07 =0 ¢ Z(Sh))

Par 1.15 On peut ecrire 0 = 0102...05 cycle a support disjoint
Notons R la longueur maximal de ces cycles, on a : r > 2 car sinon ¢ = id

Srlg Supposons que 01 = (X1,X2,...,Xy) avecr > 2
Casl: ) r>3
Dans ce cas prenons 7 := (x1,x2) € Sy, Calculons :
ot 1 = 10109...057 1 = 7017 L09...09 = (x2,X1,X3, ..., X;)09...05(# 0...09 = 0)
+ car (x2,X1,...,Xr) # (X1,X2,...Xy) puisque r > 3
Cas2: r = 2 tous les cycles 01,09, ..., 0g sont de longueur 1 ou2
Comme 01 = (x1,x2) et n >3 Ty € {1,...,n}\{x1,x2} Posons 7 := (x1,y) € Snp
Calculons : 707 ! = 701...097 1 = (ro17 V)...(rog7 1) = (y1x2) - 0 # (x1X2) - 09...03 = 0
—_— Y—

!

=(y,x2) o
(x2 =y) (x2—x1)

Cela conclut la preuve [

Theoreme 1.19 : -

‘ Pour tout n > 5 A, est simple ‘

Remarque : -

1. Cela implque que [Ap, Ap] = Ay pour n > 5 (deja vu)
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soit N := [Ap, Ap]<Ap;  Apsimple = N = {id} ouN = A,
(3 =N=A,
A, abélien faux pour n > 4

2. A4 n’est pas simple ([A4, A4] est un n-groupe normal propre de A, voir serie 5)

Lemme 1.20 : - Pour n > 5 tous les 3-cycle sont conjugué dans Ay

Preuve : - Soit donc (i, ], k) un 3-cycle quelqeconque dans Ay, , n > 5

Soit o € Sy tq o(i) = 1,0(j)) =2,0(k) =3 on a: o(i,j, k)o ' = (1,2,3)
— si o € A, on a terminer
— sio ¢ Ay, alors o == (4,5)-0 € Ay carn>50n a:

(0)(ij. k) (@) = (4,5)(4,5)(1,2,3)(4,5) = (1,2,3) O

Preuve du Théoreme 1.19 : -
Soit N <Ap (n > 5) N# {id} A voir : N=A,
Affirmation N continet un 3-cycle
Cela implqgie le theorme Si N contient un 3-cycle comme N< A, et n > 5

N contient tout les 3-cycle par 1.20

Par 1.18 on aura ND A, d'ou N=A,
Preuve de laffirmation : - Comme N # {id} on a x # id Ecrivons x=c109...0g # id
Cas1 cycle a longueur > 3 disons oy = (i,j,k,1,...)

Posons y :=(i,]j,k) € Ay
xeN=>xleN Nié“ yx 'y teN XN xyx lyleN
Calculons xyx 1yt = oyyorty = (k)i kj)
————
(jk1)
(i1j) € N donc ok

Cas 2, Cas 3:  on se ramene au cas 1, deja traité (sans détail ici) O

1.8 Classification :

- (pour votre culture général pas a ’examen )
Classifier les groupes abélien n’est pas dur (voir Alg II) :

Theorme : -

Soit G un groupe abélien fini. Alors, il existe une unique suite d’entier m1, mo,...mg > 2
(S>0) tq mi|mi+1 Vi=1,..,S-1et G2Z/mZ X ... x Z/mgZ

Remarque : - On montre facilement que si pged(m,n)=1 alors Z : mZ x Z/nZ = Z/mnZ

Exemple : - Classifier a iso pres tous les groupes abélien d’ordre 36 = 2-2-3-3

36=2-19=3-12=6-6
Donc G abélien d’ordre 36 est isomorphe a exactement un groupe parmis :

ZJ36Z, 7.)27 x 7J18Z, 7./3Z x Z/12Z, Z/6Z x Z/6Z
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Par exemple : /27 x 737 x Z]/3Z = 7./6Z x Z/6Z par la remarque

le cas général (non-abélien) est infiniment plus dur
Mas les groupe finis simple peuvent etre considére comme les "brique" de base pour construire
tous les groupe finis. Et on connait tous les groupes finis simple

Théoreme : - Tout les groupe finis simple est isomorphe a exactement un groupe parmi :
— Z/pZ avec p premier

— Ay pourn >5

— Les "groupe calssique" (typiquement des groupze de matrice sur un corp fini)

— 27 groupe "sporadique" (le plus grand a 8 - 1053 éléments)
Qutient : -
X ensemble, x ~ y est une relation d’équivalence sur X si :
R-x~x On pose [x] := {y € X|x ~y}
S—x~y=y~x Vx,y,z € X la classe d’équivalence de x € X
T N On note X/~ 'ensemble X=X/~
XY YEZ X2 es classes d’équivalence, et 7(x) = [¥]

Remarque : - Les classes d’équivalence forment une partition de X et :
Vx € X x appartient a une unique classe d’équivalence

x € [x] par R
xelylnlg ex~y, x~zely] =g

Une application : £ :X— Y passe au quotient si ‘ x~y=1(x) =1(y) ‘

On peut alors defini f : X/ ~— Y, f([x]) = f(x)(& f(7(x) = f(x) & form =)

Exemple : - X ={population mondiale} x~ y < meme date de naissance
X/ ~= {date}

f:X=1{0,1,2,....}

f(x) = l'age de x en annés, passe au Quotient f : {dates} — {0,1,2}

g(x) = nombre d’enfant : ;ne passe pas au quotient !

Exemple : - G groupe quelqconque , H< G

g1~ gy & g§1g1 € H : relation d’équivalence sur G (cf parmi )
[g] = gH, classe a gauche module H
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2 Chapitre II : Anneaux et corps

2.1 Anneaux et corp axiome exemples

Cours "logique" : arithétique sur Z
— "a divise b" dans Z si Jc € Z tq b=ac

dla, d[b

i alors c|d
siclac|b

lepgcddeaetb:dZth{

—abeZ b>0 dqreZtq a=gbtravec0<r<b

— Theoreme fondamental de I'arithmétique :
tout n > 1 s’écrit de fagon unique comme produit de premier

L ecadre formel ou cette théorie se generalise est celui des anneux ’euclidien) l’exemple dondamental
est Z mais on a aussi R[X], Z([i],... C’est l’objjjet du Chap II

I1.1 Anneaux et corp : axiome et exemple

Définitions : - un anneux est un ensemble A muni de deux loi de composition :

+: AxA — A
(a,b) — a+b
AxA — A
(a,b) — a-b

(A1) (A,+) est un groupe abélien

(A2) (a-(b-c)=(a-b)-c VabceA
(A3) J1€A tq l-a=a-1l=a VacA
(A4)

A4) a-(b+c)=a-b+a-cet(b+c)-a=b-at+c-a VabceA

Remarque et terminologie : -
1. Laloi + est appelée 'addition. Le neutre dans (A,+) est notée 0=04 et U'inverse de a dans (A,+) est noté -a

2. Laloi - est appelée la multiplication. On notera suovent a - b := ab
(A2) (A3) signifient que (A, -) est un monoide
En particulier, le neutre 1=14 est unique (voir Chap I)

3. L’axiome (A’) est un axiome de distibutivité
Formellement, on aurait du Iécrire : a-(b+c)=(a-b)+(a-¢c) (#a-(b+a)-c)

4. on a les regle de calcul suivante, Va,b e A:
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En effet : -

i) a~OA:1a(O+0)1¥a-0+a-0

=0=a-0=-(a0) =a0+a0—-a0 =a0

i) ab+a(-b)2ab-b)=a-020

< a(-b) est I'inverse additif. de ab < a(-b) = —(ab)

(ii) = (iii) = (iv) = (v) : facile

5. On a bien sur a+b = atc = b = ¢ car(A,+) est un groupe

En revanche , a-b=a-c=b=cll

6. L’ensemble A= {0} est un anneau (trivialement) appelé ’anneau nul noté A =0

NotonsqueA =0 0=1

= (trivial) «< Si0=lalors Va€ A ,ona:a=a-1=a-0, douA={0}

a+..+a sin>0
——

7. Pour ac€ A et n€ Z on note : na :=

n

0 sin=20
(-a)+..+(-a) sin<O0

Par les ex 2,3 Serie 1 on a: (n+m)a=na+tna
(

nm)-a=n(ma) Va,beA
n(a+b)=na+nb Vn,m € Z

Mais on a de plus n(ab)=(na)b=a(nb)

En efet pour n > 0 : n(ab) = ab+..+ab=a+..4+a)b=(na)-b

n

n(ab) =ab+...4+ab = a(b+...+b)=a(nb)

Exemple d’anneaux : -

——

n
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1. (Z,+,-) est un anneaux commutatif
De meme Q, R, C sont des anneaux commutatif
2. Si K=RouC et n > 1 alors AM,,(K) est un anneau pour 'addition et la multiplication matricielle
(Cela decoule des resultat de ’algebre lineaire)
Pour n=1, on a My (K) commutatif Mais M, (K) n’est pas commutatif des que n > 1
3. A={f:R — RJf differentiable } est un anneau commutatif
(fg diff = -f,f+gfgdiff -f(x)=0 Vxetg(x)=1 Vx sont diff)
De meme pour {f : R — R|f continue )

4. Soit (G,+) un groupe abélien. Alors ’ensemble des endomorphisme de G :
End(G) :={¢ : G — G|y endomorphisme}

est un anneau pour (¢ +19)(g) := () + ¥ (g) et (¢-¥)(g) := (¢(g)) Ve G
5. Pour tout n> 1 Z/nZ = {[0], [1], ..., [n— 1]} est un anneau pour :

[a] +[b] := [a+b] et [a] - [b] := [ab]

ou [ ] designe la classe d’équivalenc emodulo nZ (a ~b < a—b € nZ)

Preuve : -

o (Z/nZ,+) est un groupe abéloine ; découle de la theorie general vue au chap I

e Verifions que la mutliplication est bien definie :

En effet : -
[a]=[a’] & a-a € nZ < Jk € Z tq a’-a =kn
[b] =[] b-benZ & 31 €Ztqb-b=ln
Calclons a’b’ -ab =(a+kn)(b-+In)-ab
On a donc a’b’ -ab € nZ = ab +aln + knb + kln? -ab = nal + bk + kln) et donc [ab]=[a’b’]
EZL

Le reste est automatiquement hérité de Z par exemple :
(Ad) [a] -([b] + [c]) = [a] - [b+c] = [a(b + ¢)] + [ab + ac] = [ab] + [ac] = [a][b] + [a][b]
Par exemple on a la table de multiplication suivante dans Z/nZ :
[0 (1] [2]
(O] | [o] [o] o]
[ | ol [t [2]
2] | [ol [2] [1]
6. SiAji,As sont deux anneaux alors A; X Ay est un anneau pour
(a1,a2) + (b1b2) := (a1 + by, a2 + ba) Vaiby € A aghg € Ay
(a1,a2) - (b1bg) := (a;by, agbg)

Terminologie : - Soit A un anneau

— B est un sous-anneau de A si 15 € B, et a,b € B= a+b,-a,a-b € B
— a # 0 € A est un diviseur s’il existe b# 0 € A tq ab=0 ou ba = 0
— A est integre si A est commutatif A # 0 est sans diviseur de 0 (ie : ab=0 = a=0 ou b=0)
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On note A* := {a € A|3b € A avec ab=ba = 1 } I'ensemble des unité de A

Notons que (A*,-) est un groupe
De plus si A # 0 alors 0¢ A* (0-b=b-=0#1)
Aisin on a A* C A - {0}

Définition : -
‘ Un anneau K # 0 commutatif est un corp si K* = K \{0} ‘
Ainsi un corp est un anneau commutatif non-nul tq : Va#0€e€ K, dbe Ktqab =1,
Remarque : - Un corp K est un anneau integre
Sic: ab=0aveca#03alcKtqaal=1=0=a'l-0=al(ab)=(ala)b=1b=b

On adonc: b =0 et donc pas de diviseur de zero dans K

Exemple : -

1. Z C Q C R C C est une suite de sous-anneaux tous integre
(ab=0=a=0o0ub=0)

7*={-1,1}
Q*=Q\{0}
2. SoitK=RouC n>1letA=M,K) Sin=1 M;(K) =K est un corp

. o 10 (0 0 (0 0
Sln22Mn(K)possededesd1v1seurde0[&(0 0),b<0 1),ab(0 Oﬂ

= pas integre = pas un corp )
My (K)*={M € My (K)|3IN € My(K) avec MN = NM = I} = GL(n, K)

3. {f,R — RJf derivable} est un sous-aneaux de {f : R — R| f continue}

Ces anneaux ne sont pas integre : f = / g=

f+g)(x) == 1(x) + g(x)
f-g)(x) ==1(x) - g(x)

{f|f continue} = {f|f continue, ,f(x) # 0 Vx € R} (f cont f(x) # 0 Vx = % est continue)
4. (G,+) gr—ablien A = End(G) En général End(G)adesdiviseurde0

A*=End(G)*= Aut(G)

f#0,g#0maisf-g=20 {E

*Remarque : Au 1.3 on avait calculé Aut(Z) = {-1,1} En fait on avait commencer par montrer
que End(Z) = Z d’ou la conclusion : Aut(Z) = End(Z)*~= Z*= {-1,1}

5. Conclusionn > 1et A =Z/nZ

«Affirmation : Z : nZ integre < n est premier

Preuve : -
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=: Par la contraposé supposons n non-premier
Doncilexiste ]l <r,s<ntqr-s=n
Onadonca:=[r|#0€Z/uZ,b:=[s]#0¢€Z/nZ
Maisa-b=1r]-[s]=[rs] =[n] =[0]=0€ Z/nZ  Ainsi Z/nZ n’est pas integre
<: Peut se demontrer directement mais découle aussi de I'affirmation suivante
xAffirmation (Z/nZ)*= {[m] € Z/nZ|pgcd(m,n) = 1}

xConsequence Si n est premier, alors but m=1,2,...n-1 est premier a n
et donc (Z/nZ)*= Z/nZ\{0} et donc est un corp (= integre)

Preuve de l'affirmation :

(Z/n2)* % {[m] € Z/nZ|3[]] € Z/nZ tq [m][l] = [1] € Z/nZ}

] €Z/nZ tqm]l] =[1] € Z/nZ < I, ke Ztqml+kn =1
< pged(m,n) = 1 par bezout

En resumer : - Sont equivalent :
(i)  Z/nZ est integre (i) = (iii) : Aff
(ii)  Z/nZ est un corp (ii) = (ii) : consequence de Aff
(ili) n est premier (ii) = (i) : toujours vrai

Remarque : - A fini alors A integre = A corps

Faux si A est mutli p.ex A=Z integre pas un corp
Notation : - si n=p premier on notera Fp, := Z/pZ le corp de entier modulo p

Exemple : - Fy = {[0],[1]} est un corp a 2 element
6. SiAj,As sont 2 anneaux non-nul alors A1 X As n’est pas integre
(a': (17O>7b = (0?1) a-b= (07O> = OA><A73‘7é 0,b 7& 0 car Ap 7é 0, A2 7é 0)
Finalement (A1 X Ag)*z A*xAg*

Une aplication : Le theoreme de Wiston pour n > 2 condition (n—1)! modulo n

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
(1)1 1 2 6 24 120 720 5040 .
mDimodn [1 2 2 4 0 6 0 0 0 10

‘ Un entier n> 2 est premier si et seulement si (n-1)! = -1 (mod n) ‘
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Preuve : -

= Soit donc n> 2 avec (n—1)! = -1 (mod n) et soit 1 <d <ntqdn

Avoir : d =1 (= n premier)
—1)!

Ona(n-1)!=-I(modn) & gir(ln Di+1 } = |dj(n- 1)+ 1|(x)
d<n-1={d|(n—1)!] (x*)
(#)&(xx) = d|(n—1)!4+1)-(n—-1)! ie:d|letdoncd =1
En fait si n> 4 est non premier alors (n-1)! = 0 (mod n) )

= Supposons n=p premier. Si p = 2 ¢a marche. On peut supposer donc p> 2

On veut le produit de tous les elements de (Z/nZ)* (puisque (Z/nZ) = Z/nZ\{0})

Dans ce produit chaque a possede un inverse a L tqa-at =1

-1_
On obtient : [(p-1)71] = H a A=t H a
a€(Z/pZ)* a€(Z/pZ)x
tq a=a !

loa2=1a%2-1=0

< ((a+l)(a-1)=0 & a=1=0oua-1=0a=-loua=+1
Z/pZ

Mais dans Z/pZ,on aa = a_

On adonc: [(p—1)!]=(+1)(-1)=-1€Z/nZdonc (p—1)! =-1(mod p) O

2.2 Homomorphisme d’anneaux

Définition : -

Une application ¢ : A — A’ entre deux anneaux est un homomorphisme d’anneaux si
pa+b) =p(a)+¢(b) @la-b)=e(@a) ¢b)  VabeA
P(la) =1y

Rappel et terminologie : -

1.

La premiere condition signifie que ¢ : (A, +) — (A’, +) est un homomorphisme de groupe

En particulier on aura @(os) =0,/ et p(-a) =—p(a) Vae A

Les deux premiere condition n’impliquent pas la 3eme en general
Par exemple : p(a) =0 Vaec A (A’ #0)

*

Sip: A — A est un homomorphisme et si ac€ A*alorsp(a) € (A
(acA*edbecAtqab=ba=15 =15 = ¢(1p) =
= ¢(a) € (A")* avec inverse p(b)

Ainsi , ¢|a4 : A*— (A’)* est un homomorphisme de groupe pour la multiplication
oA — A" A’ - A” homo = 9oy : A — A” homo

On definit le noyau et I'image de ¢ : A — A’ par

Kerg = {a € Al p(a) = 0} Img — {p(a)la € A}

Par prop 1.2 : -Kerp est un sous groupe de (A,+) ¢ inj < Kerp =0
Img est un sous groupe de (A’ +) ¢ surj < Implmp = A’
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En fait : Imy est un sous-anneaux de A’

Apr=p(1a) € Imp
p(a), p(b) € Imp = p(a)p(b) = p(ab) € Imyp

Par contre : - Kery n’est pas un sous-anneaux de A'!
Car: 1p ¢ Kerp (puisque p(1p) =1, #0 sauf A’ =0)
6. Un isomorphisme d’anneaux est un homomorphisme ¢ : A — A’ tq

Il existe homomorphisme YA’ — A pop=1dps pop =1d,
C’est équivlent a : ¢ est un homomrphisme biijectif, comme pour les groupes)

Si¢: A — A’ est un sous-anneaux alors ¢|a4 : A*— (A’)* est un sous groupe
Toute les remarque sur les iso de groupe se transportent aux iso d’anneaux

Exempe d(homomorphisme (d’anneaux) : -
1. idp : A — A est un homomorphimse
:B— A
b—¢b)=>b
En particulier on a les homomrphisme Z — Q — R — C donné par les inclusion
3. ¢:{f:R — R|f derivable} — R, ¢(f) = {(xg) pour x¢ € R fini
¢ est un homomorphisme : —p(f + g) = (f + g)(x0) = f(x0) + g(x0) = ©(f) + ¢(g)
idem pour la mutliplication
IA(X) =1 V¥xeR= QO(IA) = 1A(X0) =1
Son noyau : Kerp = {f|f(xg) = 0}
4. A =Mn(K) P € GL(n,k) fini alors pA — A o(M) = PMP lest un homomorphime
On dit que ¢ est un automorphisme de A

2. Si B C A est un sous-anneaux, l'inclusion est un homomorphisme

5 P Z — Z/nZ

[a
a — [a] est un homomrphisme d’anneaux | ¢(a-b)=[a-

(1) =[1] =1z/nz
Proposition : - Pour tout anneaux A, il existe unique homomorphisme d’anneaux pZ — A

Preuve : - Soit A un anneaux et ¢ : Z — A un homomorhpisme

P eZ>0 =(l+...+1)=p(1)+..0(1) =1p+..+1p:=nl
our n on a p(n) = (1 + )=9(1) +...p(1) =1a +1a :=nly

n n n

Pour ne Z<0onapn)=p(-1)+...+(-1)) =o(-1)+ ... + o(-1) = (1) + ... + (-1a)

[n| In] In]

Pour n =0 ¢(0) =04 =0-14

Ainsi si ¢ : Z — A est un homomorphisme on a forcement ’ p(n)=nly Vnez ‘

Verifions encore que cette formule definit bien un homomrhisme d’anneaux cela découle de la remarque
7 apres la définition d’'un anneaux : Vn,m € Z

p(n+m)=(n+m)-1p =n-1p + mlp = p(n) + ¢(m)
p(n-m) = (n-m)ly =n(m-1x)=np(m)=n-(lap(m)) = (nlpa)p(m) = p(n)p(m)
(1) =114 =1x O

Ainsi tout anneau A possede un unique homo ¢ : Z — A d’ou un noyau Kery < Z uniquement
associé a A, d’ou un entier ne {0, 1,2, ...} uniquement associé a A

Terminologie : - Cet entier n est appelé la caractéristique de A, noté car(A)
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en clair :

* car(A)=0 & Kerp = {0} < ¢ : Z — A injectif < A contient Z comme sous-anneaux
Danscecas 1p +...+14 #0 Vn>0
| —

n

* car(A) =n >0« 1o +...+1p = pour n = car(A)
et c’est le plus petit entier tel que c’est le cas

Exemple : -
1. Z,Q,R,C est caractéristique 0
2. Z/nZ a caractérigtique n : [1] + ... 4+ [1] = [0]
—_——

n

Proposition I1.2 : - Si A est un anneau integre, alors car(A) est soit nulle soit un nombre premier

Preuve : - Supposons que n—car(A) > 0 mais pas premier
A voir : A pas integre
Sin > 0 n est pas premier alors il existe 1 < r;s < ntqr-s = n; (en effet; n non premier
r=d
n

= 3d tqdn d # 1,d # n choisir G —

d
Calculons: O0=mn-1pa=(r-s)la=(Ia+...+1a)=Qa+...+1a)=(r-1pa)-(s-1p)
—— Y—

s T =a :=b

On adonc ab=0maisa# 0carr <net n estle puls petit entier tqn-14 =0
et b # 0 pour la meme raison. Donc A n’est pas integre [

Corollaire I1.3 : - Un corps a caractérisituge nulle ou un premier @O

Proposition II.4 : - Si ¢ : A — A’ est un homomorphisme d’anneaux, alors la caractéristique de
A’ divise celle de A

Preuve : - Soit donc ¢ : A — A’ un homomorphisme d’anneaux, et ¢ : Z — A,¢’ : Z — A’ les
homomorphisme donné en prop II.1

@ et e sont des homo = poe:Z — A’ est un homo

Prop II.1 ’ c
= @oe& =¢ par unicité

Si 'on note n := car(A), n’ = carA’ et obtient :
n'Z = Ker(¢') = Ker(p o €) D Ker(e) = nZ

OnadoncnZ Cn'Z < JkeZtqn=n"-k<n'ln O
Conséquence : - A=~ A’ = car(A) = car(A’)

2.3 Idéaux et anneaux quotients

Au chap I, on a vu que les sous groupe normaux sont important. Ils coincident avec les noyaux
d’homo de groupe
Qu’en est il pour les anneaux ? Etudions les noyaux d’homo d’anneaux

Lemme IL.5 : - Si A — A’ est un homo d’anneaux alors I :=Ker¢p satisfait :
(i) I est un sous-groupe de (A,+)

(ii) Sixeletac Aalorsaxcletxael
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(i)  vu, découle du Chap I

Preuve : - (jj) Soit xe I = Kerp et ac A : p(ax) = p(a)p(x) = p(a) -0 = ax € I
et de meme : xa €1 g

On définit donc :

Définition : -

Soit A un anneaux. Un sous-ensemble IC A est appelé un ideal de A si :

(i) I est un sous-groupe de (A,+)
(i) VxelVae A, axeletxacl

Exemple d’idéaux : -

1. Tout anneaux A possede les idéaux I={0} et I=A
(Un anneau commutatif non-nul est un corp < les seul idéaux sont ceux-la )

2. nZ est un ideal de Z

3. Dans A commutatif Vx € AT :=(x) = {xala € A} = xA est idéal de A, appelé I'idéal principal
engendré par x

i) 0=x-0€el
x-a,x-bel=xa-xb=x(a—b)el

(i) xael,a’ € A= a'(xa) =x(a'a) €1
(idem) pour (xa) - a’ = x(aa’), € I

Par exemple si A=Z et x=n (x) = nZ l'exemple 2
Pour x=0 on a (0) = {0} ; pour x=14 on a (1) = A (exemple 1)

4. Par le lemme IL.5 si ¢ : A — A’ est un homo d’anneaux alors I=kery est un idéal de A

Remarque : - Attention!

1. Un idéal n’est pas en général un sous-anneaux

2. Un sous anneaux n’est en général pas un idéal

¢ : Z — Q linclusion
} Im(¢p = Z est un sous anneaux

. / .
3. Sip est un homo Im(p) n’est pas un ideal de Q, mais pas un ideal

Comme un idéal I C A est un sous-groupe de (A,+) abélien, on a le groupe quotient A/I:= {a+1|a €
A} ={[al]la€ A} oua~b & a-bel

Par la thése du Chap I, on sait que A/I est un groupe abélien pour [a]+[b] := [a+b], et 7 : A — A/,
m(a) = [a] est un homo de groupe

De plus :

Proposition I1.6 : - Si I est un idéal de A alors A/I est un anneaux pour [a]+[b] := [a+D] et [a]-[b]
= [a-b] De plus, 7 : A — A/T est un homo d’anneaux

Preuve : - Le fait que A/I est un groupe abélien est deja connu mais on a refaire la preuve que +
est bien définie :
la]=[a’| a’—acl , , ,
= (@' +b)-(a+b)=(a"-a)+(b-b) el

el el
& [/ + 1] = [a+b] = [a]+]b] == [a+b] est bien définie |

on obtient maintenant que (A/I, +) est un groupe abélien et 7 est un homo de groupe
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Par exemple : - [a]+[b] = [a+b] = [b+a] = [b]+][a]
Verifions que la multiplication est bine définie :
[a] = [a]
=
[b] = [b']
Remarque : - Les idéaux de A sont exactement les noyaux d’homo d’anneaux A— A’

Exemple d’anneaux quotient : -

1. I={0}CcA=A/I=A/{0}=A

2. I=A = A/I=A/A =0 lanneau trivial ([a]=[b]< a—b € A toujours vrai)
3. I=nZ CZ=A= A/l =Z/nZ Vanneau des entiers modulo n
4

Plus généralement : si A est commutatif, x € A I=(x), on obtient ’anneau commutatif A/(x)
ou [a]=[b] & a=b € xA

A 5 N
Proposition IL7 : - Soit ¢ : A — A’ un homo d’anneaux IC A un idéal |7
A1

Tq Keryp C I Alors il existe un unique homo d’anneaux
PA/T — A’ tq p([a]) = p(a) Vae A

Preuve : - Par Prop 1.8 il existe un unique homo-de-groupe

?:A/T—= A tq B([a]) = (a)(e Gom =)
Reste a vérifier que @ est un homo d’anneaux : g([a] - [b]) = B([ab]) = ¢(ab) = ¢(a)e(b) = B([a])B([b])

P(1a/2) =2([1A]) = p(1a) =15, O

Proposition I1.8 : - Toute homo d’anneaux ¢ : A — A’ définit un isomorphisme d’anneaux

‘@ : A/Kerp — Imyp ‘

Preuve : - Par Prop 1.9, on sait que ¢ definit © iso de groupe par Prop I1.7, % est un homo d’anneaux

= ®» homo d’anneaux bijectif < P iso d’anneaux [

Exemple : - Soit A un anneaux quelquoncque et ¢ : Z — A I’homo donné en prop II.1

x  car(A)=0 alors Kerp = 0 = yinjectif == ¢ : Z — ¢(Z) est un iso d’anneux

= A contient un sous-anneaux isomorphe a Z (le sous-anneaux ¢(Z))

% sl car(A)=n> 0 alors Kerp = nZ Par la prop I1.8 on a un iso d’anneaux @ : Z/nZ — ¢(Z) = A

= A continent un sous-anneaux isomorphe a Z/nZ

2.4 Corps des fraction d’un anneaux integre

[’anneaux integre A=7 n’est pas un corp. Mais, il existe un corps K=Q et un hom d’anneaux
injectif Z — Q (Vinclusion) : on parle de plongement : A— K

Notons qu’il existe un plogement de A dans un corps K, alors A est integre

Et en fait c’est possible des que A est integre
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Théoreme 11.9 : -

‘ Tout anneaux integre se plonge dans un corps ‘

Réléchissons a la construction de Q a partir de Z (vu en logique) et tenton de ’étendre :

Q:=Z x (Z-{0})/ ~ ou (a,b) ~ (c,d) & ad = be

penser a ab comme (E =S sad= be) Notons [a,b] la classe de (a,b) (penser a {)

b d

On définit les opération :  [a,b]+[c,d]=[ad+Dbc,bd]
[a,b] [c,d] = [ac,bd]

On verifie que c’est bien définie et que cela donne un corp

Preuve du Theoreme : - Soit A un anneau integre. Posons X :=Ax (A —{0}) et :

| (a,b) ~ (cd) € X > ad =be € A

C’est un realtion d’équivalence : (a,b) ~ (a,b) < ab =ba € A : Ok car A commutatif

(a,b) ~ (c,d) & ad=bc équation equi-

(¢,d) ~ (a,b) < cb=da
valanet dans A commutatif

(a,b) ~ (¢,d) & ad = bc

(c,d) ~ (e,f) & (cf =de

< d(be) = d(af) = be = af < (a,b) ~ (e, f)

} = b(de) = b(cf) = (be)f = (ad)f

C’est bien une relation d’equivalence :
Posons Q(A) := X/~ ={]a, b]|W € X}

Theoreme I1.9 (precicsion) : - Pour tout anneaux integre A, il existe un corp Q(A) et un homo-
morphisme d’anneaux injectif

(-plongement) i: A — Q(A)

o IL’addition dans Q(A) est définie par ‘ [a,b]+[c,d] := [ad+bc, bd] ‘
C’est bien définie :~—b # 0,d # 0 = bd # 0 car A est integre

[a’,b’] = [a,b]< a’b =Db'a

ld/ b/ / b/d/ — d b bd
[,d’] = [ed]e ¢/d =d'c }[a +b'c’, b'd’] = [ad + be, bd]

&' a'd +b/c/)bd = b'd’(ad + be)
a’d’ bd 4+ b’c¢’bd = (a’b)dd’ + (¢’d)bb’ = (b’a)dd’ + (d’c)bb’ = b’dad + b’d’bc donc ¢a marche
(Q(A),+) est un groupe abélien : associativité
— le neutre est 0=[0,1] (=[a,b], b # 0) : [0,1] + [a+Db] + [ab+1a,1b]=[a,b]
— L’indice additif de [a,b] est [-a,b] : [a,b]+[-a,b] = [ab+b(-a),b?]=[0,b]=[0,1]
a,b +[c,d] = [c,d]+][a,b] : par définition
. La multiplication dans Q(A) est définie par ‘ [a,b]-[c,d] = [ac,bd] ‘

C’est bien définie : b 0,d # 0 = bd # 0 car A integre

[a’,b’]=[a,b]< a'b = ba

=[a’c’,b’d’|=[ac,bd
[C73d’]:[c,d]<:> C,d = d/C } [a <, ] [aC, ]

< a/c¢’bd = b'd’ac

En effet : a’¢’bd = (a’b)(c¢’d) = (b’a)(d’c)=b’d’ac ¢a marche
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Q(A),+,") est un anneaux (Al) vu:

(A2) découle de (A2) par 'anneau A
(A3) L'unité est 1g(a) = [1a, 1a](=[b,b],bL) :[a,b]-[1,1]=[al,bl]=[a,b]
(A4) découle de (A4) pour A

Commutatif : car A est commutatif

Preuve : - soient a,b € A tq i(a)=i(b)
ie: [a,1] = [b,1] & a,1,=1b & a=b O
c’est un corps : Si [a,b]#£€ Q(A), cela signifie [a,b]# [0, 1]

2.5 Anneaux euclidiens

Définition : -

Un anneau integre A est un anneau euclidien s’il existe une application f :A\{0} — {1,2,3} tq:
1. f(a) <f(ab) Va,be A\{0}
2. Pour tout a,b € A\{0} il existe q,r € A tq a=gb+r avec r=0 ou f(r)< f(b)

Remarque : - Voir ex 6,58 le point 2 est crucial

Exemple : -
1. A=Z avec { :Z\{0} — {1,2,3},f(n) = |n
C’est l’algo de division euclidienne !
2. Si A est un corps, c’est un anneaux euclidien (pour f=1)
Va,b € A\{0} on pose q=ab ! et r=0

3. D’autre exemple plus tard
En prop .10 on avait utilisé la division euclidienne (dans Z) pour montrer tout sous-groupe de Z
est de la forme nZ Voici la généralisation (meme preuve)

Proposition I1.10 - Soit I un idéal dans un anneaux euclidien A, Alors il existe x€ A tq I=(x) :=
{xala € A}
Preuve : - Soit donc IC A un idéal Si I={0} on choisit x=0, ok

On suppose done : 1 # {0}
Choisissons x€ I\{0} qui minimise f sur I\{0} (Vy € I\{0}(x) < {(y))

Affirmation I=(x)
Eneffet : [D] :x€I=xacl VacA= (x)CI
[C] : Soit donc y € I y# , Par Paxiome 2 d’un anneau euclidien

xel,qe A= qxel

el } =>r=y-gx €Il=r=0, car {(r) < f(x) est impossible par minimalité
y

Ainsi r=0 = y = gx, et donc y€ (x)
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Remarque : - Un anneaux integre tq tout idéal de la forme (x) est un anneau principale
Ainsi cette proposition dit : A euclidien = A principale
(On verra un anneau non-principale en fin du Chap II)
On va généraliser et étudier les notions suivantes :
(A) divisibilite
(B)  pged
(C) éléments premier

(A) Terminologie : Soient a,b avec A commutatif On dit que a divise b noté a|b s'il existe ce A

tqb=ac
Dans le cas contraire, on note a{ b

Exemple : -
1. Dans A=Z on a :2f 3 car il n’existe pas n€ Z tq 3=2n
mais dans A=Q on a 2|3

2. Si A = K est un corps, alors tout a # divise tout b! on pose c=a b

Remarque : -
1. alb, blc = alc
2. alb,alc=a|(b+c)
3. alb=albx VxeA
4. alb, ue A* = aulb
5. alb < (b)C (a)
Proposition II.11 : - Pour a,b € A avec A integre les énoncé suivant sont équivalents :
(i)  albet bla

(i) (a)=(b)

(iii) Ju € A* tq b=ax

Preuve : - (i) < (ii) par la remarque 5 ci dessus

(iii) = (i) supposons b=a- u avec u€ A* Alors a|b par définition et a=b-u"! = ba
(i)= (iii) supposons a|b et blja donc 3 ¢,d € A tq b=ac et a=bd

= a=bd=(ac)d = 0=a—acd = a(l—cd)

A integre = soit a=0 et alors b=0 et (iii) est infinie

Soit 1-cd =0, et alors cd=1 d’ou ¢,de A*

d’ou b=ac avec ce€ A* et (ii) est vérifier O

Exemple : -

1. Dans A=Z m,n sont associé¢ < m=+ n

2. Dans A=K corps

(B) Terminologie : - Si on a deux éléments a,b € A anneaux commutatif, alors un plus grand
commun diviseur de a et b, noté pged de (a,b) est un élément de A tq

— dlaet db
— Si ce A est tq c|a et ¢|b alors ¢|d
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Remarque : -

1. Sid est un pged de a et b, alors du aussi Vu € A*
T - dla,d|b ue A*= dula,du|b
-sic€ A tqcla,clb=c|d = c|du 4

2. Réciproquement si A est intégre alors deux pged d et d’ de a et b sont forcément associés (Ju € A* tq d’ =d - u)

dla,d|b = d|d’

d/|a d/\b N d’|d } = d et d’ sont associé

Exemple : - Dans Z 2 pged de a,b € Z fixé sont égaux a multiplication par élément de Z*={-1,1}
prés au signe pres !

Dans ce cas il est naturel de définit le pgcd comme celui qui est > 0

Mais cela ne fait pas de sens sur A quelgconque d’ou "un" pged

Qu’en est-il de I’éxistence d’un pged ?
Dans un anneaux euclidien on a la généralisation suivante de 1.12 (Bézout) :

Proposition I1.12 - Soit A un anneau euclidien et a,b € A fixé
Alors il existe pged de A de aet b
De plus il existe A\, u € A tq d=Xa + ub

Preuve : - Soient donc a,b € A fixé Considérons :
I'={ra+s-blr,s€ A} CA

- 0=0-at+a-beldoul#0

J idé . a+sb €1
Clest un idéalde A : i’a+s’b€l = (ra+sb)— (r'a+sb) = (r ;r)a + (s fAs’)b el
€ €

Ainsi I< (A, +))
- siratsb € I et x€ A alors x- (ra+sb) = ((xr )a+ ( xs )bel
€A €A

C’est donc bien un idéal de A. comme A est euclidien par Prop I1.10 il existe de A tq I=(d)={xd|x € A}
Je prétend que d est un pgdc de a et b

a=la+0-b €I=(d) =da
b=0-a+1-b €I=(d)=db d est un pged de a et b
- soit ¢ € A tq cla et c[b = c|(ra+sb) Vr,s € A= clxVx eI =¢|d

Finalement d € (d) =I={ra+sblr,s € A} =3 A\, u € A tq d=Xa+ ub O

(C) Terminologie : - Soit A un anneaux integre et p€ A p #0, p ¢ A*

- p est irréductible dans A si p=a-b avec a,p€ A = a € A* ou be A*
- p est premier dans A si plab avec a,b € A = pla ou p|b

Exemples : -

1. Dans Z pe Z -{-1,0, 1} est premier < p est irresuctible < Les diviseur de p sont 1 et +p
Ainsi ces notions sont des générateurs naturelles de la notion de "nb premier" dans Z

2. Dans un corps, comme A* U{0} = A on a aucun éléments premier / irreductible
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Proposition I1.13 : - si p€ A est premier, alors p est inrréductible

Réciproquement si A est euclidien, alors p irréductible = p premier
Remarque : - Voir ex7 série 9

Preuve : - Soit donc p€ A p# 0 p¢ A avec p premier :

Soient a,b € tq p=ab A voir :a€ A* ou be A*

On a p|p = ab = pla ou p|b suppososn srlg que pla : donc Jc € A tq a= pc
= a=pc=(ab)c=a(bc) = 1+bc=Dbe A*

Cela montrer que p est irréductible

Réciproquement supposons p€ A irréductible, avec euclidien
Soient a,b € A tq plab € A tq plab
A voir : pla ou p|b

Supposons srlg pf a. Alors tout pged de a et p est une unité

-
Soit donc de A tq d|a et d|p Donc c € A tq p=dc = c€ A* ou de A*

Si ce A* alors d=pc ! donc p|d ? pla une contrdiction
dla

On a donc bien de A*

L

Comme A abélien par Prop I1.12 3A, p € A tq da+up =1
Ecrivons b=1b = (Aa+ up) - b = Aab + upb
ab = Aab
pl Pl = p|(Aab + upb) = b d’ou p|b O
p|upb
But :- La généralistion du Theoreme fondamental de I’arithmétique aux anneaux-euclidiens

Lemme II.14 : - Dans un anneaux euclidien la fonction f :A-{0} = {1,2, ...} satisfait
f(a,b)>f(a) Va,be A—{0} et b¢ A*

Preuve : - Par le premier condition dans la def d’un anneau euclidien on a f(a)< f(ax) Va,x #0
Fixons a# 0 € A On a donc si l'on pose I :=(a) , f(a) = min{f(ax)|x € A—{0}}

ie: ‘f(a) =min{f(y)ly e Ly #0 ‘

Comme ab € I on a f(a)< f(ab) Supposons par ’absurde que f(a)=f(ab)

Donc on a : f(ab)=f(a) = min {f(y)| y € I- {0}}

Par arguement dans la preuve de la proposition I1.10 : I=(ab)

On a donc (a)=(ab) = 3Ix € Atqa=abx=bx=1

= b € A* une contradiction

Théoreme I1.15 : -

Soit A un anneaux euclidien, et soit ac A , a# 0 et a ¢ A*. Il existe des éléments irréductibles
P1s--sPn € A tq a=p;...py. De plus si a=py, ..., p, = qj...qy avec p;, pj irréductible, alors m=n
et pour tout i=1,....n p; est arrivé a (i) Par une permutation

Exemple : - A=Z7 On obtient :
tout n> 1 est produit de nombre premier produit unique a I'ordre des facteurs pres
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Preuve : - Soit donc a€ A a# 0 a€ A* A euclidien
e [’éxistence d’une décoposition découle immédiatement de :

Affirmation  Tout a€ A — {0} est soit une unité soit le
produit d’un nombre fini d’élément irréductible dans A
En effet : on démontrer I'affirmation par récurrence sur f(a)e {1,2,...}
- supposons f(a)=1. Alors a€ A* en effet si a¢ A* alors par Lemme I1.14
f(a)=£(1 - a) II.<14 f(1) > 1 =f(a) > 1 On a donc ac A* = f(a) > 1
ce qui est équivalent a f(a)=1 = a € A*

- supposons ’affirmation vraie pour tout ac A — {0} tq f(a’)< f(a)
Si a est une unité ou a un élément irréductible, on a fini!

On peut donc supposer a¢ A* a non-irréductible
Ainsi il existe b,c € A — {0} tq a=bc et b¢ A* c¢ A*
Par Lemme 11.14 on a f(b)<f(a), f(c)<f(a); Par Hypothese de récurence b et ¢ sont produit d’irréductible

Ainsi a=bc est aussi produit d’irréductible

e Pour l'unicité supposons a=py,...,py =dy, ..., dy avec p; et g; sont irréductible et donc premier
Considérons py|py..-Pn = q1---dm = 3j ta pylg; = J w1 € A tq gy = uipy
qj irrductible = p; € A* ouuy € A* p; ¢ A et donc u; € A*
Ainsi p; est associé a 45 = Ao (i)
On a:py..py = d1---Gj-1UP19j41---m = P2P3---Pn = U141 --Gj-19j4+1--An
On continue : py = U2d,(9), U2 € A*, p3 = ...etc
Comme m> n on finit avec :
= djo € A* impossible = m-n = 0 ie : m=n
On a donc m=n et p; = Uiy (1) Vi=1..n, avec u; € A", 0 € Sy O

Remarques : -

1.  Un anneau integre dans lequel THII.15 est valide s’appelle un anneau factoriel.
Ainsi ce THéoreme dit : A euclidien = A factoriel

2. En fait le theoreme plus général suivant est valide :
A principale = A factoriel
On a donc les inclusions suivantes :

{corps} C {anneaux euclidiens} C {anneaux} C {anneaux factoriel} C {anneaux integres}

2.6 Les entiers de Gauss

Soit Z[i] :=={x +1iy|x,y € Z} C C

Par I'ex 7 serie 9 : ¢’est un sous-anneau de C dans un anneau integre et Z[i]* = {1,i,-1,-i}

C’est 'anneau de Gauss

L’anneau Z[i] est euclidien
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Preuve : -Posons f:Z[i] - {0} — {1,2,3,...,}, f(x +iy) = |[x +iy||? = x® + y?

On a biien f(x+iy)>1 Vx+iy #0

De plus pour a,b € Z[i] - {0} f(ab)=||ab||? = [|a||? - ||b]|? = f(a)f(b) > f(a) ce qui vérifie le premier
point. Voyons le second

Fixons a,b € Z[i] - {0} ; on veut trouver q,re Zl[i] tq a=gb+r et f(r)< f(b) ou r=0

On a a,b € (Z[i] - {0}) € C* considérons % e C*

=u+ivavec u,veR

ol ®

ueR:ﬂertq(xfu)gé; veR=3dyeZtq |y7v\§%
Posons q :=x-+iy € Z]i] et r :=a-gb € Z]j]
r=a—-qb="> (% fq) =b((u+iv) - (x+1iy)) =b(u—x+i(v—y)) = soit r=0 soit :
fr) o) f((u-x)+i(v—-y))
f(b)-(u_x)* + (1:,_:[)2) < 3f(b) <f(b) O
<i <

TN

Conséquence : - Tout les §I1.5 s’applique a A=Z[i]

Cela implique une preuve d’un théoreme de Fermat - on a besoin du Lemme :

Lemme II 17 : - Soit p un premier de la forme p=4n+1, ne N
Alors il existe me€ Z tq m? = ~1(mod p)

1
Preuve : - Soit donc p€ N un premier de la forme p=4n+1, et posons m :(p 5 )' € Z Notons

que est un entier pair :

Calculons m? =1-2- 3& C(-1)(-2)... <pl>

El-2-3...<pTl>(p1)(P2)(P3)... p(pTl> (mod p)
-2/

(i)

S1.2.3.. (pT1> (pTl +1) A(p-3)(p-2)(p-1) = (p-1)!

=(-1) mod p par Wilson puisque p est premier |

’Un premier impair de deux carré si et seulement si il est congru & 1 modulo 4

Exemple : -
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Preuve : -

= tres facile exo

< preuve de Dedekind 1894
Soit donc p un premier; p= 1(4)
A voir; 3x,y € Ztqp=x2+y?
Par Lemme I1.17 il existe me Z tq p/m? 4 1 dans Z
Dans Z[i] on a :m? +1 = (m +1)(m - i)
On a p|(m? +1) = (m +1i)(m i) € Z[i]; mais pfm+1i, pfm—i
(plm +i=3x,y € Ztqm+1i=p(x+iy) = £1 = py impossible)
Cela signifie que p€ Zli| n'est pas premier (< pas irreductible, car Zli] euclidien)
Zli] euclidien = on peut appliquer le Th I1.15 a I’élément pe Z[i]

Ainsi il existe pq, ..., py, € Z[i] irreductible tq p=pipy...p, n > 2
Appliquon f & cette égalité :

p® = £(p) = {(p1...pn) = £(p1)--f(py) €Z

de plus f(p;) > 1Vi; car f(p;) =1 = p; € Z[iJ*

impossible car

p est premier

Comme p€ Z est premier, I'unicité de la décomposition en premier dans Z implique On a donc n=2
f(p1) =f(p2) =p
pr=x+iy=p="f(p)=x*+y> O

2.7 Anneaux de polynome
Dans tout ce paragraph, A est un anneaux commutatif
Notons A[X] ensemble des symbole P=ag 4+ a1 X + agX? + ... + a, X", avec a; € A
avec P=ag + a1 X + ... + ap X" et Q=bg + b1 X + ... + b X™ qui coincide ssi a; = b;; Vi>0
e Sur A[X] on définit une addition comme suit :

P=> aX; Q=) bX; =P+Q=> cXavec: c¢=aj+bh

i>0 i>0 i>0
e Sur A[X] on définit une multiplication :

P:ZaiXi; Q:ijXj; #P-Q:chXkavec cx = Z a;b;

i>0 >0 k>0 i+j=k

P=2 + 3X - X2

Q+1+4X+X2

PQ =Q2+3X-X)A+4X+X?)=(2-1)+(3-1+2-4)- X+ (2-1+3-4+(-1)-1)-X?
+(3-14 (1) - 4)X3 4 ((-1) - 1)X*
=2411-X +13-X2 - X3 - x4

Exemple : -

Fait (A[X],+, ) est un anneau commutatif
Définition : - L’anneau A[X] est 'anneaux des polynome (en X) a coefficiant dans A

Terminologie : -
e SiP=ag+a;X+..+a,X" avec anp #0
On dit que deg(P)=n (si P = 0 deg(P)=—0c0)

e Le coeficiant ay est appelé le coeficiant dominant de P
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Remarque : -

) A—  A[X]
1. a est un sous-anneaux de A[X] via :
P(A)=a polynome de degre 0
- A* est un sous-groupe de A[X]*

- A[X] integre = A integre

2. deg(P+Q)< max {deg P,deg Q}

3. deg(P-Q) < deg(P)+deg(Q) (Dans Zy[X],P =[2]X =Q, degP = degQ =1
mais P-Q = [2][2] - X2 =0

d’ou :

Proposition I1.18 : - Soit A un anneaux integre. Alors :
(i) A[X]* = A*
(if)  A[X] est integre
(i) deg(P-Q) — deg(P)+deg(Q)

Preuve : -

(ifi) Soient P=» ,an#0,Q =Y ,by#0
i=0 j=0

PQ:Z cka avec ¢ = Z aib;

k>0 i+j=k
= Cntm =ap-bmcarai=0vi>nb;=0Vj>n
an # 0,bm # 0, A integre = cpym # 0 = deg(P - Q) > n+ m = deg(P) + deg(Q)
Comme deg(P - Q) < deg(P) + deg(Q) on a gagne

(ii) Soient P,Q € A[X] avec P#0et Q #0
= deg(P)>0, deg(Q)>0
= deg(PQ)=deg(P)+deg(Q)=> 0 = PQ# 0

(1) On a toujours A* C A[X]* voyons 'autre inclusion
Soit P € A[X]*; il existe donc Qe A[X] tq P-Q =1
On a donc  0=deg(1)=deg(P)+deg(Q)= deg(P)=deg(Q)=0
— P,Q € A tq PQ=1 = Pe A*

Conséquence : -
1. Si A est integre A[X] est integre
Par I1.4 on a A[X] se plonge dans son corp des fractions Q(A[X]) :

Le corps des fonction rationnelles (a coef dans A)
2. Si a=K est un corps alors : K[X]* : K*=K*\{0} les polynome de degre 0
Ainsi tout polynome de degres 1 dans K[X] est irréductible
Preuve : -

En effet Si Pe K[X]; deg P =1, et P=Q-T alors :
1=deg P=deg(Q:'T) =deg Q+deg T = deg Q =0o0udeg T =0
< Q € K[X]* ou Te K[X]* . . Ainsi P est irréductible

Fauz dans Z[X] : P=2X
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‘ Si K est un corps alors 'anneau K[X] est euclidien pour degre :K[X]\{0} — {0,1,2} ‘

Preuve : -
Pour P,Q € K[X]\{0} deg(PQ)=deg P+deg Q > deg P
——
>0
Soient P,Q € P, Q € K[X]\{0}
on doit trouver T,R € K[X]tqP =T - Q + R avec R=0 ou deg R< deg Q
Fixons :
n .
Q= ijXJ avec by # 0 d’ou deg Q =m> 0
j=0
Procédons par récurrence sur n=deg P > 0
e Sin<malors on pose T=0R=P
Cela donne le départ de la récurrence sauf si m=0 auquel cas on a
Q =bg € K*, etl’onposeR:OT:P~b61
n
e Soit P= Z ;X! avec ap # 0 et supposons n > m
i=0
posons P1 :=P —ay - b;nl xXnmQ
~
bmeK\{0}=K*
Ainsi deg P < n = deg P
Par hypothese de récurence 3T1,R € K[X]tqP1 =T1Q+R, R=0oudegR < degQ
= P=P;+aphp X" ™. Q= (T1Q+R)+anbyl X" ™Q = (T + anbpi X* ™)Q+R O
| —

=T

Remarque : -

1. Clest faux si A n’est pas un corps (en général)
Par exemple Z[X] n’est pas euclidien

2. En fait la preuve montre que la division euclidienne est possible dans A[X] des que le
coefficient dominant de Q est inversible (by, € A¥*)

Exemple : -

W43t 362 x4+ 1 | X34+ 2x2 +x-1

x4 | K2 4x-2:=T =P=("+x-2)Q+(2x*+2x 1)
-2x? +2x-1=R

Si Y est un ensemble quelquconque et A un anneau alors :

(f+e) () =1(x) +g(x)
f(- 2)(x)=t(x)g(x)

AY = {f:Y = A} est un anneau pour :

En particulier A% = {f : A — A} est un anneau

Tout P:Z X! e A[X] définit P: A — A P(x) := > i a;x' ; Papplication polynomial associé
i>0

De plus I'app ¢ : A5X] — AA o(P) = P est un homo d’anneaux

Terminologie : - a€ A est un anneaux de Pe A[X] & (x-a)|P dans A[X]
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Preuve : - < (x-a)|P & 3 Te A[X] tq P=T-(x—a)

Comme P— P est un hom P = T(x —a) = P(a) = T(a) - (a—a) = T(a) - 0 = 0 < a est racine de P
= Supposons a € A racine de P ie : P(a) =0

Faisons la division euclidienne de P par Q :=x-a € A[X] (ok car coef =1)

Donc 3 T,Re A[X] tq P=T-Q+ R R=0 ou deg R< degQ =1= R € A (R=0 ou deg R=0)
Comme P— P est un homoona: P=T-Q+RReA

Par hypothese : O = P(a) = T(a)- Q(a) + R(a) = R=0=P =T-Q donc QP O
—~—
=0

Exemple : - Les éléments irréductible (< premier) de C[X] sont les polynome de degrés 1
Par conséquent tout Pe C[X] irréductible est associé a un unique X-\ € C[X]
r
On a dejavu: Pe C[X] deg P=1 = P irréductible
reste a voir deg P# 1= P non irreductible
-deg P = 0 & Pe C[X]* = P pas irréductible
-deg P> 2 = P admet au moin une racine ac C
= (x—a)lP=3TeC[X];tqP = (x—a)T, degT,=degP-1>1 La
= P pas irréductible
Par consequent Pe C[X] irreductible < deg P =1
deg P =1 & P =ag +aix, a; # 0 = P est associé a x+(a1) lag :=x— A
L
décomposition en irréductible de Pe C[X] est P=a(x-A1)(x— A2)...(x — An)

ou a € C* est le coeff dominant de P, et A1, ..., A\, sont les racines
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3 Chapitre III Espace vectoriels et modules

3.1 Espaces vectoriel et application linéaires

Définition : - Soit K un corps. un ensemble E muni de deux lois :
+:EXE—+Eet KXE—=E

est appellé un espaces vectoriel sur K si

(E1) est un groupe abélien
(E2) A(v) = () v

(E3) (A +p)v=Av+pv
(E4) Av+4+w)=Av+w
(E5) 1g-v=v

Remarque/Terminologie : -
1. Les éléments de K sont appelé des scalaires et ceux de E des vecteurs
2. C’est la def de 1 semestre mais avec K un corps quelqconque pex K=R,C K=Q
K=Q(Z[X])

3. On a les regle de calcul suivantes :
(i) Og-v=0f VveE
(ii) A-Og =0 VAeK
(iii) AVZO@)\:OKOUVZOE
(iv) (=AN)v=-(\v) qu'on note —Av
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Exemple d’espace vectoriels : -
1.  Un F7 -espace vectoriel est exactement un groupe abélien ou tout élément non-trivial est d’ordre 2.

2. Soit K un sous-espace d’'un corps L K sous-anneaux de L

Alors L est un sous-espace vectoriel sur K :

(E1) < (A1)
(E2) < (A2)
(E3)(E4) <« (A3)
(Eb) < (A4)

C est un R-espace vectoriel R est un Q espace vectoriel
tout corps de caractéristiques 0 est un QQ esapce vectoriel
tout corps de caractéristiques P est un F espace vectoriel

En particulier K est un K-espace vectoriel

3. E=K"=Kx..xK (n>1) est un esp vectoriel pour :
n
(X1, esXn + (Y1, ¥n) = X1 +y1+ o +xn+yn)  AX1,...;Xn)
4. Pour K un corps E=KJ[X] est un espaces vectoriel sur K
viaP4+Qet A-P =AY aixt) = 3 (aj)x!
De meme Ky [X] := {P € K[X]|deg P < n} est un K esp vectoriel
5. Pour K un corps et n> 1 L’ensemble My, (K) des matrices nxn a coeff dans K est un K-espace vectoriel

6. SiEqg,..,Ey sont des K-espaces vectoriels alors :

(Vl,Vn) + (Wl---wn) = (Vl + W1..vp + Wn)

E:=E; x ... x Ej est un K-esp vectoriel via : A(vi.va) = (Avi.Ava)

On le note E=E; @ ... ® E,, appelé

la somme directe de E;...E,, par exemples si E; = ...E; on retourne E=K"

Terminologie : - Un sous-ensemble non-vide F# () d’un espace vectoriel E est appellé un sous-espace
vectoriel de E si :
e vweF=v+weF, AeKveF=\A-veF
(equiv f est un esp vectoril pour la restriction des 2 lois de E a F)

Exemple : -
1. Tout espace vectoriel E admets les sou-espaces vectoriel F={0} et F=E

2. Sion a une suite de sous-corps KC L € M alors L et M sont des K-espaces vectoriels et L est
un sous-espace vectoriel de M

3. Kup[X]:={P € K[X] | deg P < n} est un sous-espace vectoriel de Ky [X] Vm > n et de K[X]
4. Sion a F; Fa sous-espace vectoriel de E = F{ N Fy est aussi un sous-esapce vectoriel

5. Sion a Fy Fy sous-espace de E alors F1 + Fo = {vy +vo | vi € F1 vo € Fa}
est aussi un sous-espace vectoriel

Définition : - Soit E E/ deux espace vectoriel sur un méme corps K. Une application f :E — E’ est
dite linéaire (ou K linéaire) si :

o f(v+w)=f(v)+f(w) Vv,weE
o f(Av)=XM(v) VveE
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Remarque et Terminologie : -
1. On note habituellement L(E,E’) (= Ly (E,E’)) I'ensemble linéaire

2. Comme d’habitude on peut considérer Ker(f) = {v € E| f(v) =0} C E et Im(f) C E/
Ce sont des sous-espace vectoriel
On a toujours : Ker(f) = {0} < f est injective

f: E—E' linéaire

o: B > E lincaire } =gof:E — E” est linéaire

4.  Un isomorphisme (linéaire au isomohpsiem d’espace vectoriel) est une application linéaire
f :E— E’ bijective (d’inverse linéaire mais c’est une séquence)

5. F1,Fg sous-espace vectoriel alors F1 + Fo := {vy + vo | vi € F1,va € Fa} est ou sous-esapce de E

Exemple d’application linéaire : -
1. L’application nulle f :E— E’ f('v) =0 Vv € E est linéaire (avec Ker(f)=E etIm(f) = {0})

2. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors l'inclusion f :F— E f(v) = v est linéaire
avec Ker(f)={0} (f inj) et Im(f)=F)
en particulier f = Idg est linéaire

3. Pour A € K l'application ev) : K[X] - K
définie par ev) (Z ;X') = Z a;x' est linéaire
i i
(Ker(evy) ={P € K[X] | A est racine de P} Im(evy) = K)
Terminolgie : - Soit E un sous-espace vectoriel et Fq, ..., F, des sous-espace vectoriel de E

On dit que E est la somme directe (interne) de Fi,..,Fy si tout vé E s’écrit de maniere ungieu
v=Vi+..+vny vieFVi=1...,n

Remarque : - E est somme directe interne de Fq,...,Fy si et seulement si :
E=Fi+..+Fqpet FiﬂFj ={0} Vi#j

(Tout éléments re E s’écrit v=vi + ...+ vy vi € F;  E=F; + ..Fy
L’unicité de I'écriture < F;NF; = {0} Vi #j)

Proposition IIL.1 : - Si E est somme directe (interne) de Fy...F, CE alors EX F1 @& ... Fy, E
est isomorphe a la somme directe (externe) des espaces vectoreils Fy, ..., Fy

Preuve : - Soit E somme directe (interne) de Fy,...,Fy
Posons f :F1 @ ... ® Fy, — E définie par f(vy,...,vn) =vi + ... + vq
f est linéaire :
f((viy ooy vn) + (Wi, ooy wn) =f(viwl,..,vpwy) = (vi+w1) + ... + (v + Wn)
=Wvi+..+vn)+ Wi+ ... +wn) =f(vi..vn) + f(w1...wp)

f(A(vi..vn)) = f(Avi.Avp) = Avi + ..+ Avp = A(vi + ... + vn) = M (vy..vp)

Donc f linéaire

Finalement f est surjective

car tout v€ E s’écrit v=vq + .. + vp) avec v; € F;
et f est injective car cette écriture est unique

(par def de somme directe interne)

= f isomorphisme [
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Remarque : -

Si F est un sous-espace vectoriel de E alors (F,+) est un sous-groupe (E,+) et on peut donc considérer
le groupe quotient E/F muni de laddition [v] + [w] := [v + w]

De plus on peut munir E/F d’une loi KxE/F — E/F via :
AeK[V]eE/F = [v]Xx:[v]=]\V]

Cela munit E/F d’une structure d’espace vectoriel et tous les resultats vu au chap I s’étendent)

3.2 Indépendance linéaire base, dimension

Terminologie : -

e Si E est un K espace vectoriel et vi..vy, € E alors tout v =A\;vi +.. + \yvy, € E
Avec \; € K est une combinaison linéaire de vy..vy

e Pour () # S C E un sous-ensemble non-vide de E on pose

> .
L(S) :={combinaison linéaire d’un nombre fini d’éléments de S} = {A\1vi + ..+ A\nvn | ifl_EOS’ A€k
1
e Par convention L(0)={0} L(S) est le sous-espace vetoriel engendré par S
Lemme II1.2 -
(i)  L(S) est un sous-espace vectoriel de E, le plus petit contenant S (d’ou le nom)
(i) SCTCE=L(S)CcL(T
(ili) L(SUT)=L(s) + L(T) pour S,T CE
Preuve : -
(ii)  trivial
(i) Siv,weL(s)alors v=MAv]+. 4+ AVn W=pumw viwy €5
bl nvn mYVm Al,LLJ € K
= v+w = A1Vl + . Anvn + 1wi + .. + pmwim € L(S)
et Ao v =A(Mvi+ ..+ VN | = (AA)vi + ... + (M) vy € L(S)
Soit finalement F C E un sous-espace vectoriel avec F D S
F DS F sous—espzce vectoriel = F D {\-v | A € K,v € S}
F sous — espace vectoriel = F D {somme de \jvi A\; € K v; € S} = L(S)
Ainsi L(S) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant S O
Terminologie : - Un espace vectoriel E est dit de-dimension-fini sur K s’il existe S fini C E tq E =

L(S)

Exemple : -
1. C=L({1,2,}) est de-dimension-fini sur R
=e1 =€n

— ——
K" = L((1,0,..,0), .., (0, ...,0,1) ) est de-dim-fini sur K

2.

3. Ku[X] =L({1,x,x%,x3,..,x* 1) est de-dim-fini sur F Vn

4. K[X] n’est pas de dimension fini sur K

-
Si S € K[X] est fini L(S) ne contient que des polynome de degres< max{deg | P € S}
d'ou: L(S)# K[X]

L
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Définition : -

Soit E un espace vectoriel sur K et vy,..,vy € Z On dit que vy, .., vy sont linéairement indépandant
si:
MVi+..4+Avn= M. AMmEK=XA=.=X\y=0

Sinon il sont dit linéairement dépendant

Exemple : -
1. {1,2} C C est une famille libre sur R mais liée sur C
2. eq,..,ep € K" sont linéairement indépandant sur K
3. {1,x,..,x* 1} est dit libre de K,[X] sur K

Remarque : - Sivy,..,vy € E est une famille libre, alors tout éléments de L({vy,..,vn}) s’écrit de
maniére unique comme combinaison linéaire des vy, .., vy

-
Eneffet siv=XMAvi+..+Avn = A +vi+..+XNvn AMAMNeK
= 0=v-v=(A1v+ ... + Anvn) — (AM1v1 + . + Anvn)) — (Njvi + .+ Avn) = (A1 = A))vi + ..
Comme vj, .., vy est libreon a: A=A =0 Vidans A\j = X/
L
Proposition ITI.3 : - Soit vq,..,vy € E une famille liée

Alors il existe j€ {1,..,n} tq vj est combinaison lin de vy..vj 1

Preuve : - Par hypothése il existe A\1..\, € K non-tous nuls, tq ; Aivi+ ...+ Ayvp =0
Posons j :=max{i | \; # 0} 0=A1vi+.AgvN =A1vi+ . Ajvj car; i>j= XA\ =0
Ajvy = —(Avi+ ..+ )\jVj) /\ZO vj = ((7}\j)—1)\1)vl + ...+ ((7}\j)—1)\j71)vj71 O
J
Corrolaire III.4 : - Soient vi..vNy € E avec v1..vy linéairement indépendant (k€ {0,1..n})

Alors il existe {iy,...i;} C {k+1.n} tq vi.vy,vii..viy est linéairemeny indéperndant et :
L({v1..vn,vi1--vir}) = L{v1..vn})

Preuve : - soit done S := {vi..vy} C E, avec vi..vy linéairement indépendant

Supposons qu’il n’existe pas de vj € S combinaison linéaire des vy..vj 1
Dans ce cas par la contrapos" de la prop 4 , la famille S est libre

Dans ce cas onpose {i, ..,ir} = {k+ 1..n} il n’y a rien a faire

dans le cas contraire : il existe vj combinaison linéaire de vj..vj_1 Prenons le plus grand tel j, et posons
S'=S-{vj} = {V1--Vk, Vk4-1--Vj-1, Vj+1--Vn}
notons que j > k car vi..vy est libre)
ona: L(S)=L(S):S cS= L) CL(S)
L(S) C L(S') : car vj est combinaison linéaire des vi..vj_q
On recommence : supposons qu’aucun v; € S’ n’est combinaison linéaire des précédent

Par propostion 4 S’ est libre et L(S’) est libre et L(S’) = L(S) On pose {i..i;} = {k + 1..n}\{j} Sinon
on enleve le plus grand v; € S’ combinaison linéaire des précédents

On continue cette procédure jusqu’a obtenir :  T={vi..vj, vi1..vii} C S tq L(T) =L(S)

et aucun éléments n’est combinaison linéaire des précédent et par Prop 4 cette famille est libre O
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Définition. : - Soit SC E un espace vectoriel L ensemble S est une base de E si :
(i) L) =E

(ii) toute famille finie {vy..vp} C S est libre

Remarque : -

De maniére équivalente : toute éléments de E s’écrit de facon unique comme combinaison linéaire
d’éléments de S

Théoreme : -

tout espacr vectoriel de-dimension-fini admet une base

Preuve : -

soit E un espace de dimension fini Donc il existe S :={vi..vp} C E tq E=L(S) Appliquons CorIII.4
dans le cas k=0 :

I{iy.ir} C {1.n}
tq vi..viy est libre et L5{vj;..viy) = L(S) = E donc viy..vi, est une base O

Exemple de base : -
1. {1,i} est un base de C ou R
2. {er..en} est une base de K" (ou e¢; := (0,..0,1,0,..,0))
3. {1,x,x2,..,x* 1} est une base de Ky[X]
4. {1,x,x%,x3..} est une base de K[X]

Remarque : -

tout espace vectoriel admet une base
Mais la preuve repose sur "le lemme de Zorm" (axiome du choix), et n’est donc pas constructible (voir
exo 7 serie 11)

Lemme IIL.6 : - Si vy..vy engendre 'espace vectoriel E et wy..wy sont linéairement indépendant
alors m <n

preuve : -

Soit donc vi..vy, € E qui engendrent E et wi..wy, € E lineairement indépendant

Avoir m<n
considérons la famille wyy,, vi..vy cette famille engendre E mais est liée car vi..vy engendrent E
Appliquons cor4 a:  wpvy..vy en utilisant (wy, est libre) :
I{iy..ir} € {l..n} avecr <n—1tq wm, vi1..vir est une base de E
On recomence avec Wy, 1, Wiy, Vi1--Vir engendrent E mais liée comme avant
On applique a nouveau cor.4 & w1, Wi, Vi1..Vir (Wm_1, W libre) :
{j1-Jsy C {ir.ir} avecs <r—1<n-2tq Wy 1, Wm Vj1..Vjs est une base

Etc... apres m; itération de ce processus on obtient une base de E de la forme wo..wy vy vy avec
I<Kn-(m-1)=n-m+1

finalement comme wi € E w; est combinaison linéaire de wo.. Wy, vy vy et comme wi..wp, est libre
un des vy; apparait dans cette combinaison linéaire
Cela donne donc 1> 1

On obtient ainsi :n-m+1>1>1=m<n O
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Théoreme II1.7 : -

deux lois pour un espace vectoriel de-dimension-fini ont meme cardinal

Preuve : - Soient {vy..vy} et {wi..wp} deux base pour E

Comme v1..vy engendrent E et wyi..wy, est libre on a :

On échangent les role : n < m Ainsi m=n |

Définition : -

Soit E un espace vectoriel de-dimension-fini. La dimension de E notée dim(E) est le nombre
déléments d’une base quelconque de E

Remarque : -

1. Ainsi si E est de-dilension-finie on a que dim(E) est finie
Cela justifie la terminologie et 'on peut abandonné les tirets

2. Ce théoreme est valable pour tout espace vectoriel et I’on peut donc définir la dimension de E
comme le cardinal (peut etre infin) d’une base quelcconque de E

Exemple : -
1. dimg (C)=2
2. dim(K")=

Théoreme III.8 : -

Deux espaces vectoriels de dimension finie E et E’ sont isomorphe si et seulement si dim(E)=dim(E’)

Preuve : -

< Soit E de dimension n. On va montrer que E= K™ Du coup si E’ est un autre espace vectoriel de
dim n on a E' 2 K™ d’ou EX E/ et on a fini

soit donc E de dim n. Il existe donc une base vi..v, de E

Soit :

n
f:K"—>E f(x1.xn) =x1v1 +.. +Xnvn (z invi>
i=1

n n n
f est linéaire :  f((x1..xn) + (v1-¥n)) =f(x1+y1 +.. +xn+yy) = Z(Xi +yi) = invi + ZYiVi
i=1 i=1 i=1
n

f(A(x1.xn)) = f(Ax1..Axp) = Z()\Xi)vi = Z Axyvi) = )\invi = M(x1..xn)
i=1

i=1 i=1

f est surjective car :  vi..vy engendre E; f injective & Ker f = 0 < vy..vy linéairement indépendant

= Soit f :E— E’ un isomorphisme et soit S une base de E.

On va montrer que f(S) est une base de E’
(Du coup f :S — £(S) est une bijection on aura : dim(E)=#S = #f(S) = dim(E’) et on aura fini)
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(i)  Soit v’ € E/ f surjective = Iv € E tq v/ = f(v)
Comme E =L(S) 3vi.vp € SA1.M € Ktqv =A1vy + .. + A\nvn
= v/ =f(v) =f(Avi-Anvn) = Aif(v1) + .. + An(fvn) avec f(v) € £(S)
On a donc v’ € L(f(S)) d’ou E’ = L({(9))

(ii) Soient vi..vj € f(S)et Aj.An € Ktq Av] + ..+ Agvy, =0
avoir \1 =..=XA\y =0
vl € f(S) = Jv; € Stq v =1f(va)
= 0= >\1V/1 + ...+ )\nvg = /\1f(V1) + ...+ )\nf(VN) = f()\lvl + ..+ )\nvn)
Come f est injective cela implique  A{vy + ..+ Apvp =0

Come v; € S, S base on a {vi..vp} est libre dou \y =.. =X, =0 O
-: “E2E & dim(E) - dim(E)
Exemple -
1) C=R?

2) Ky[X]=K"
3) R" 2 R™ pour n# m

Lemme IT1.9 : - Soi tE un espace vectoriel de dimension rinie et F un sous-espace de E alors :

e F est de-dimension-finie; dim(F) < dim(E); dim(E/F) = dim(E) — dim(F)

Théoreme IT1.10 : - (Théoreme du rang) :

Si f: E — Eest une application linéaire avec E de dimension finie alors

| Dim(E) = dim(Ker f) + dim(Im f)) |

Démonstration : - Soit donc F : E — E’ avec dim(E) < oo Cela définit un isomorphisme
E/Ker(f) 2 Im(f) On a donc :

dim(Im(f))=dim(E/Ker(f)) "2 4im(E) - dim(Ker(f)) O

Preuve du Lemme : - Soit donc E de dim-fini dim(E)=n et F un sous-espace
e Par le Lemme IIL.6 toute famille s de n+1 éléments de F est liée (contraposé Lemme II1.6)

Soit w1, ..wy, une famille libre de taille maximale dans F on a donc m< n

Afiirmation wi..wp, engendrent F (= wi..wpun base = dim(F) =m < n = dim(E))

en effet : Soit we F un élément quelconque. Par maximalité de wq..wy, la famille wq..wy, w est liée
Ainsi il existe A\1..AmA € K non tous nul tq

MWL AmWm +Am =0

Ona A #0carrsi \. =0 on a.: A{.A\p non-nul t Aywyi..Apywy, = 0 ; ie : wi..wp est liée une
contradiction

Ainsi A # 0 € K dou Aw = ~(Mwi 4 . + Anwm) = w = ((A)7A)w1 + . + (A Am)wm €
L({w1..wm}), on a fini

e Soit wi..wy,. une base de F. Comme dim E = n il existe une base vy..vy, de E
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Apliquons Le corrolaire II1.4 a la famille wi..wp, vi..viy avec wi..wyest libre :

il existe {i1..ir} C {l.n} tq w1..wm, vi1..vir est une base de E (avecm +1 =n)
Affirmation [Vi]..[Vi;] € E/F est une base de E/F (= (dim(E/F) =r = n—m = dimE — dimF)
En effet Démontronq les 2 points dans la définiton d’une base

o un éléments quelconque de E/F est de la forme[V] = n(v) € E/F avecveE€ Eet 7 : E - E/F
comme W1..W, Vil..Viy engendrent E il existe A\1..A\m, p1..pr tq

v=MAMw1+ . AmVm + #1v1 + .. + prvir On applique 7 :

V] =a(v) =X m(w1)+. + Amm(wm) +am(vie) + ..o + o (vie) = palvir] + .. + plvi]
=0 =0

(w; € F = ker(m)) Donc cette famille engendre E/F
(ii) Soient a1..ar € K tq  a1[Vit] + ... + &x[Vy] =0 € E/F
A voir a1 = .. = ay = 0 est on aura terminer
= [avil + .. + rvi) € F =L({wi..wm})

Ainsi il existe B ...0m € Ktq a1viy + ... + arviyr = B1W1 + oo + B Wm

= OZﬂlwl —|—...+ﬂmwmfalvilf...farvir :>ﬂ1 = .. :ﬂm =a1=.=a,=0 0O
. f f f f n—
_ - Une suite 02 E; 5 Ey 3 Eg 2 .. f—>1 En f# 0
application linéaire est dite exacte si Im(f;) = Ker(fj1q) Vi
Corrolaire : - Dans une suite exacted’espace vectoriel de dimension finie on a :

n

> (-1)'dim(E;) = 0

i=1

Preuve : - Appliquns les th durang a f; : E; — Ej;;

n n

> (1)idim(E;) = (-1)!(dim(Ker(f;)) + dim(Im(f;))

i=1 i=1
= Z H(dim(Ker(f;)) 4 dim(Ker(fi41))

- (dimKer(f;) + dim Kertf3] + W+W
(1)" (dim Ker(ts) + Ker(Tos1 = 0
————

=Im(fn)=0

3.3 Application aux polyédre

S := # sommets de P
On considére un polyédre. On note : { A := # d’arrete de P
F := # de face de P

Existe il une relation entre S,A et F?
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Exemple : -

|pyra cube octa dodéca isoca

S 4 8 6 20 12
A 6 12 12 30 30
F 4 6 8 12 20

Euler [1758] Pour tout olyédre P.ona S—A+F =2

Définition : - (Mobius)
Un polyedre est une collection finie de polygone (face) telle que :
(i)  Si deux faces se rencontrent c’est en un sommets ou en une arretes
(ii)  Chaque arréte borde exactement 2 faces (3 hors jeu) dite adjacente
(iii) Pour toute paire de face , f,f’, il existe des faces f1,fa..f tq Mais voici un autre contre-

f=f.fy = et fi11 est adjacente a f; Vi..(1 et 2 hors jeu)

exemple

Théoreme : -

Soit P un polyédre tq toute boucle forme d’arréte une collection de faces (4) Alors S-A+F = 2

Preliminaire a la preuve : -

e On va appeler un sommet : un o-polytope
Une arrete : un 1-polytope
Une face : un polytope 2-polytope  ® Soit P un polyédre fixéé pour n= -1, 0,

Un polyédre : un 3-polytope

1, 2, 3 on note Cy,(P) le Fy espace vectoriel de base donné par ’ensemble de n-polytope de P

Exemple : - P Cyo(P) 3 0,vy,va,vs, V4, V1 + Vo, vs + Vg, V1 + Vo + v3 + vyq...
C1(P) ={0,0}
Cs(P) ={0,P}

Remarque : - 2. L’addition dans Cy,(P) est donné comme suit :

On additionne Les 2 sommes et on efface chaque éléments qui apparait 2 fois Par exemple (v1 + vo) +
(va+v3) =vi+vs

e Pour o un n-polytope on pose dy(0) € Cp_1(P) la somme des (n-1) polytope dans le bord de o

Cela définit de maniére unique une app linéaire oy : Cp(P) — C,1(P)
via 6y (01..0r) = n(o1) + .. + dn(or)

Exemple : -
x 01 =v1+ vy € Cy(P)
P polyédre :
* 01 =01(01) + 02(02) = (V1 +v2) + (V2 +Vv3) = v1 + V3
Cpn(P) := LeF9 epace-vectoriel {n— polytope de P} n=-1,0,1,2,3 ={somme de n-polytope de P}

0 : Cp(P— — Cp_1(P) est linéaire
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Exemple : -
1) do(v) =0, Vsommets; dp(vi—+va)=70dp(v1)+dp(ve). =00 =0 € C_1(P)=TF20
2) 61(01+02) =01(01) + o1(02) = (v1 +va) + (va + v3) = vi + v3
3) 6(0)=0

4) a0 +o02) = Y

On a une suite : 0 24 C3(P) Lt Ca(P) % C1(P) o Co(P) % C_1(P) — 0 de dimension :
#3 polytope =1

0=1-F+A-S+1
Par le corrlaire I1.2 : il reste a voir que la suite est exte et l'on aura :

&S-A+F=2

Preuve de I’exactitude : - (= Théoreme III.2)

Notons tout d’abord quevVnon a d,_1 o 0y = 0 Cela implique ‘ IM(oyn) C Ker(dp-1) Vn‘

-
En effet :  six €Im(dn); Ty tqx=dn(y) = dn-1(x) = 0n-1(6n(y)) = (dn-1 0 0n)(y) =0
= x € Ker(dp_1

L
Verifion que ; 0y, 106y =0 Vn

1l suffit de le voir pour tous les éléments dans la base

— 00(01(—) = do(vi+ve)=04+0=0 Vv
N\ N
— 5B T ))=a(T =0V

/

— 02(03(P)) = d2( somme de toute les faces) = 2- chaque arrete = 0

reste a voir : ‘Ker((Sn,l C Im(dn) Vn‘

e Ker(d1 = C_; = Fa = {0,0} C Im(dp) : ok car dp(v) = () pour tout sommet v

Donc ¢a marche car P contient au moin au sommet

Ker(dg) = somme d’un nombre pair de sommet

Ker(dg) C Im(d
* Ker(do) ¢ Im(31) {Im(él) = bord d’une famille d’arretes

Cette notation dite; Vvq,vg sommet il exite un chemin formé d’arrete qui joint vy a vo
C’est une conséquence des points (ii) et (iii) dans la définiton de Mobius

e Ker(d1) C IM(d2) < toute boucle formé d’arrete boucle une collection de faces : c’est 'hypotheése du Th'!
e Ker(de) C Im(d3) = {0, somme de toute les face} : cela découle de la condition (iii)

Ker(d3) C Im(d4) = 0 < d3 inj < d3(P) # 0 clair O

62



Louis Pelloud page 63 Algebre

3.4 Modules : axiomes et exemple :

Définition : - Soit A un anneau. Un ensemble M muni d’une loi + : Mx M- =M
(xy) —x+y

AxM —M

et d’une loi :
(a,x) —a-x=ax

(M1) (M,+) est un groupe abélien
(M2) a(bx) = (ab) x
(M3) (a+b)x = ax+bx
(M4) a(x+ty) = ax-+tay
(M5) 1p-x=x
Exemples : -

1)  Si A = K est un corps, alors un A-module coincident avec un K-espace vectoriel
= Les modules généralisent les espaces-vectoriels

2) Si A=Z alors les Z modules coincident avec les groupes abéliens.
En effet un Z moduules est un groupe abélien par (M1)
Réciproquement soit (G,+) un groupe abélien

INest munidelaloiZ x G — G

n

/d\‘ .

X+ .. +Xx sin>0
ounx :— 0 sin=0

(x)+ ..+ (x) sin<0

—_—

In]

Et les axiomes sont vérifier :
(M2) :n- (m-x) = (nm)x
(M3) : (n+m)x=nx-+mx
(M4 : n(x+y) = nx+ny
(M5) @ 1x = x par def

Ainsi Les modules générlaisent les groupes abéliens !

3) Théoreme A est un A-modules ((M1)=(A1), (M2)-(M5) < (A2)-(A4) )
Ainsi les modules généralisnet aussi les anneaux

4) Soit E un espace vectoriel et { :E — E un endomorphisme.

Cela définit une structure de K[X]-module sur E via :

n n
P= E MX'eK[X] =|P-V:= g Aif'(v) | ouf':=fo.fo!
i=0

i=1

(M1) o, car E espace vectoriel ; (M2) ok par def de PQ ; (M3) Ok par def de P+Q ; (M4) par
linéarité de f; (M5) par def

On obtient donc K[X]-module qui dépend de f on le notera E¢

Reciproquement si M est un module sur K[X] alors M est un K espace vectoriel (restriction de la loi
externe a KC K[X]) et application

f:M— M f(x) = Xx est linéaire
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f(x+y) = X(x+y) = Xx+Xy = f(x)+{(y)
Ainsi les modules généralisent aussi les es-
f(x) = X(Ax) = (XA)x = (A X)x = A(Xx) = AM(x)

L
paces vectoriels munis d’un endomorphisme !

5) Si M;//Mpsont des A-module alors My x .. x My, est aussi un A-module via :

(x1-xn) + (Y1-¥n) = (X1 + y1-Xn + ¥n)
ou xjy; € M; Vi a(x1..xp) = (axj..axy) et a€ A
Le resultat est noté M & .. ® Myest la somme directe de M;..M,

Remarque : - Comme pour les espaces vectoreile les "regel de calcul" suivantes avec les méme
preuve :

(i) Op-x=0pm VxeM a-Opy=0y VacA
(i) (-a) x=a(-x) =(ax) VYa€ A VxeM
En revanche ’égalité a-x = Oy avec a € A x€ M n’implique pas a= Op ou x = Oy
Par exmeple prenons A=7 et M= Z\27Z :
soit a =2 € Z , x=[i] € Z\2Z on a a 0 x# 0 ; mais a-x =2 [i] = [i] + [i] = [0] = 0Z\2Z
Terminologie : - Un sous-ensemble N () d’un A module M est un sous-module de M si :

xy EN=>x+y€eN; etxeNacA=axeN

Exemple : -
1)  Si A=K est un corps c’est la rotation de sous-espace vectoriel

) Si A=Z un sous Z-module est un sous-groupe abélien facile

3) Soit A un anneau du module du A-module M=A est un idéal de A
)

Soit E un K-espace vectoriel et f€ End(E)
Cela défini une structure de K[X]-module sur E noté Ef. Un sous-module du K[X]-module Ef
est un sous-espace FC E stable par f; ie : tel que f(F)C F

-

F C Ef sousmodule <= (x;y € F=x+yecFetxecF, PcK[X] =P -x€eF)
< (x,y€F = x+y€eF;, xeF = A-x€eF VieKetX-xeF

< FC E est un sous-esapce vectoriel et xée F = X.-x={f(x) € F

< FC E est un sous-espce vectoriel tq f(F) C F

L

5) Si MjMs C Msont deux sous-ensemble de M, alors My + My := {x1 + X2 | x; € M;} est aussi

un sous-module de M

Définition : -

Une application ¢ : M — M’ entre deux module sur A est un homomorphisme de A-module (ou
application A-linéaire) si :

Vae A

px+y)=px) +e(y) Vx,y€eM; w(a-X)Za-@(X){vxeM
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Exemple : -
1) Si A=K est corps, c’est la notation d’applciation linéaire

2)  Si A=Z une application Z-linéaire est un homomorphisme de groupe (abéline)

n n
—_—— —_—
(p(x+y) =¢x) +¢(y) < homo de groupe et p(n-x) = p(x+.. +x) = ©(x) + ... + p(x) =n- ¢(x) sin > 0)
3) Si A=K[X] : soient Eg, Ef, deux K[X] - module (avec f € End(E) f’ € End(E’))
Une application ¢ : Ef — Eg, est K[X] - linaire <= ¢ est K-linéaire et pof =f"o¢
f

E = E

vl Lo (comme ci-dessus ¢ est K[X]-linéaire < plx+y) = () + 0(y)

o T B (A x) = dp(x) VA €K
y % ’

(X - x) = Xop(x) = t'(p(x)
o(f(x)Vx € E

Remarque : - Si M est un A-module et NC M un sous-module N est un sous-groupe (abélien) —
on a un groupe abélien quotient pour la loi externe suivante :

acAx]eM/N = a-[x]:=[a-x] (cfex5S,11)

Comme dans le cas des espaces vectoriel tout se genralise en particulier le Théoreme d’isomorphisme
tout ¢ : M — M’ application A-isomérie définit un isomorphisme

‘@ M/Kerp — Im(p) ‘
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3.5 Classification des modules de génération finie sue un anneau euclidien

Terminologie : - Un A-module M est somme directe (interne) de sous-module My, ..., My, si tout
x € M s’écrit de maniere unique x = x1 + ... + X ; x; € M;Vi

Remrque : -
1) La prop III.1 s’étent verbatim M= M; & .. & My
2) M est somme directe de M1 et My <= M = M; + My et My N Mg = {0}

Exemle : - Soit Ef un K[X] - module somme directe de F1..F, C E¢
1) E=F;@...®» Fycomme K espace vectoriel oK[X]—1lin
2) F; C Ef sous K[X] module = {(F;) C F;

Ainsi dans un base de la forme S=Si U ...U S, une matrice pour f sera :

<Maf1 0 ) ou f; = f|Fi € End(Fi)

On a donc Ef 2 F1®..®F;, comme K[X]-module Cela signifie :

0 May

n

Terminologie : - Un A-module M est dit cyclique si : I3xg € M tq Vx € M x = a-xg pour a € A

Exemple : -
1)  Un k-module cyclique est soit M = {0} soit M=K
2) Un Z—module cyclique est un groupe cyclique (ie : Z/ nZ)
3) M=A est un A-module cyclgie (prendre xg = 15 ). Plus généralement si I est un idéal de A
A/I est un A-module cyclique
(Posons xg = [1a]. Tout x€ A/T s’écrit x=[a] par ac A et on a x=[a] = [a-14] = a[la] = axq )

Pour A=K et Z on retrouve les exemple 1 et 2
En fait tous les modules cyclique sont de cette forme

Proposition IT1.12 : - Soit A un anneau commutatif Alors si M est un A-module cyclique il existe
un idél IC A tq M 2 A/T

Preuve : - Soit M un A-module cyclique engendré par xg € M
Posons ¢ : A - M @(A) =a-xg; C’est une application linéaire :

e plat+b)=(a+B) -xg=a-x0+bo x0=¢p()+pb)
ep(a-b)=(a-b)-xg=a-(b-x9) =a-p(b)

De plus ¢ est un surjective car xg engendre M

Finalement Kery est un sous-module de A donc un idéal I car A commutatif; Par le théoreme d’iso-
morphisme on a un iso g : A/T - M ]

Corollaire IIT.13 : - Si A est euclidien tout A-module cyclique est isomorphe a A/(x) pour un
certain xe A

Preuve : - découle de prop I11.12 et prop I1.10 O

Terminologie : - Un A-module M est dit de génération finie s’il existe x71..xn, € M tq tout x¢ M
s'écrit ; x = aixq + ... + anxy avec a; € A
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Exemple : -
1)  Pour A=K un corps un K-espace vectoriel est de génération finie <= il est de dimension finie

2) Pour A= Z si un groupe abélien est finie alors il est de génération finie

Théoreme II1.14 : -

Soit A un anneau euclidien. Tout A-module de génération finie est somme directe d’un nombre finie
de sous-module cyclique

Théoreme I1.15 : - Clasification de génération finie sur A euclidien

Soit A un anneau euclidien et M un A-module de génération finie. Alors il existe des entiers r,n > 0
des éléments premier pq, ..., p, (pas forcement distinct) et des entiers vy...vn > 1 tq

M~=A"®A/(p]') & ... & A/(ph)

Preuve : - Soit donc un M un A-module de génération finie
Par le Théoreme I11.14 (A eculidien) il existe Mj...My, sous-module cyclique de M tq M= M; & ... &My,

Par Corrolaire II1.13 (A euclidien) il existe x1...xnp € A tq M = A/(x;)Vi
Onadonc; M=A/(x1)®..0A/(xn)

-six;=0ona; M;=A/(0)=A quicontribue a A"
-sixi € A*ona; M;= A/A = {0} quine contribue pas

-six € Ax# A* x £ 0 alors ; (par le théoreme 11.15) A euclidien il existe des premier py...p, des

entier fi1...p > 1 et p € A* tq x = ppy*...p}"

— A/x) = A/ ") =A/PI) S ... ®A/(p") par le th des reste chinois

(vu par 1=2 mais le cas général est par induction)

(vu comme isomorphisme d’anneaux mais c’est trivialement un isomorphisme de A-module)
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