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Questions Géométrie différentielle Unige

1 Introduction
On va étudier :

e Les variétés lisses. Ce sont des espaces topologiques munis d’un structure additionelle
e Différentielles.

e Champs de vecteurs et les équations différentielles ordinaires

2 Notions de différentielles
Définition

Pour une fonction f : R — R, la différentielle de cette fonction en zy est une application

R — R
linéaire qui approxime f autour de zy. On la note (df),, : et elle satisfait
h — f/(l'g)h

Rappel

Une application linéaire a : V' — W entre deux espaces vectoriels V, W satisfait :

Vhl, hy € V, ceR, a(h1 + Chg) = a(hl) +c- a(hg)

Rappel o(|h|)

o(|h]) : R — R est une application qui satisfait :

lim—o(‘h‘) =0
h—0 |h‘
Regardons maintenant les fonctions f: R” — R :
o € R" et f(zg+ h) = f(zo) + (df )z, (R) + o(|h]) o1t (df)s, : R" — R est une fonction linéaire

et hERn, h = (hl,hg,"' ,hn) e R”
of of of af . of
oxy, Oxy’ " Ox,

Le Jacobien de f est :
f:R*"—=R"
f(@o+h) = f(xo) + (df )uoh + o(|R])
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f(xo) e R”
(df )z : R™ — R™ application linéaire.
h
o(|h]) : R™ — R™ satisfait Zz'mM =0
h—0 ‘h‘

Si on a une deuxiéme différentielle (d'f),,, alors on a 'égalité aussi. f(xg + h) = f(zo) +
(d'f)aoh + o(|h])
= (df)agh — (d'f)agh = o(|h]) = (df)y = (d' )z,

Et donc les deux différentielles sont les mémes, ce qui nous donne 'unicité de la différentielle.

Rappel

f:R™ — R™ est appelée différentiable si (df),, : R" — R™ existe Yz, € R”
Une application linéaire est donnée par une matrice, la matrice Jacobienne en x.
f=1(f1,---, fn) ol tous les f; sont des fonctions f; : R* — R

La Jacobienne est donc :

oh oh - O
dr; Oy ox,,
Ofm  Ofm  ~ Ofm
Or1  Oxs ox,
hy
(df)xghzjxo - R™ - R"”
h,

Définition
) : e . Of; . , : .
f est appelée continuement différentiable si —= existe et une fonction continue R — R Vj =

8xk
1’... 7m’\V/k=:17...n

f est appelée une fonction de classe C” si les dérivées partielles d’ordre < r existent et sont des

fonctions countinues.

f est une fonction de classe C™ si toutes les dérivées partielles de tous les ordres existent et

sont des fonctions continues.

Cette définition peut étre utilisée pour des fonctions entre des ouverts U et V :

R*" > UL v R
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Définition

f U — V est appelée un difféomorphisme si pour des ouverts non-vides U et V, dg : V — U

tel que fog=1Idy et go f = Idy et f et g sont continuement différentiables.
Nous pouvons parler de difféomorphismes de classes C" ou C'™°.

U et V sont dit diffeormorphes si un difféomorphisme entre U et V' existe.

Question ?

Si U ~ V, est-ce que n et m sont toujours égaux ?
Réponse : Oui
f est un difféomorphisme = f est une homéomorphisme.

Le fait que f soit un diffeomorphisme implique que :

(df )z : R* — R™

admet une application linéaire inverse (dg) () : R™ — R

o €U

(d(g© f))zo = (dg) f(as) © (df )xo

= si go f = Id alors (dg) FINIR LA LIGNE ICL

Cela implique donc que un difféomorphisme est aussi un isomorphisme et donc que les dimen-
sions sont forcément les mémes.

Pour I'instant, on utilise uniquement des ouverts R DU — V C R"

Pourquoi les diffeomorphismes sont utiles ?

Exemple

L’intégrale gaussienne

+oo
NS / e dr =2 f;oo e dx

—_——
=/

T2 + 2 + 2 +oo [+ 2,2
On a aussi 1= ( 0 T dx) ( 0 ey dy) = J, > 0 e @) dy dy
On passe maintenant aux coordonnées polaires :

2 +y*=r?et 0 €[0,2m), r €[0,400)
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j )
]2 — +o0 400 5 d 2 400 9
—:/4 / e"‘rdrd@zz/ e :E/ e =1

Dessin de changement de coordonnées, mais je pense qu’on s’en fout.

On a ici un difféeomorphisme entre (0, 4+00) x (0, +00) et (0, g) x (0, +00).

On a aussi un deuxiéme difféomorphisme entre (0, +00) et (0, +00) qui envoie r sur 2.

2.1 Propriétés des différentielles

Un théoréeme important de la géométrie différentielle est le théoréme d’inversion locale :

Théoréme 1. Soit U CR" et V CR™ et f: U — V une fonction continuement différentiable
et xg € U (juste un point) tels que (df )z, : R — R™ est un isomorphisme.

Alors f est un difféomorphisme local.

C’est a dire que pour f(xg) 2 ACV,3g: A — U tel que go f(z) =z si f(z) € A et
fogly)=ysiye€ A

Cela implique que n = m parce que (df )., est un isomorphisme.

Définition

Difféomorphisme local

JW C U un ouvert contenant xy (xg € W) tel que f’w : W — f(W) est un diffeomorphisme.
Définition

Régle de dérivation de fonction composées
Soient U CR®", U CR™ et W CRlet f:U =V ,g:V — W deux fonctions de classe C",
r > 1.

Alors go f : U — W est aussi une fonction de classe C” et d(g o f)., = d()

Objectif

On veut remplacer les ouverts U C R” par des espaces topologiques plus généraux, les variétés

différentielles.
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Sous-variétés de R"
Exemples intuitifs

St c R» 51

Localement, le cercle peut étre identifiée avec R.

Définition

Une sous-variété (fermée) V* c R™ de dimension k est un sous-ensemble (fermé) tel que Vp € V|
JU un voisinage ouvert contenant p et un difféomorphisme ® : U — W C R™ ou W est un ouvert
tel que ®(p) =0 et P HRF x {0})=UNV
Définition

Une application ® : U — W est un diffeomorphisme si ® est C"-lisse (continuement différen-

tiable r fois) et qu’il existe une application C"-lisse inverse W : W — U telle que :

PoVU=J]detVod=1d

On dit que c’est un diffeomorphisme de classe C”

Rappel

Normalement, nous admettons la C°°-différentiabilité. Donc si c’est pas précisé, c’est oo-
différentiable.
Remarque

Si r = 0, C° sont les applications continues. Mais en géométrie différentielle, on a besoin que
les fonctions soient au moins une fois différentiables. Du coup, on aura » > 1 et r = 0 ne posera

pas de problémes.
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Exemple de sous-variété de dimension 1

®

St={a'+y* =1} CR?

Si p = (0,1), au voisinage de p, on peut paramétriser le cercle comme y = V1—2a2ety > 0.
On considére le voisinage U = {y > 0,—1 <z < 1} = (=1,1) x (0, 4+00) C R% On prend alors le
diffeomorphisme ®(z,7) = (z,y — V1 — 22).

O :U — W C R? est C-lisse. Il faut encore vérifier que W = ®(U) est ouvert.

W={-1<z<1,y>—1—22} est ouvert et ®(p) € W : &(p) = (0,0) = 0 pour p = (0, 1).

Il faut encore vérifier qu’il existe une fonction inverse ¥ : W — U telle que ® o Psi = Id et
U o ® = Id. On a juste & prendre ¥(z,y) = (z,y + 1 — 22)

Ces ® et U fonctionnent pour tous les points de I’hémisphére Nord du cercle. On peut faire la
méme chose pour tous les points de ’hémisphére Sud et on a montré que S' est un sous-variété de
degré 2.

L’existencede ®: UNV CR" - W C R"

E(.’L’l,"',fﬂn) (ylz'“:yn)
R* x {0} est donné par n — k équations yzy1 = 0, -y, = 0.
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<
=
3 R" x {0}
7
=2
D
Y, 5 Yk
Oz, ,xn) = (@1(x1, -+, 20), - on(x1, -+ ,2,)) ol chaque ¢; : U — R est une fonction
scalaire (qui va dans R).
Et donc, V est donnée par n—k équations car les équations pr 1 (21, ,x,) =0, ;op(x1, -+ ,2,) =

Question :

Supposons que V' C R™ est donnée par n — k équations lisses localement.

Est-ce que V est une variété de dimension k7

Ce n’est pas toujours le cas, mais il y a une condition suffisante pour que ce soit vrai.

1l faut que la différentielle de la fonction (pgi1,---¢n) : U — R"7* en p soit surjective (d¥,

est surjective).
Définition
V C R™ est une sous-variété si Vp € V', V est donnée par y,1 = - - - = y, = 0 a difféfomorphisme
local autour de p prés.
Définition

Considérons une application lisse ¥ : U C R" — R* avec p € U.
U est une en psi (dV), : R — R"* est surjective. (n >n—k) ¥:U C R* — R"

est une en psi (dV), : R¥ — R™ est injective. (k < n)

Théoréme 2. Forme normale d’une submersion Si W : U C R* — R™ % est une submersion

enp €U, alors AW C U avec p € W et un difféomorphisme sur son image ® : W — R" tels
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que W o ®(xy,- - ,x,) = (Tpa1, ) 81 (T1, - ,x,) € W,
Autrement dit, a diffeomorphisme local prés, ® est donné par les n — k derniéres coordon-

nées.

Corollaire

Si V C U ouvert C R" est donné par V = ¥~1(0) pour une application ¥ : U C R* — R**
ol ¥ est une submersion Vp € V.
La préimage de 0 d’une submersion est une sous-variété.

= V est une sous-variété.

Preuve que le Théoréme implique le Corollaire

Soit V' une sous-variété et considérons le difféomorphisme ® : W — R"™ donné par le Théoréme
tel que Vo (I)(Ih o an) - (Ik-i-l? U 7xn>
Regardons le difféeormorphisme ® — ®(p) : W — R™. En particulier, il envoie p sur 0.

Et donc gy = =z, <= P(xy,-+- ,2,) CV

Preuve du Théoréme

Soit U : U — R"* ou (d¥), : R® — R"* est surjective. Considérons Ker((d¥),) C R" un
sous-espace linéaire de dimension k. A une permutation de coordonnée prés, nous pouvons supposer
que la projection 7 : R® D N — R", w(zy, -+ ,x,) — (21, --xx) sur les k premiéres coordonnées
est surjective, c’est a dire que 7(N) = RF.

Définissons ® : R® — R™ = R* x R"* par ®(xq,- -+ ,2,) = (21, cag), U, wn))

-

TV
E€RF cRn—k

De plus, (d®), : R® — R™ est bijective car (Ker(®)), = NN ({0} x R*7*) = {0}

—> Nous pouvons utiliser le Théoréme d’inversion local

(ID:pEU%R":R"XR”*’“,HWCUavecpEWtelque@!W:W—>r”estun
difféomorphisme sur son image.

On rappelle que ®(zq,- - ,2,) = (1, -, 2x), Y(z1, - ,20))-

Soit m,_j : R® — R"* définie par (z1, - ,2,) = (Tpy1, * ,Tn). T © <I>|W = \I/|W. On sait
que (CID}W)_l par le Théoréme d’inversion local, donc 7,,_, = Vo (CID‘W)_l.

O
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Proposition

e (df), est surjective = f est une submersion en p.

f:U — R™ est une submersion si (df), est surjective Vp € U.

e (df), est injective = f est une immersion en p.

f:U — R™ est une immersion si (df), est injective Vp € U.

Exemple
. U1 U1 . . . . 10 (751
a : R? — R? définie par o — . Cette application linéaire est donnée par
Uo 0 00 U2
Uy
0

On voudrait savoir s'il existe f : R? — R? telle que (df)o = «
df1 of2 df1 of2

C’est équivalent a trouver f telle que =— =1, — =0, =— =0, =— =0
d f 4 (9:101 (9:101 (9:102 (9:102

f1<l'1, .TQ) =+ (‘T% + x%) et fg(fﬂl,l'g) =0 O

Théoréme 3. Forme normale d’une immersion

Soit o : U C R™ = R™ une immersion en p € U avec n < m. Alors il existe un difféomor-

phisme local ¥ de R™ autour de ¢(p) tel que :

¢O@($17"' axn):(xh'" 7xn70a"' 70)

V(xy, -+ x,) € @ (W), 3W 3 ¢(p), W C R™ avec ¥ : W — ¥(W) C R™ difféomor-

phisme.

Preuve du Théoréme

(dp), est injective = A = (dp),(R") C R = da : R™™™ — R™ linéaire telle que A et
B = a(R™ ") engendrent R™ = A @ B, c’est a dire que Vu € R™, Ja € A,be Betu=a+b
Définissons @ : R"XR™™™ — R™ par ®(x1, -+, Tn, Y1, 5 Ym-n) = @(T1, -+, Z0)+a(Y1, 5 Ymn)-
(d®), est surjective entre R™ et R™ car (dg),(R") = A, (da),(R™ ™) = B engendrent R".
= (d®), est bijective == & est un difféormorphisme local en p par I'inversion locale.

Dong il existe ¥ = ®~! localement un diffécomorphisme local de R™ autour de p(p) = ®(p,0).
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‘I/OQOI(I)_l()QO _— \Ifogo(xb"',xn):(I1,"',In,0,"'0) Carylz...:ynzo -
Q{(yl,"' 7yn) =0 B
Corollaire

Sip: U C R"™ — R™ est une immersion injective, alors ¢(U) C R™ est une sous-variété de
dimension n.
Preuve du Corollaire

Considérons la forme normale pour ¢ en p € U. Cela nous donne un difféomorphisme local
Y W — R™ (un changement de coordonnées). ¢ : R" — R"™(xy, -+ ,2,) = (x1,+ - ,2,,0,-+-,0).
V = p(R") = R" x {0} (localement). V C R™ et V = ¢(U) et pour p € V, p~!(p) doit étre unique.
Exemple

A FAIRE

Corollaire

Soit ¢ : U C R™ — R™ une submersion en € ¢~ !(p) avec € R™, alors p~' C R™ est une
sous-variété de dimension n — m.
Preuve du Corollaire

Considérons la forme normale de ¢ en z € ¢ '(p). Aussi, on a m < n. p(x1, -+ ,x,) =
(r1, -+ ,xm) € R™ V = o Y(p) et localement on a {p} x R"™ = (p1, -, Pm, Trni1, " ,Tn) €
¢~ 1(p) a translation prés {0} x R"™™ = sous-variété de R".
Définition

Soit ¢ : U C R™ — R™ une application lisse et p € R™ un point. p est une si
¢ est une submersion Yz € ¢ ~1(p), sinon p est une
Exemple

¢ : R? — R définie par ¢(z,y) = 22 + y>. 0 est une valeur critique et p # 0 sont des valeurs

régulieres.
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Corollaire

Soit ¢ : U C R® — R™ une application lisse et € R™. Si p est une valeur réguliére pour ¢, alors

0 1(p) est une sous-variété de R™.

Exemple

of af

8_1’17 8x2

0 0
Pour f: R" — R, p € R" est une valeur critique <= —f‘ =...= /
Ox,'P ox,,

Soit f: R? — R définie par f(z1,22) = 1. On a donc df = ( ) =(1,0)#0

Toutes les valeurs sont donc réguliéres.

|p:0.

Définition

x € U est un point régulier de ® (ou x est régulier) si (d®), est surjective, Sinon, ¢’est un point
critique de .

y € R™ est une valeur réguliére de @ si Vo € ®1(y), x est un point régulier, sinon y est une

valeur critique.

Si y € R™ est une valeur régulicre, alors ®~1(y) C U C R” est une sous-variété.

Théoréme 4. (Sard) Les valeurs critiques d’une application lisse de classe C" avecr > 1,1 >

n—m+1®:U CR" = R™ forment un ensemble de mesure nulle.

Une application de classe C" suffit, mais on considére que les applications sont C'*°-lisses si ce

n’est pas précisé autrement.

Rappel

B C R™ est un ensemble de mesure nulle si Ve > 0, il existe une collection de boules B,, de

volume vol(B,,) tel que Zvol(Bn) <e
n=1
Bc | J(By) = Int(B)=90
n=1
B est donc de mesure nulle, il est assez petit.

Preuve du Théoréme pour m =n =1

Prouvons le Théoréme pour m=n=1:
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Prenons une fonction ¢ : U C R — R continuement différentiable. Soit K C U un compact et
définissons Dy := {®(z)|x € K un point critique }. ® : U — R est continue car ¢’ est lisse de
classe C" et donc sa premiére dérivée est continue.

— @'| est uniformément continue comme elle définie sur le compact K, c¢’est a dire que

[«
Ve, 30>0: |z —y| <, z,ye K = |P'(z) —P'(y)| <e

Considérons la répartition de K par les intervalles I; de longueurs < 4. Si I; contient un point
critique x, alors on a ®'(x) = 0. Comme @’ est uniformément continue, on a que si |z — y| < 0,
alors |®'(x) — '(y)| = |9'(y)| < e Vy € I;. Donc |®'(I;)| < €|I;]. Et donc, Dy est contenu dans la
réunion des intervalles de longueur totale < e diam(K). Cela implique que Dy est de mesure nulle

et donc Dy, qui est 'ensemble des points critiques est de mesure nulle aussi. 0

Exemple

I’ensemble des points critiques n’est pas toujours de mesure nulle, mais I’ensemble des valeurs
critiques est de mesure nulle. On peut voir ¢a par exemple si & est constante. Dans ce cas, tout

x € U est critique, mais ®(z) n’a qu’une seule valeur critique.

3 Variétés abstraites

Objectif

On va prendre un ensemble M, qui sera un sous-variété de R!. Le but sera de définir sur M la
structure d’une variété lisse, c’est a dire un espace tel que nous pouvons considérer les applications

lisses, les diffeomorphismes, les différentielles...

3.1 Définition

Une carte ¢ : W — U C R” est une bijection telle que W C M un sous-ensemble et U C R"

est une sous-ensemble ouvert.

Définition

Soient ¢, : Wy C M — Uy CR" et @9 : Wy — U C R” deux cartes. On dit que ¢; est ¢, sont
dites si o1 (Wi NWy) CR™ et oo (W7 NWy) C R™ sont ouverts et oy : o1 (Wi NW;) C

14/ 3§



Questions Géométrie différentielle Unige

R™ — o (W1 NWy) C R™ définie par @91 (2) = p2(¢; ' (x)) appelée I'application de changement de
carte est une difféomorphisme.
Définition

Une collection de cartes {p, : W, — U, }aca est un atlas si toutes les cartes de la collection

sont compatibles et :

U We=M

a€A

C’est a dire {Wy}aea est un recouvrement de M.

Définition

Deux atlas sont équivalents si leur union est aussi un atlas. Cela implique dons que toutes les

cartes du premier atlas sont compatibles avec toutes les cartes du second.

Remarque

Si {@a : Wo — Us}aca est un atlas pour M, nous pouvons considérer toutes les cartes compa-

tibles avec p, Va € A. Cela nous donne un atlas complet, aussi appelé atlas universel.

Définition
La structure d’une variété différentiable sur un ensemble M est une classe d’équivalence d’atlas.

Une telle structure nous donne :
1) Topologie sur M
2) Fonctions lisses sur M
Montrons ces deux choses :

1) Dans la topologie sur M, Y C M est ouvert si Va € A, ¢,(Y NW,) C R" est un ouvert.

Vérifions maintenant que 1’on a bien une topologie.

— () est ouvert car ) = ¢, (0 NWW,) C R™ est ouvert.

— M C M est ouvert car U, = ¢,(W,,) est ouvert par la définition de cartes.
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— Prenons un ensemble d’ouverts {Y;}, Y; C M, j € B. Alors U Y; est ouvert et ﬂ Y;
j€B jEB
est ouvert si B est fini.

2) Fonctions lisses sur M muni d’une structure de variété différentiable.

Soient un ouvert W C M et f: W — R une fonction. f est lisse si f est lisse en cartes, c¢’est

a dire que VYo f o o1 1 oo (W NW,) — R est lisse.
REGARDER LA VIDEO POUR COMPRENDRE

DESSIN D’'UNE FONCTION LISSE
Définition
Un atlas {@, : Wy — Uy} sur M est appelé séparable si Vo, y € M :
e soit da tel que x,y € W,
e soit Ja, [ tels que x € W,y € Wget W, NW5 =10
Définition

Une structure de variété lisse sur M est séparable si elle admet un atlas séparable. Elle est

dénombrable si elle admet un atlas dénombrable.

Définition

Une variété lisse (différentiable) est une ensemble M muni d’une structure de variété différen-

tiable qui est séparable et dénombrable.

Rappel

Séparabilité
X est un espace topologique séparé si Vz,y,3U,, U, C X ouverts, z € U,, y € U,, U, NU, =0

Pour une variété lisse M, nous avons deux définitions de séparabilité :

1) M admet un atlas séparé

2) M est séparé comme un espace topologique
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Proposition

Les deux propriétés sont équivalentes.

Preuve de la Propriété

Si Jz,y € W, alors 3o, (z) € Uy, et pu(y) € Uy tels que U, N U, = 0 car R™ est séparé. Cela
implique que ¢, ' (U,) N, ' (U,) =0

Sidr € W,, y € Wz, W, N Ws = 0, nous prenons W, et Wj comme des voisinages ouverts
disjoints.

Notons que W, C M est ouvert Voo € A et V5 € A car pg(W,NWj3) C Ug C R™ est ouvert par
compatibilité de cartes.

Cela implique que M est séparé comme un espace topologique si un atlas séparé existe.

Supposons que M est un espace topologique séparé. Est-ce qu’il existe un atlas A tel que
Ve,y e M, Ja, € A:x € Wy, y € W et W,NWs =0 car {W,}aca est un recouvrement.

On sait qu’il existe «, 5 € A avec v € W, et y € Wy, mais peut étre W, N Ws # ()

Par séparabilité topologique, 3U,, U, ouverts avec = € U, et y € U, tels que U, N U, = 0.

Notons que ¢, : W, N U, — R™ est une carte compatible avec A. (Lemme prouvé plus

v,

bas)
Nous ajoutons deux nouvelles cartes a A : goa}w . w,NU, — R" et 905‘W50U s WenU, — R"*
@ T Y
Ces deux nouvelles cartes sont disjointes, donc ae N 3 = 0. O

Lemme

Soit {pa : Wo — Us}aca un atlas sur un ensemble M et U C M un ouvert. Alors Va € A,

goa‘wamU :WaNU = 9o (W, NU) C R™ est une carte compatible avec toutes les cartes de A.

Preuve du Lemme

gpa}w v est une bijection (sur son image) et (W, N U) est ouvert et cela implique que

(pa‘waw est une carte.

Soit g : Wz — Us une carte de A avec € A.

o (w;l}@a(mmwﬁnm) L oaWa MW N U) = 03(Wa N W5NU)
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est un difféomorphisme car ¢z (gp;l‘ ) est un diffeomorphisme. 0J

Pa (WamWB)

Exemple

Prenons {¢, : Wo — Uga }aca un atlas sur M et § € A. Définissons un nouvel atlas A" = AU{p’}
avec 3’ ¢ A.

v = g, Wg = Wp, Uy = U, donc A’ est un atlas équivalent. De plus, A" contient ¢z :
W3 — Us deux fois car 5 # 3/, 8,0 € A" et o3 = @p.

Proposition

Une structure de variété différentiable sur M est dénombrable si et seulement si M est dénom-

brable comme un espace topologique.

Exemples de variétés abstraites : le cercle, le tore et le plan projectif

St=R/.=Rlzout~ssit—secl.

exp : R — S' C C définie par exp(t) = ¥ = cos(2nt) +i € sin(2nt) € C = R? >
(cos(2mt), sin(27t))

Notons que exp’(ovl) est une bijection parce que la longueur de l'intervalle ouvert (0,1) est < 1.

Définissons Wy = exp((0,1)) = ST\{1}, Uy = (0,1) et g = (exp’(m))_l. De méme, 6Ip‘(-1/2,1/2)
est bijective sur son image.

Définissons W, = exp((—1/2,1/2)) = SN\{-1}, U, = (=1/2,1/2) et varphi, : Wi — Uy,

-1
1= (‘ﬂp}(—l/z,l/z))
L’application de changement de cartes est définie sur les images de Wy N Wy par ¢g et o1,

po N1 =S\ {-1,1}
oW N Wo) = (0, )\{1/2} = (0,1/2) U (1/2,1) et @1(W1 N Wo) = (=1/2,1/2)\{0} =
(=1/2,0) U (0,1/2)

t te(0,1/2)
0100y (t) = est une application lisse sur (0,1/2) U (1/2,1) et le change-

t—1 te(1/2,1)
t t€(0,1/2)
ment de cartes inverse : ¢g o ;' (t) = est aussi une application lisse. Donc
t+1 te(1/2,0)
les changements de cartes sont des difféormorphismes.
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Et donc, S' = (ODL(-1/21/2)/., est donnée par @y o ] ', c’est & dire pour s € (0,1) et t €
(—1/2,1/2), on a s ~t avec si s = (g0 1) (t)

Proposition

Soient M et N deux variétés différentielles avec des atlas {@) : W — UM} et {¢f : W3 —
N
Ug'}.
Alors, M x N est une variété differentielle avec un atlas {@}" x @ : WM x W3 — UM x U}'}

Les cartes sont définies par les cartes co-produits b x off (z,y) = (M (2), ¢F (v))

Preuve de la Proposition

{W x W'} est un recouvrement de M x N. Ensuite, U} x Uy C R™ x R™ est ouvert. Aussi,
A o (W W N WA x W) est ouvert.

Donc les changements de cartes sont lisses, et donc c’est un difféormorphisme. U

Le plan projectif RP? est composé de toutes les droites de R? passant par 0. Si (z,y,2) = u € R3
n’est pas horizontal, c’est & dire que z # 0, alors la droite passant par u est caractérisée par son
intersection avec le plan z = 1. Rappelons que nous pouvons aussi considérer RP? comme 1’espace
quotient R3\0/~ avec la relation d’équivalence u ~ v € R3 si u = A € R? et A € R\{0}. On peut
aussi regarder RP? comme 5%/~ avec la relation antipodale u ~ —u.

u = (x,y,z) Notons la classe d’équivalence de w par [z :y: 2] = [Az: Ay : Az], A # 0si z #0,

x

= (501)

Définissons la carte ¢, : W, — U, = R? définie par W, = {[x : y : 2] ‘z #0}, p.([z:y:z2]) =
(f, g) c R2.

Est-ce que ¢, est une bijection ? Oui, on peut retrouver son application inverse : (—, —) —

. 2’ 2
[— : Y : 1]
z z
©.(W,) = R? implique que c¢’est un ouvert dans R?.

Définissons maintenant ¢, : W, — R? et ¢, : W, — R? avec les ensembles W, = {[z : y :

zl|z # 0} et W, = {[z :y:z]|y # 0} et les fonctions ¢, ([z : y : 2]) = (E)f) cou(lz iy 2]) =

x x
()
y'y)
W, UW,UW, =RP* — {W,,W,, W.} est un recouvrement.

Considérons les applications de changement de cartes ¢, 0 o1 : p (W, NW,) — ¢, (W, NW,),
pyo ey (R\{0}) x R — R*\R x {0}
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pyo s (@b) = py[1:a: b)) = (1 9).

a a

(a,b) — (é, g) est une application lisse de (R\{0}) x R — (R\{0}) x R

Toutes les applications de changement de cartes sont lisses par symétrie de x,y, z. Ensuite,
{@z, ©y, p.} est un atlas de 3 cartes différentes, donc d’'un nombre dénombrable de cartes. Et donc
RP? est une variété lisse si notre structure de variété lisse est séparé (a finir en exercice). Notons que
les applications inverses nous donnenet des systémes de coordonnées locales ¥ = p 1 =W, — M
avec W, C R", n coordonnées locales en .

©o et @z sont compatibles si pg : Us — W3z C R"™ est donnée par n fonctions lisses en

coordonnées locales données par ¢,. C’est a dire que @z 0 @, : ©o (U, N Us) — R™ est donnée par

n fonctions lisses en coordonnées locales.

Rappel d’une fonction lisse

f:M—>RestlisseenxeMsiElaEAtelquexEUaetfoﬁfaestlisseenwglz\lfa:Wa—>
U,.

Plus généralement, f : M — N est lisse en x € M si da € A tel que z € U,, 38 € B tel que
f(x) € Us. {Vi}pep s : Vs — Wz C R™) est un atlas de N.

wpo fop,t est lisse en p,(z) par compatibilité de cartes @, et pz. pgo fo (p,;l est aussi lisse

en ¢, (z) car en voisinage x € U, N U, :

ppo fop,t =pgofop,lo(paop)!)
Pareillement, la définition ne dépend pas du choix de la carte pour f(x).
Définition

Un difféomorphisme entre M et N (deux variétés lisses) est une application lisse (Vo € M),

f: M — N tel que f est bijective et f=': N — M est lisse Vy € N.

Théoréme 5. Whitney Toute variété est difféomorphe & une sous-variété de RY. De plus, si

dim(M) = n, alors M est difféomorphe a une sous variété de R

L’idée est que toute carte ¢, : U, — W, C R™ nous donne un difféomorphisme local é R".

—> une immersion injective locale a U,,.
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Preuve du Théoréme de Whitney

Supposons que nous puissions étendre ¢, M comme une application lisse f,M — R" tel que
fa}Ua : U, — R™ est une immersion locale.

Prenons les combinaisons des f,, @ € A (si A est fini)

— F = fo, X fay X+ X fo, : M — R" x--- x R" est une immersion injective en tout point.
(V, Jaj tel que z € Uy,;).

= F(M) est une sous-variété de R¥" et F': M — F(M) C R¥" est un diffeomorphisme.

L’idée pour la deuxiéme partie : M™ C RY une sous-variété telle que N > 2n + 1.

Choisissons un vecteur v € RY et considérons la projection m, : RY — RY~! la projection,
c’est a dire une application linéaire surjective telle que v € Ker(m,).

Il est possible de démontrer (Whitney) que si v est choisi "par hasard" (pour un ensemble
ouvert et dense P 3 v) on P C RY.

7,(M) C RY~! est aussi une sous-variété = inductivement, on obtient une sous-variété de

R> |, + M — m(M) € RN7! est un difféomorphisme.
Exemples
M=S"n=1

Par le Théoréme, IF : M — R3 une immersion injective (un plongement).

Notons qu’il existe S* C R? mais pour une projection linéaire m, : R® — R? et un plongement
K=F(S'") CcR?

DESSINS a FAIRE (COURS DU 04.12)

Vecteurs tangents & x € M 7

On a déja défini les fonctions différentiables en x.

Un vecteur tangent v en x doit nous permettre de dériver une fonction en direction de v, cela

0
veut dire qu’il faut considérer la dérivée directionnelle 0 eR
v

Définition

Une courbe v : I — M est une application lisse d’un intervalle ouvert I et contenant 0. 0 € I,

I = (a,b) avec a < b avec a € RU{—o0}, b € RU {400}
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Définition

Deux courbes v, : Iy — M et v : Is — M sont équivalentes si v1(0) = 72(0) et pour une
carte @, qui contient v1(0) : (¢ 071) (0) = (pa 072)(0) € R™. Les deux courbes sont tangentes a
z=(0) = 12(0).

I = (a,b) C R est une variété de dimension 1.

Yo 071 : (a,b) = R™ est une application lisse. 0 € (a,b), (s ©71)"(0) € R™ est bien définie.

DESSIN (04.12)

Définition

Un vecteur tangent & x € M est une classe d’équivalence de courbes v : I — M telles que
7(0) = .

Notons que en cartes (en systémes de coordonnées locales) un vecteur tangent a x € M corres-
pond & un vecteur tangent a ¢, (z) € R", c’est & dire & un vecteur a R".

Pour tout v € R, il existe une courbe v telle que (p, o 7)’(0) = v. Pour cela, considérons

I % R definie part € [ — p+tv, o §(0) =v et 6(0) = p. v = p,' 0J est une courbe dans M.

Définition

Tous les vectuers tangents a € M forment un espace vectoriel (noté T, M) T, M est appelé

I’espace tangent a M en x.

Définition, dérivée directionnelle

On définit la dérivée directionnelle g—i € Rpour f: M — R lisse et v € T, M.

Pour ca, représentons v par une courbe v : [ — M et considérons la composition foy: I — R
est une fonction lisse.

Alors la dérivée directionnelle est définie par % =(fov)(0)eR

Prenons vecteur tangent v € T, M ou M est une variété lisse et x € M. En cartes, x € U, C M,
Vot Uy = Wy CR et () € W,.

Un vecteur tangent a x est équivalent a un vecteur tangent a ¢, (zr) € W, C R™ et donc
équivalent a un vecteur de R".

Soit x € Ug C M une autre carte pg. Alors, le vecteur tangent & x est aussi équivalent a un

vecteur tangent a p(z) € Wz C R™.
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Alors un vecteur tangent est équivalent a un vecteur tangent a ¢gz(z) € Wi C R” (aussi un
élément de R™).

Un vecteur tangent a z est représenté par (a, w) avec x € U, et w € R™.

Définition, vecteurs tangents par cartes

On a la relation d’équivalence de vecteurs tangents par cartes :

(v, wa) ~ (B,wg) st (d (s 0 9,1)),, Wa = ws

Un vecteur tangent v € T, M est la classe d’équivalence de (o, w,), w, € R, x € U,

= T,M ~R"

car pour tout o, x € U,, un vecteur tangent est paramétré par w, € R"

Définition, vecteurs tangents par courbe

Un vecteur tangent v € T, M est une classe d’équivalence de courbes lisse v : [ — M telle que
0) ==

1~ 72 81 71(0) = %2(0) = = et (o 071)" (0) = (Yo ©72) (0) € R™ pour une carte ¢, : U, —
W, CR™ z € U,. (9o 071 et 94 079 sont tous les deux des vecteurs tangents a ¢, (x) en R™).

Les deux définitions sont-elles équivalentes ?

Nous pouvons paramétrer une classe d’équivalence de courbes par w, = (¢, 0 ) (0) € R"™ en
cartes .

Donc les deux définitions sont équivalentes.

Définition

Une dérivation a = est une application D : Funct(M) — R avec les propriétés suivantes :
Funct(M) est I'ensemble des fonctions lisses M — R. Notons que Funct(M) est un espace
vectoriel sur R, c’est a dire que si f,g € Funct(M) et A\, u € R, alors Af + ug € Funct(M).

D, c’est la dérivation et elle vérifie les propriétés suivantes :

e Dépendance locale : 3U ouvert contenant z tel que f!U = g|U — D(f) = D(g).
e Linéarité : D(Af + pg) = AD(f) + nD(g)

e Propriété de Leibnitz : D(f - g) = D(f) - g(x) + f(x) - D(g) avec g(z), f(xz) € R
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Proposition

— pour v € T, M est une dérivation.

ov

Preuve de la Proposition

of
o

La dépendence locale est vérifiée car nous pouvons considérer une courbe contenue dans U.

P —
renons 7 f

Sion a f|y = g|u, alors les dérivées directionnelles de f et g sont les mémes dans U. En effet,

0 0
la dérivée directionnelle de f est définie par 8_f = a—g = (fov)(0)=(go~)'(0) car f = g dans U.
v v
La linéarité et la propriété de Leibnitz sont les propriétés de (f o y)'(0) en cartes. O

Définition, vecteurs tangents par dérivation

Un vecteur tangent v € T, M est une dérivation en z € M.

Proposition

Cette définition est équivalente aux deux définitions précédentes.

Preuve de la Proposition

— nous donne une application qui part de T, M et qui va vers 'ensemble des dérivations en

Ov

x:%(v)%{f%g—i}.

Cette application est un isomorphisme par considérations locales.

Une dérivation est déterminée par les valeurs sur les applications linéaires en R"™.

Remarque
Si Dy, Dy sont 2 dérivations en z et A\, u € M, alors AD; + uD- est aussi une dérivation en x.
DESSIN (04.19)

Définition application tangente

L’application tangente (ou la différentielle) df de f est 'application (df), : TuM — TN

définie comme suit :

24/ 3§



Questions Géométrie différentielle Unige

Soit v € T, M représenté par une courbe v : I — M, alors (df),v est représenté par fo~y: 1 —
N.
Notons que si vy ~ v : I — M, alors foy, ~ foy: T = M

Remarque, application tangentes pas dérivations

Supposons que D : Funct(M) — R est une dérivation a =z et ¢ : N — R. Considérons
gof: M —Retgofe Funct(M)

g € Funct(N) et ¢ — D(go f) € R est une dérivation a f(z) (a vérifier) qui coincide avec
I’application tangente.

f:M—= NaxeM, (df)y: ToM — TpayN
Proposition

Soient f: M — N, g: N — L deux applications lisses entre les variétés M, N, L, x € M. Alors
d(go f). = (dg)f(iﬂ) o (df )z
Preuve de la Proposition

v € T,M représenté par v : I — M implique que (df),v est représenté par f o ~y. Donc
(dg) f(z) © (df )zv est représenté par g o fo~y. Mais (d(go f)), v est aussi représenté par go for.

O

Soit v € T,, M. Est-ce que nous pouvons combiner des vecteurs tangents en points différents 7

Réponse : Le fibré tangent T'M.

Définition
TM est 'ensemble de tous les vecteurs tangents M (en tous points) et appelé le fibré tangent.
TM = U,ep ToM (comme un ensemble)

Proposition

TM admet la structure d’une variété lisse (de dimension 2n avec n = dim(M)).

Une carte de M ¢, : U, C M — W, C R" nous donne une carte de T'M = UzeM T,.M.
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T™ > U, = UTxMﬁWaxR”CRQ”

€U,

veET,M— (pa(x),ws) ot w, € R™ représente v en carte p,. Début du cours 04.26

Il manque les 3-4 premiéres slides, je sais pas si ¢’est vraiment utile. J’ai rien compris.

Exemple

M = St
TSl - U:IIESl R
Au fait, TS' = S* x R ( un cylindre) mais pour U'instant, nous avons défini TM seulement

comme un ensemble.

Construction d’une structure de variété différentiable sur 7'M a partir des cartes de

M

C’est possible de définir la structure d’une variété pour T'M en utilisant les mémes cartes
Yo Uy = W, CR™ qu'on a utilisé pour la structure de M.
Considérons ¢, : U, C M — W, C R".

TU, = U T,.U,, c’est juste la définition du fibré tangent sur U,.
zeUqn
Un vecteur v € T, U, tangent a x € U, est représenté par v, € R™ qui est tangeant a ¢, (z). Cela

nous donne une identification @, : TU, = TW, = WoxR" ot v € T,U, est envoyé sur (pa(z),v4)
W, x R

M

Yo Deut étre considérée comme une carte pour T'M. Définissons U~a = U T.M, Wa =W, x
€Uy
R" C R*, ¢ : U, — W, C R?" est une bijection et {U,}, est un recouvrement de T'M.

Montrons que les cartes ¢, sont compatibles entre elles :
On prend deux cartes dans TM, ¢, et ¢z définies comme suit (C'est juste la définition que

I'on a vu au dessus, rien de nouveau) :
o Go: Uy = W, C R? définie par @, (v) = (palz), va)
o 45 : Uz — Wy C R* définie par gg(v) = (@), vg)

Prenons un vecteur v € T, M. Si x € U, N Upg, alors v € Ua N U~5.
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Pour que les deux cartes ¢, et ¢z soient compatibles, il faut que @z o Bo 1 soit un difféomor-

phisme :

G0 o (@,6) = (s 0 wa (), (dlps 0 9a),, €)

1 1

Cette application est différentiable car ¢z o ¢ " est différentiable puisque ¢z o ¢, "' est un

difféomorphisme car ces deux cartes sont compatibles. On rappelle que toutes les applications sont

.

Proposition

Les ¢, : Ua — Wa C R?" que 'on vient de définir au dessus donnent une structure d’une
variété différentiable & T'M de dimension 2n ot n = dim(M). On aura donc :

o TM = UTmM

zeM

e .MNT,M=0siz#y

Théoréme 6. Si M est une variété lisse de dimension n, alors TM est une variété lisse de

dimension 2n et p : TM — M définie par v € T,M — x € M est une application lisse.

Preuve du Théoréme

On sait déja que T'M est une variété différentiable. Pour montrer que cette variété est lisse,
montrons qu’elle est dénombrable et qu’elle est séparable.
e Dénombrabilité

Comme M est une variété, on peut choisir un atlas A qui aura un nombre de cartes dénom-
brable. On sait construire une variété différentiable sur T'M a partir de ’atlas sur M. Donc
T M est dénombrable aussi, car le nombre cartes ¢,, a € A sera dénombrable aussi.

e Séparabilité

On sait que M est séparable puisque c’est une variété, donc pour z,y € M : soit il existe

o : Uy = R™ tel que z,y € U, soit il existe p,, pg tels que U, NUs =0 et x € U,, y € Ug

Supposons que vy € T, M et vy € T,,M ou v1,v9 € T'M et x1,25 € M. On va utiliser la

séparabilité de M pour montrer la séparabilité de T'M :
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— Cas 1:
Si il existe U, tel que x1,x9 € U,, alors vy, vy € Ua.

— Cas 2 :
Si il existe U,, Ug tels que z; € U,, 29 € Ug et U, N Uz = 0, alors vy € Uy, vy € Ug et
U,NU, =0

Donc soit vy, vy € Uw soit vy € Ua et vy € Ug avec Ua N Uﬁ =

p: TM — M en cartes en donnée par W, = W, x R* — W, C R" qui envoie (x,€) sur x.

C’est donc une application lisse.

Définition d’un champ de vecteurs

Une application lisse v : M — T'M est appelée si pov = Idy, c’est & dire

que Yz € M, p(v(z)) = x, c’est a dire que v(z) € T, M.

Définintion d’un point singulier

x € M est un point singulier de v si v(x) =0 ¢€ T, M

Question

On sait que si T'M est une variété, alors c’est un espace topologique.

Rappelons que TR™ ~ R?" (par difféomorphisme)

Est-ce que TM ~ M x R"VM?

Ce n’est pas toujours vrai, par exemples T'S? % S? x R%. Mais on a les relations suivantes :
TS~ S' x R, TS? ~ S°R3

Au lieu des difféomorphismes entre T'M et M x R™, ¢’est plus pratique de considérer la notion

de parallélisabilité comme suit :

Définition

Le fibré tangent TM est appelé trivial (et M est appelé parallélisable) s'il existe un difféo-
morphisme ® : TM — M x R" tel que m o & = p, c’est a dire que ®(T, M) = {z} x R" et

Q| - T M — {x} x R™ est une application linéaire.
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St (S, S3, ... sont parallélisables mais pas le Ruban de Mébius, RP? S2...

Remarque

Un difféeomorphisme (linéaire sur T, M), TM ~ M x R™ nous permet de comparer les vecteurs

tangents en points différents.

T,M ~ {z} x R" ~ {y} x R" ~ T, M

Définition, parallélisabilité

TM est parallélisable s’il existe un difféeomorphisme ® : TM — M x R" tel que Vx € M,
O T, M — {z} x R" est une application linéaire. T,,M est un espace vectoriel et {x} x R" ~ R"
est un espace vectoriel.

O :TM—->MxR" p:TM - Metp=modavecm: M xR*" - M

Il existe des variétés parallélisables et non-parallélisables.

Exemples de variétés parallélisables

St (SH)™, R™ sont parallélisables.

T,R™ = R™, un vecteur tangent & R™ est un élément de R™ (par la translation paralléle).
L’identification des espaces tangents T,R" et T, R™ avec x # y est donnée par la translation.
St =R/z (S1)" =R"/zn

t~t+m,meZet (ty, - t,) ~ (ty +my, -ty +my), my, -+ ,m, €Z

La relation d’équivalence préserve la translation.

= St (S')" sont parallélisables.

Exemples de variétés non-parallélisables

Le ruban de M&bius (variété de dimension 2 = surface)

M =R x (=e8)/~ ol ~ est engendrée par --- ~ (s —1,t) ~ (s,t) ~ (s +1,¢t) ~---

C’est a dire que (s,t) ~ (s+2n+ 1, —t) et (s,t) ~ (s + 2n,t)

Dessin du Ruban de Mobius Cours du 05.03

R x (—¢,¢) = M la projection définie par 7([0,1] x (—¢,e)) = M = M = [0,1] x (-=)/~,
(0,8) ~ (1, 1)
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Est-ce que M est une variété ? Oui
R x (—¢,¢) est une variété et R x (—¢,¢) C R? est un ouvert.

W‘(D,l)x(—a,a) est une bijection sur son image.

1
Définissons Uy = m((0,1) X (—¢,€)), w0 : Uy — (0,1) x (—&,) C R? par ¢y = (ﬂ(o;)x(—ag))

Pareillement, ﬂ ( est aussi une bijection sur son image.

—1/2,1/2)x(—¢,€)
Uy = 7((—=1/2,1/2) x (—¢,¢)) et 1 : U — (=1/2,1/2) x (—¢,¢e) C R?

©o, 1 forment un atlas pour M = est une variété de dimension 2.
Proposition

M n’est pas parallélisable.

Counsidérons la notion d’orientabilité.

Soit M une variété lisse de dimension n.
Définition, orientabilité

Une orientation or est une application continue entre les collections de n-tuples de vecteurs
tangents & © € M et {£1} linéairement indépendants vy, -+ ,v, € T, M, or(vy, -+ ,v,) = £1 avec

les propriétés :
[ 07ﬁ(/U17. .. ’Un) = —07”(—1}17. .. 7/U’Vl)
b 07"(’01,"' yUky = n s Uy e 7vn) = _070<U17"' y ULy wm ey Uy o 7Un)

La collection de vecteurs tangents indépendants est la collection des bases de T, M.

Plus précisément, :
d o .
Bases(T'M) ) {(v1,-+ yon) V1, 0, € T, M, x € M, avec vy, --- , v, sont linéairement indépendants}

Bases(TM) C TM x --- x T'M (multiplication n fois), T, M ~ R™.

Dessin avec un exemple dans R?, Cours 05.03 .

Exemple

L’orientation de R™ est données par le déterminant :

(v1, -+ ,vn) = det(vy, -+ ,v,) #0
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U11 Urn

U21 U2,
n Y —
vy, U, € R" ol v = . yrrt Uy =

Un1 Unn

Définissons or(vy, - -+ ,v,) = sign(det(vy,--- ,v,)), on a alors les propriétés :
o or(—uvy, -+ ,v,) = sign(det(—vy, -+ ,v,)) = —or(vy, -+ ,v,)
o or(vy,va, ) = —0r(vg, v, -0+, 0p)

Si or(vy, - ,v,) = or(ug, - ,u,) = il est possible de déformer (vq,--- ,v,) & (ug, -+ ,uy)

(deux bases de T, M) par un chemin continu, ¢’est a dire :

Iy :[0,1] = Bases(T M) tel que v(0) = (v1,- -+ ,vn), Y(1) = (ug, -+ ,uy,) et y(t) est une base de T, M Vt € [(

—> Nous pouvons reformuler la définition d’orientation comme suit pour le cas de M convexe

de dimension plus grand que 0.

Définition
Une orientation de M est une application continue et surjective qui va de Bases(M) vers {£1}.
Si M est connexe, (donc M est aussi connexe par arcs), la sujectivité de or : Bases(M) — {1}
implique la surjectivité de la restriction de or sur I’ensemble de bases a T, M, Vx € M car 'existence
d’une base positive (négative) a T, M implique l'existence d’une base positive (négative) a T, M.

Déduisons les propriétés :

® or(vy,,vn) = —or(—vy, -, vy)

L4 OT(UD"' s Uky o UL, 7/071) = —07”<’U1,"' y UL Uy 7Un)

Supposons par absurde que or(vy, - -+ ,v,) = or(—vy,- - ,v,). En cartes, les signes de det(vy, - - - ,vy)
coincident, mais il existe une base (uy,--- ,u,) telle que or(vy, -+ ,v,) = —or(uy, - -+, u,) par I'hy-

pothése de surjectivité.

Mais nous pouvons déformer (uq, -+ ,u,) soit & (vy, -+ ,v,), s0it & (—vy, -+, v,)
Cela signifie que : sign(det(uy,--- ,uy,)) = sign(det(vy,--- ,v,)) = (u1,--- ,u,) peut é&tre
déformé & (vq,--- ,v,) en bases de T, M.
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Exemples

Cas pour n =1 :
or(v) peut étre interprété comme le sens de notre variété de dimension 1.
Pour n =2 :

L’orientation vaut 1 si on tourne dans le sens antihoraire et -1 si on tourne dans le sens horaire :

10 01
det =1, det =—1
0 1 10

Pour n = 3, l'orientation est déterminée par la régle de tire-bouchon.

Corollaire

Si M est une variété parallélisable, alors M est orientable.

Preuve

O:TM —>MxXR"p:TM — M, 7py: M xR* = M, p=mnpyoM

Ve e M, @‘TZM : T.M — {z} x R™ un isomorphisme des espaces vectoriels.

Introduisons or(vy, -+ ,v,) = sign (det (mgrn (P(v1)), -+, TRe (P(vy)))) Y1, -+ v, € T, M, x €
M OJ

Revenons & I’exemple du ruban de Mobius :

M =R x (=e8)/~, ¢ > 0 et ~ est engendrée par (t,s) ~ (t+1,—s) Vit € R, s € (—¢,¢)

(t,s) — (t + 1, —s) et sa différentielle est

0 -1
M =R x (=e9)/~ = [0, 1] x (-=)/~

teZ = (t,s) ~(0£s)~(1,Fs)

t ¢ Z = il existe un seul point (¢,s) € [0,1] x (—¢,¢) dans la classe [(¢, s)].

Up = (0,1) X (—¢,¢) est une carte pour M.

Uy = (—=1/2,1/2) x (—¢,¢€) est aussi une carte.

Pour deux bases vy, vy € T(ys0)M et uy, uy € Ty M.

Si sign(det(vy,vq)) = sign(det(uy, us)) en fonction de la carte Uy

Donc sign(det(ui,uz)) = —sign(det(u,uz)) en fonction de carte Uy car ui, up € T(sjuo)M =

Uy, Uz € T/ )
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sign(det(uy,us)) = —sign(det(uy, uz)) en fonction de la carte U
1 0
(U7, 1) = <U1 u2> —> M n’est pas orientable.
0 —1
O
Corollaire

Le ruban de Md&bius n’est pas parallélisable.

Question ?
Est-ce que RP? est parallélisable (ou méme orientable) ?
Non, car RP2 > M
Définition
Un champ de vecteurs lisse est une application lisse v : M — T'M telle que p ov = Idyy,
Ve € M, v(z) € T, M et x — v(x) est une application lisse.
Définition

x € M est appelé opint singulier d’un champ de vecteurs v si v(z) =0 € T, M

Remarque

Si M™ est parallélisable, alors un champ de vecteurs est donné par une application f : M — R"™.
S TM—->MxR" p:TM — M, 7: MxR"— M
v(z) € T,M <= (z, f(z)) € M x R"

Exemple

Si M C R"™ est un ensemble ouvert. f : M — R™ est un champ de vecteurs.
Considérons la sphére M = S?
S? est une variété, il existe un atlas de deux cartes qui sont données par les projections stéréo-

graphiques de N et S (pole Nord et pole Sud) :
on SN} — R? g : S?\{S} — R?
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I’application de changement de cartes R?\{(0,0)} — R*\{(0,0)} appelée I'inversion.

en(Wyn NWs) = RAN{(0,0)} et os(Wy N Ws) = R*\{(0,0)}

L’inversion en R*\{(0,0)} : ¢ : R*\{(0,0)} — R*\{(0,0)} défini par i(p) € [0, p) (la demi-droite)
et [(0,0)p| - |(0,0)i(p)| = 1.

L’inversion envoie les cercles et les droites sur des cercles et des droites.

Question ?

Est-ce que la sphére est S? est orientable ? Oui!

Chaque carte est toujours orientable vy, vy € T,R? p # (0,0) et or(vy,vs) = sign(det(vy, vq))
(di)vy, (di)vy = v}, vh € Ty R, or(vi, vh) = —or(vy, va)

= S? est orientable car le signe est le méme Vp € R*\{(0,0)}.

Définissons or(vy, v2) = sign(det) en gy et —sign(det) en pg

v, v € T,M,pe M
o Sipe SP\{N}, or(vy,ve) = sign(det(dpnvi), dpnvs)
o Sipe SP\{S}, or(vi,ve) = sign(det(dpsv), dpsvs)

Les deux définitions coincident si p € S?\{N, S} O

Théoréme 7. Tout champ de vecteurs sur S* a un point singulier. (Dessin hérisson cours

05.10)

Corollaire

S? n’est pas parallélisable.

® . TM — M x R Un vecteur non-nul de R? donne un champ de vecteurs sans points
singuliers.
Rappel

Toutes les variétés parallélisables sont orientables, mais il existe des variétés orientables, mais

non-parallélisables. Par exemple S2.
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Théoréme 8. Tout champ de vecteurs sur S* a un point singulier, c’est o dire 3x € S? tel

quev(z)=0€e T, M

Preuve (brouillon)

Notons que si w est un champ de vecteurs en R? sans aucun point singulier, w : R? — R?\ {0}

dfracw||w|| : R* — S* C R?

U est 1¢ td .
w est un relevement de ||w|| ‘Sl\{(l,O)}

v St St St s Retexp: R — S

Tl
= deg (ﬂ

Tl ‘Sl) €Z, m(S") ~ Z.

. , w
Mais , admet une extension ——| , sur D? = deg = 0.

||w]]
Supposons que v : S — T'S? est un champ de vecteurs sans points singuliers.

w
m}s ‘D

Considérons 'atlas stéréographique {¢y, s} pour S2.

on 2\ {N} S R? et pg: 5%\ {S} > R?

= (dpn)(v) est un champ de vecteurs sur R? sans points singuliers = le degré du lacet
défini par (doy)(v) sur ST C R? est 0, c’est la méme chose pour (dpg)(v).

deg =d => deg=2—detdeg=0 = deg = 2, donc I'extension sur D? n’existe pas.

Countradiction.

Remarque

Supposons que x € R? est un point singulier isolé d'un champ de vecteurs v : R? — TR?, ¢’est
adire v(z) =0et Iz € U, U C R? tel que v(y) #0siy e U\ {z}.
—-— v

Considérons € > 0, B.(z) C U, 9B.(¢) = S' = ol nous donne un lacet 9B.(0) ~ S* — S'.
v

Définition

Son degré est appelé I'indice du point singulier isolé z. Cet indice est bien défini comme ind(x) €

La méme démonstration indique que si v : S? — T'S? est un champ de vecteurs tel que le nombre

de points singuliers est fini. = tout point singulier est isolé. Alors Z ind(z) =2

z point singulier
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Cette version est une version de la formule d’Euler S — A + F' = 2 pour un polyédre P ou S
est le nombre de sommets, A le nombre d’arétes et F' le nombre de faces.

P défini une sous-division polyédrale de S2, 9P ~ S2.

Nous pouvons trouver un champ de vecteurs tel que ses points singuliers correspondent aux
sommets, arétes et faces de P tel que un sommet ou une face <= indice = 1 et une aréte <—-
indice = -1.

Les points singuliers, indice +1. Donc il n’existe pas de difféomorphisme entre les voisinages
des points singuliers.

Pour l'indice -1, il faut encore voir si ce difféeomorphisme existe. Et oui! il existe. Tout champ
de vecteurs sur une variété M" est localement difféomorphe autour d’un point non-singulier au

0
champ de vecteur "standard" sur R™ : ekt (1,0,---,0) € R
T

Théoréme 9. Théoreme fondamental de la théorie de ’'EDO Soit v : M — T M un champ de
vecteurs et x € M un point non-singulier, c¢’est a dire v(z) # 0.

Alors, il existe un voisinage ouvert x € U C M et un difféomorphisme ® : U — W C R"
tel que (d®)(vly) = 0

%|W
D est appelé le diffcomorphisme de redressement.

Pourquoi est-ce que 'on a des équations différentielles qui apparaissent ?
x
Un champ de vecteurs v : M — T'M peut étre vu comme une équation différentielle i v(x)
une EDO.

: Ox :
Une solution de — = v(z) est une courbe ¢ : I — M, avec I un intervalle ouvert tel que

ot
P(t) = v(p(t)).
dp 0

— (dp) - =
o~ ) )
to € R,xg € M, ¢(ty) = xo est appelée la condition initiale de 8_3156 = v(x).

Remarque

v n’a pas de points singuliers en U, sinon 'image de par ® est aussi singuliére.

Considérons notre champ de vecteurs v comme une équation différentielle en la carte donnée
par .

Flemme de continuer la Remarque, ¢’est CHIANT. Slide 3-4 Cours 31.05
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Corollaire du Théoréme

Soit M une variété, v : M — TM un champ de vecteurs, ¢ty € R, 2o € M. Alors il existe une

solution ¢ : I — M, ty € I vérifiant la condition initiale p(tg) = .

Preuve du Corollaire

e Cas 1:v(xg) #0, zop n’est pas un point singulier.
Utilisons le Théoréme fondamental (théoréme de redressement)
On sait donc qu’il existe @ : U — W tel que d®(v) = e, yo = ®(z9) € W C R", R?(—00, 00).
Il existe une courbe ¥ : R — R" tel que W(ty) = yo et V'(t) = e;.
Cela nous donne une solution en la carte & : U — W.

U~1(W) qui contient ty est ouvert = Tty € I C W~ (W) un intervalle ouvert. = |; :
0
I — W est une solution de a—i =e(y) = p=0"! (\II‘I) : I — U C M est une solution

de & = u(x) veérifiant ¢(ty) = ®~(yo) = xo

e Cas 2 : v(xg) =0, zg est un point singulier.

=  ¢'(t) = v(p(t)) posséde une solution constante p(t) = xo. ¢ : R — M est une

application constante

Corollaire, unicité

Soit M une variété et v un champ de vecteurs, ro € M un point et {5 € R. Supposons que
o1 1 = M et pg : Iy — M, ty € I, I sont deux solutions de & = v(z) vérifiant la méme

condition initiale o (tg) = @a(to) = xo Alors :

S01‘[1(-‘![2 - 902 I1NIa

Preuve du Corollaire

e Cas 1 : zo n’est pas un point singulier.

sont deux

to € I = 1N, Soit ® la diffeomorphisme de redressement, alors ® oy, ‘1

‘I et Powsy

solutions de y = e; définies sur le méme intervalle et vérifiant la méme condition initiale.
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Donc(IDoapl‘II‘I)O%, = 901‘1:902‘1

e Cas 2 : z( est un point singulier.
Est-ce qu’il existe non-constante vérifiant ¢(to) = zg

Remarque : Tl faut utiliser hypothése de différentiabilité continue de v mais dans notre cas,

v est classe C'°, donc elle est continiment différentiable.

Pour démontrer le Cas 2, on va se ramener au Cas 1.

ox

Remarque Générale : Nous pouvons considérer une EDO non-autonome % T = v(zx,t),

teRizeM = (z,t) e M xR

Une équation comme cela peut étre considérée comme un champ de vecteurs sur M x R, une

variété de dimension n + 1.

. ox
r=v(z,t) T=—

gts un systéme d’équation autonomes
t=1 t=—

0s

C’est équivalent & une seule équation autonome en M x R avec (v(z,t),1) comme un champ

de vecteurs.
Une solution de ce systéme est équivalente & une solution de & = v(z,t) par t = s + to.

Mais le champ de vecteurs (v(x,t),1) sur M x R n’a pas de points singuliers. Nous réduisons

le Cas 2 au Cas 1.
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